Chapitre 17
Calcul différentiel

Dans ce chapitre :

E F,G désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie non nulle;

) désigne un ouvert non vide de F;

f désigne une fonction définie de €2 dans F.

I Différentielle

I. A Dérivée selon un vecteur

Définition 1.1
Soit f:Q— F,ae€Qetve EN{0g}.

On dit que f admet une dérivée en a selon le vecteur v lorsque la fonction
t — f(a+ tv) est dérivable en 0.

Cette dérivée est notée D, f(a).

Remarques 1.2 : « ) étant un ouvert, la fonction ¢ — f(a + tv) est définie sur un
voisinage de 0.

o Lorsque f est a une dérivée en a selon v, cette dérivée D, f(a) est un vecteur
de F.

Exemple 1.3 : f: (z,y) — 22+ 9% en a = (1,2) selon le vecteur u = (1, —1).

Attention : Une fonction peut avoir des dérivées en a selon tout vecteur (non nul)
sans étre continue en a.

Exemple 1.4 :
0 si (x,y)Z(O,O),
f : (x,y) = { ya?

T sinon.

I. B Dérivées partielles

Définition 1.5
Soit f:Q — F et B=(ey,...,ep,) une base de E.

Pour a € Q et i € [1;p], lorsque f admet une dérivée en a selon le vecteur e;, on
appelle cette dérivée la i-iéme dérivée partielle de f dans la base B.

of
oz, (a).

Cette dérivée est notée : 9; f(a) ou

Remarque 1.6 : Ainsi %(a) = D., f(a).

1) Lorsque FE = RP

Lorsque E = RP, si rien n’est précisé, on considere les dérivées partielles dans la
base canonique. C’est & dire : pour a = (a1,...,a,) € Q et i € [1;p], on considere la
i-ieme application partielle de fena f; : t — f(a1,...,ai—1,a; +t,aip1,...,ap).

La fonction f admet une i-ieme dérivée partielle (dans la base canonique) si et seule-
ment si f; est dérivable en 0 et dans ce cas g—fi(a) = f1(0).

2) Lorsqu’une base B est fixée

On suppose qu'une base B = (e1,...,¢e,) de E est fixée et f: Q — F.
On sait que ® : x — Matpg(z) est un isomorphisme d’espace vectoriel de E dans RP
(de méme dimension finie), donc ® et ®~! sont continues sur E et RP et ®() est
I'image réciproque de Q par ®~1, donc c’est un ouvert de RP.
On pose fg = fo®~1:®(A) — F, c’est a dire :

fB:(z1,...,xp) = f (ineZ) )
i=1

f_[Proposition 1.7)

P
Soit f:Q — F, B=(e1,...,€p) une base de E et a =Y a;z; € Q.

i=1
Pour tout i € [1;p], la fonction f admet une i-ieme dérivée partielle en a dans la
base B si et seulement si fz admet une i-ieme dérivée partielle et dans ce cas :

&f(a) = al‘fg(al, N 7(],p).

Remarque 1.8 : Lorsqu’une base de FE est fixée, on identifie alors f(z) et
ez, ... xp).

I. C Différentielle

Notation : Pour U un voisinage de O dans E et g : U — F, on note g(h) v
—Up

o (h) lorsqu’il existe € : U — F tel que g(h) = ||h||e(h) et e(h) — 0p.
—Ug

Définition 1.9
Soit f:Q — Fetae
On dit que f est différentiable en a lorsqu’il existe ¢ € L(E, F) telle que :

fla+h), = f(@)+p(h)+o(h).

E
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Remarque 1.10 : La fonction f est différentiable en a lorqu’elle a un développe-
ment limité a 'ordre 1 en a.
On peut écrire ce développement limité sous la forme :
fla+h) = f(a)+ph) + ||h||e(h), avec e(h) —— OF.

h—)OE

’iProposition 1.11)

Soit f: Q2 — Fetaec.
Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

’_[Déﬁnition/Théoréme 1.12)

Soit f : Q — F différentiable en a € ().

Alors il existe une unique application linéaire ¢ € L(E, F) telle que :

fla+h) o f(a) + @(h) + o (h); on Pappelle différentielle de f en a et on la
—UE

note df(a).

J

Vocabulaire : La différentielle de f en a est également appelée application linéaire
tangente a f en a.

Notation : La valeur en h € E de la différentielle de f en a est est notée df(a)-h
plutdt que df(a)(h) pour alléger 1’écriture.
Le développement limité & I'ordre 1 s’écrit alors :

fla+h) 0w fla)+ df(a)-h+o(h).

’iProposition 1.13 (cas des fonctions d’une variable réelle) )

Soit 2 est un intervalle ouvert de R et f: Q) — F.

L’application f est différentiable en a € 2 si et seulement si f est dérivable en a et
dans ce cas : df(a): h+— hf'(a) et f'(a) = df(a)- 1.

\. J

_(Définition 1.14) .
Une application f :  — F est différentiable sur €2 lorsqu’elle est différentiable
en tout a € Q.

Dans ce cas, 'application différentielle est :

df : Q@ — L(E,F)
z — df(x).

’_[Proposition 1.15)

e Si f : Q — F est constante sur €, alors f est différentiable sur Q et :
Va € €, df(a):: OL(E%F}

e SifeL(E,F),alors f est différentiable 2 et : Va € Q, df(a) = f.

\. J

~

Exemple 1.16 : Soit E un espace euclidien. Montrer que f : 2 — ||z est différen-
tiable sur E.

I. D Lien avec les dérivées selon un vecteur ou partielles

Proposition 1.17)

Soit f : Q — F différentiable en a € .
Alors f est dérivable en a selon tout vecteur non nul de E et :

Yo e EN{0}, D,f(a)= df(a)-v.

Remarque 1.18 : Si f est différentiable en a, sa différentielle est : v — D, f(a).

Méthode 1.19)
On suppose que f est dérivable en a selon tout vecteur non nul, alors f est diffé-
rentiable en a si et seulement si :

e v D, f(a) est linéaire;
 flat+h), = [fla)+Dnfla)+o(h).

Exemple 1.20 : L’application

g : R — R
0 si (z,y) = (0,0);
(z,y) — {x3+y3 ( y) = (0,0)
>3  sinon.
Te+y

est-elle différentible en (0,0) ?
Attention : L’existence des dérivées partielles n’implique pas la différentiabilité !

Contre exemple 1.21 : Retour a 'exemple 1.4.

__(Corollaire 1.22)
Soit B = (e1,...,ep) une base de E et f: Q — F.
Si f est différentiable en a € €2, alors

of
8xi

vie[1;p],0:f(a) = 5(a) = df(a) - ;.
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’iCorollaire 1.23)
Soit B = (eq1,...,€ep) une base de E et f: Q — F.

p
Si f est différentiable en a € Q, alors pour h = > he; € E
i=1

df(a)-h = hid;f(a) = Zhi%(a).
i=1 i=1 ¢

\.

_(Méthode 1.24)
Pour montrer que f est différentiable en a, on peut :

1. montrer que toutes les dérivées partielles de f existent ;

P
2. introduire ¢ : h— Y h;0;f(a);

i=1
3. montrer que f(a+ h) — f(a) — ¢(h)

Ir;bg

o(h).

\.

Exemple 1.25 : L’application

f R2 — R

(z,y) = {0

1’3

x2 +y4

si (z,y) = (0,0);
sinon.

est-elle différentible en (0,0) ?

I. E Matrice jacobienne

Proposition 1.26)
Soit © un ouvert de R? et f: Q — R™.
La fonction f est différentiable en a € Q si et seulement si toutes les fonctions
coordonnées le sont.

Notation : Soit Q2 un ouvert de R? et f : 0 — R™ est différentiable en a € 2. On
note f1,..., fn les fonctions coordonnées de f. On appelle matrice jacobienne de
f en a la matrice :

( (a) (a)

Le programme ne propose pas de notation pour la matrice jacobienne, nous
utiliserons en L101 la notation J¢(a).

of
611

of
oz,

(a) (a)
Ofi

8xj

a
( )> 1<ign .
1<G<p Ofn

Oxyp

Ofn
Oz

Proposition 1.27)
Soit 2 un ouvert de RP et f : Q@ — R" différentiable en a, alors la matrice de
df(a) dans les bases canoniques est la matrice jacobienne de f en a.

Exemple 1.28 :
— R?
—  (rcos(6),rsin(9)).

H§2
(r,0)

I.F Gradient

Dans cette section E est un espace euclidien et f: Q — R.

Rappel : Pour toute forme linéaire ¢ € L(E,R), il existe un unique vecteur y € E

tel que :
Vo € B, p(z) = (z,y) .

rJDéﬁnition 1.29)
Soit f : 2 — R différentiable en a € Q.
Le gradient de f en a, noté Vf(a), est 'unique vecteur de E tel que :

df(a)-h = (Vf(a).h).

Vh e E,

\.

fiProposition 1.30)

Soit B = (e1,...,ep) une base orthonormée de E.
Si f:Q — R est différentiable en a € 2, alors :
P
Vi(a) =Y dif(a)e;
i=1

fiCorollaire 1.31) .
Soit © un ouvert de R” muni de son produit scalaire canonique et f : @ — R
différentiable en a € €2, alors :

01f(a)

Vf(a) (J5(a)"

0, f(a)

ot Jy est la jacobienne de f en a.

\.

fiProposition 1.32)
Soit f : Q@ — R différentiable en a € Q telle que Vf(a) # 0. La restriction a la
sphére unité de h — Dj, f(a) admet un maximum qui est atteint en 'unique vecteur
unitaire positivement colinéaire a V f(a).

~

\
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Interprétation géométrique : si Vf(a) # 0, alors V f(a) est positivement colinéaire
au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale. Le gradient ainsi la
direction de variation maximale.

Interprétation topographique : Supposons que le relief d’'une montagne est repré-
senté par le graphe d’une fonction f de deux variables différentiable en tout point.
En tout point, le gradient de f indique la direction dans laquelle la pente sera la plus
forte.

II Opérations sur les applications différentiables

IT. A Combinaison linéaire

_(Proposition 2.1 (Linéarité)
Soit f et g deux applications de Q2 dans F, A\, u € R.

e Si f et g sont différentiables en a € €, alors Af + pg est différentiable en a et :
d(Af + ng)(a) = Adf(a) + pdg(a).
e Si f et g sont différentiables sur €, alors Af + ug est différentiable sur € et :

d(Af + pg) = Adf + pdg.

II. B Différentielle et applications multilinéaires

’_[Proposition 2.2)

Soit Fi,...,Fy,G des R-espaces vectoriels de dimension finie, pour tout ¢ €
[1;q], fi: Q@ — Fyet M : Fy x --- x F; — G une application multilinéaire.
o Sifi,..., fq sont différentiables en a € Q, alors g = M (fy,..., fq) est différen-

tiable en a et :

q
Vhe B, dg(a)-h =3 M(fi(@), ... fi1(a), dfi(a) - B fisa @), fola)).
k=1
o Sify,..., fq sont différentiables en sur Q, alors g = M(f1,..., f,) est différen-
tiable sur €. )
(Corollaire 2.3) .
Soit B : F} X Fy — G bilinéaire et f1 : Q — Fy, fo : Q@ — Fb.

B(f1, f2) est différentiable en a

).

Si f1 et fo sont différentiables en a € €2, alors g =
et :

Vhe E, dg(a) -h= B(dfl(a) . h,fg(a)) + B(fl(a), dfs(a) -

Exemple 2.4 : Soit f: Q2 — Ret g: Q@ — R différentiables en a, alors f X g est
différentiable en a, calculer les dérivées partielles de f x g.

II. C Regle de la chaine
(Théoréme 2.5)
Soit ' un ouvert de F, f : Q@ — F et g : Q' — G telles que f(2) C .

o Si f est différentiable en a € Q2 et g est différentiable en b = f(a), alors go f est
différentiable en a et :

d(go f)(a) = dg(b) o df(a)
= dg(f(a)) o df(a).

o Si f est différentiable sur € et g est différentiable sur ', alors go f est différen-
tiable sur 2.

J

Exemple 2.6 : retour sur la proposition 1.26 : caractérisation de la différentiabilité
de f par ses fonctions coordonnées.

’iCorollalre 2.7 (Matrice jacobienne d’une composee)]

On suppose £ = RP, ' = R" et G = R™, f différentiable en a € Q et g différen- |
tiable en b = f(a), alors :

Jgor(a) = Jy(f(a)) x J¢(a).

\

’_[Propos1t10n 2.8 (Reégle de la chaine))

Soit B et B’ des bases de E et F respectivement. On suppose f différentiable en
a € Q et g différentiable en b = f(a). En notant fi,. .., f, les fonctions composantes
de f dans la base B’ de F. Alors :

vj € [1; ], a Z SI; 3yz
- : ) g’; (F(@)
Remarques 2.9 : g—g(b) € et gj:z (a) €
e Si g est a valeurs réelles, on peut écrire la formule sous la forme :
vl 2520w - 2_: S (@) 52 (@)
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Exemples 2.10 : Appliquer la formule dans chaque cas (on suppose les hypothéses

vérifiées) :

L g(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) :
dg B
Eﬁ;(uav)'_

dg B
%(xvy) -

Exemple 2.11 : Changement de variable polaire : g(r,0) = f(r cos(0), rsin(6)) avec
f € C*(R?). Alors d’apres la régle de la chaine, g € C1(R?) et :

g, . of . . of . :
E(T, 0) = cos(0) x %(7 cos(0),rsin(f)) + sin(f) x a—y(r cos(6),rsin(6))
dg

N of . o of . _
%(7,0) = —rsin(f) x %(7 cos(8),rsin()) + rcos(d) x 8—y(7 cos(6),rsin(6))

II. D Dérivation le long d’un arc

’iProposition 2.12)
Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide, y: I — Q et f: Q — F.
Si v est dérivable en ty € I et si f est différentiable en a = 7(tg), alors f o~ est
dérivable en tg et :

(f o) (to) = df(a)-+'(to)
= df(y(to)) - (to)-

\. J

Exemple 2.13 : Cas particulier fondamental : vy(t) = a + tv avec a € Q et v € E.
Si f est différentiable en z, alors g : t — f(a + tv) est dérivable en 0 et :

g'(0) = df(a) - v.

On retrouve la formule liant la dérivée partielle selon le vecteur v est la différen-
tielle.

fiCorollaire 2.14)

On suppose F = RP et [ est un intervalle d’intérieur non vide.

Siy:t (z1(t),...,2p(t)) est une fonction dérivable sur I et & valeurs dans  est
f différentiable sur €2, alors f o~ est dérivable sur I et :

~

d SN
vVt eI, af(xl(t),...,xp(t)) = ZxL(t)aa{Z

i=1

(z1(2), ..., mp(1)).

III Applications de classe C!

ITI. A Définition et caractérisation

Définition 3.1

Une application f : Q — F est dite de classe C! sur Q lorsqu’elle est différentiable
sur € et que df est continue sur 2.

Théoréme 3.2
Soit f: Q2 — F.
L’application f est de classe C! sur €2 si et seulement si les dérivées partielles rela-
tivement & une base de F existent en tout point de €2 et sont continues sur €.

Exemple 3.3 : Montrer que ’application

f: R — R
w2y2

(z,y) +— {8’2”2

si (@,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

est de classe C! sur R2.

III. B Opérations sur les applications de classe C!

Proposition 3.4 (Linéarité))
Soit f et g deux applications de 2 dans F', A, u € R. ]

Si f et g sont de classe C! sur 2, alors Af + pg est de classe C! sur €.

Corollaire 3.5
L’ensemble C* (£, F) est un sous-espace vectoriel de F(Q, F). ]
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Proposition 3.6)

Soit Fi,...,Fy,G des R-espaces vectoriels de dimension finie, pour tout ¢ €
[1;q], fi: Q@ — Fy et M : Fy x --- x F; — G une application multilinéaire.

Si fi,..., fy sont de classe C' en sur (2, alors g = M(f1,..., f,) est de classe C! sur
Q

(Corollaire 3.7)

Soit B une base de E. Toute application de E dans K polynomiale en les coordon—]

nées dans B est de classe C! sur E.

Exemples 3.8 : « L’application f : (z,y,2) € R® — 2%y + zyz est polynomiale
donc de classe C! sur R?, calculer ses dérivées partielles.

o L’application det : M, (R) — R est polynomiale donc de classe C! sur
M, (R).

Proposition 3.9 (Composition))

Soit ' un ouvert de F, f : Q) — F et g: Q) — G telles que f(Q) C .
Si f est de classe C! sur et g est de classe C' sur €, alors g o f est de classe C!
sur €.

Exemple 3.10 : Soit f une fonction de classe C! de O — R*, montrer que % est

de classe C! sur € et calculer sa différentielle.

Corollaire 3.11)
Soit B une base de E. Toute fonction rationnelle en les coordonnées dans B définie
sur € est de classe C! sur €.
Toute fonction rationnelle définie sur 2 est de classe C! sur .

Exemple 3.12 : Montrer que GL,,(R) est un ouvert de M., (R), puis que M > M !
est de classe C' sur GL,,(R).

Exemple 3.13 : L’application

f: R — R
0 si(ny)=(0,0)
(x,y) ? zt 4yt .
7,7 sinon.

est-elle différentible en sur R? ?

III. C Intégration le long d’un chemin

Théoréme 3.14)

Soit f une application de classe C' de € dans F et v une application de classe C!
de [0;1] dans Q telle que y(0) = a et y(1) = b. Alors :

£0) - 5@ = [ af(o) -0

0

Exemple 3.15 : On suppose que le segment [a; b] est inclus dans 2, on pose v = b—a
et y:t—a+tveCl(0;1],9Q).
Si f est de classe C! sur Q, alors :

£(b) = fla) = /O df(a+ tv) - vdt.

Théoréme 3.16)
On suppose 2 connexe par arcs et f:Q — F.
L’application f est constante si et seulement si f est différentiable sur Q et df = 0.

IV  Fonctions de classe C*

IV. A Dérivées partielles d’ordre k

Dans cette partie E =R et B = (e1,...,¢€p,) est la base canonique de R?.

(Définition 4.1) .
Soit f: Q — F et i,j € [1;p]. Lorsque f admet une #*m¢ dérivée partielle 0; f
sur Q et que cette fonction dérivée partielle admet une dérivée partielle 0;(0; f)
sur 2, on dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 2 par rapport aux
variables x; et x;.

Pour tout k € N* et i1,...,4 € [1;p], lorsque 9;, (... (0:, (05, f))) existe, on dit que
f a une dérivée partielle d’ordre k par rapport aux variables x;,,...,x;,.

\ 7
Notation : La dérivée partielle d’ordre £ par rapport aux variables z;,,...,x;, est
, ok f
notée 2, 0w, Ol Oip, ... 0, foud, . i lf.

Définition 4.2

Soit k € N*, une application f : Q@ — F est dite de classe C* sur Q lorsque toutes
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur 2.

Une application f est dite de classe C* sur Q lorsqu’elle est de classe C* sur © pour
tout k € N*.
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Notation :

Exemples 4.3 :

L’ensemble des fonctions de classe C¥ de Q dans F' est noté C*(Q, F).

o Les applications constantes sont de classe C*>.

e Les applications linéaires sont de classe C*.

IV. B Théoréme de Schwarz

Théoréme 4.4 (Schwarz)]

Soit f : Q — F une fonction de classe C? sur Q. Alors :

_ 0*f o*f
) 10T — .
V(Zaj) € [[ ’p]] ’ 81'181'] 8%511

Exemple 4.5 :

f: R — R

0 si (z,y) = (0,0)

xy(z® — y?)
I2 +y2

(z,y) — .
sinon.

IV. C Opérations sur les applications de classe C*

_(Proposition 4.6 (Linéarité)

Soit k € N* U {4o00}.

Soit f et g deux applications de Q2 dans F, A\, u € R.

Si f et g sont de classe C* sur , alors Af + pg est de classe C* sur Q.

(Corollaire 4.7)

L’ensemble C* (€2, F) est un sous-espace vectoriel de F (£, F).

’_[Proposition 4.8)
Soit Fl, ey

Fy,G des R-espaces vectoriels de dimension finie, pour tout i €

[1;q], fi: Q@ — Fy et M : Fy x --- x F; — G une application multilinéaire.

IV. D Exemples d’équations aux dérivées partielles
1) Exemple fondamental

Exemple 4.11 : Déterminer les fonctions de classe C' de R? dans R telles que :

of
— =0.

or
2) Un petit peu plus sophistiqué

Exemple 4.12 : Déterminer les fonctions de classe C' de R? dans R telles que :

of

3) Avec changement de variables

Exemple 4.13 : Soit a € R; déterminer les fonctions de classe C' de R? dans R
telles que :
of of _

ox 8y_a

a ’aide du changement de variable u = x + y,v =2 — y.

4) Une équation d’ordre 2 avec conditions au bord

Exemple 4.14 : Déterminer les applications de classe C2 de R? dans R telles que :

2
V(w,y) € R?, gk (w,y) = 2y + 7
Vz € R, f(z,0) = 2%

Vy € R, f(0,y) = 3y.

5) Passage en coordonnées polaires

Exemple 4.15 :

0 0
Si fi,..., fq sont de classe CF en sur Q, alors g = M(f,..., fq) est de classe CF sur ya—i — xa—g =0.
Q.
: g On posera g(r,0) = f(rcosf,rsin@).
Corollaire 4.9
Les applications polynomiales sur €2 sont de classe C* sur €. ]
Proposition 4.10 (Composition))
Soit ' un ouvert de R™, f: Q — F et g: Q' — G telles que f(2) C .
Si f est de classe C* sur Q et g est de classe C* sur €, alors g o f est de classe C*
sur €.
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