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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 6 - Sujet 1

EXERCICE 1 : CCINP PC 2019

Q1. ¢ Comme pour n =0, le pion se trouve sur le point A, on a pg=1 et gg =19 =0.

e D’aprés I’énoncé, pour tout n € N, Py (An1) = 1/2 et Pa,(Bni1) = Pa, (Chy1) = 1/4 done, comme
Q=Ap, ona:

pr=P(A)) = P(Agn Ay) = P(Ag)Pay(A;) = 1x 1/2 = 1/2
g1 = P(B) = P(Ayn By) = P(Ag)Pa(B1) =1x1/4 =1/4
r1=P(C1) = P(Agn C1) = P(Ag) P4, (Ch) =1 x1/4=1/4.

1 1
:1 = :O = — t =71 = —.
Po=1, 49 =T0o=Y, P1 26 q1=T1 1

Q2. Soit n € N. D’aprés I’énoncé, on a :
PAn(AnJrl) = 1/2 et PBn(An+1) = PCn(An+1) = 1/4

D’apreés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements (A, By, C,),
on a :

1 1
Pn+1 = P(An+1) = P(An)PAn(AnH) + P(Bn)PBn(AnH) + P(Cn)PCn(An+1) = épn + Z(Qn + T’n).

Cette formule reste valable st p,,q, ou r, est nul.
En procédant de méme avec les événements B,,,1 et C),,1, on obtient :

1 1 1 1
Gn+1 = §Q’n + Z(pn + Tn) et rpe1 = §Tn + Z(pn + QH)'
On en déduit que :
an +qnt Ty Pn+1
Mvn =7 pn+2qn+rn =1 4qn+1 | = Vn+1-
Pntqnt QTn T+l

Pour tout neN, V.1 = MV,.

Q3. e Montrons par récurrence que, pour tout n e N, V,, = M"Vj,.
Initialisation : Pour n =0, on a M° =I5, donc on a bien MV, = I3V, = Vj.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que V,, = M"Vj.

Alors V.1 = MV, T MM"Vy = M1V,

Conclusion :

Pour tout n e N, V,, = M"Vj.

e Ainsi, pour tout n €N, on a :

1 L (A2
Vi, = M"Vy=M"|0 T 4 -1
0 ' 4n — 1



donc :

1
n=—— (4" +2
p 3_471(1 )
= = ——— (47— 1),
Gn=Tn =5 )
4.0On ad ! 2 Loet ol L L lim 4" = i 4>1
Q4. On a OnC pp = g+ o—n = getgu=ry =g - o0 — gcar lim = +oo (puisque 4 > 1).
. . ) 1
lim p,= lim ¢,= lim r,=—.
n—+oo n—+oo n—+oo 3

On peut l'interpréter ainsi :

’aprés un grand nombre d’étapes, les trois emplacements sont quasiment équiprobables.‘

Q5.

’Xl +...+ X, représente le nombre de passage du pion en A entre ’étape 1 et ’étape n‘

E(X;+...+X,) représente le nombre moyen de passages du pion en A entre I'étape 1 et 'étape n.

Q6. Pour tout n € N*, X, suit une loi de Bernoulli (puisque X,,(€2) = {0,1}) de paramétre P(A,,) = p,
donc :

X, est d’espérance finie et E(X,,) = p,.

Q7. Soit n € N*.
Par linéarité de I'espérance, X; + ...+ X,, est d’espérance finie et on a :

an=BE(Xi+...+Xn) =Y E(Xp)=>pp=), (§ + 3‘4k) (d’aprés la question 3.)
k=1 k=1 k=1

2(1/4) - (1/4)+1 2 1
= g + 5( /1)_ ((1//4)) = g + 5(1 - (1/4)™) (somme géométrique avec 1 #1).
2 1\"
Pour tout n € N*, an:§+—(1—(—) )
39 4

Q8. Comme le pion se trouve en A a ’étape 0, on a :
(Tp=1)=Bydonc P(Tg=1)=q¢; =1/4

et :
(Tp=2)=(A1nBy)u(CinBy)

donc comme les événements A; N By et ') N By sont incompatibles, on a :

1 1 1 1 3
P(TBZQ)ZP(AlﬂBQ)-I—P(ClﬂBQ)=P(Al)PAl(BQ)+P(01)PCI(BQ)=§XZ+ZXZ=E
P(Ty=1) =% et P(Tp=2) = —

B = —46 B = —16.

Q9. Pour tout neN, B, = A, uC, car (A,, B,,C,) est un systéme complet d’événements.

Pour tout n € N, B, =A,uC,.




Q10. On a Byn By = (AyuCy)n By = (Ayn By) u (Cyn By) donc :

P(BsnBynBy)=P((BsnAynBy)u(BsnCen By))
=P(BsnA;nB;)+ P(BsnCynB;y) (événements incompatibles)
= P(Ayn By) P, 5:(Bs) + P(Cyn By) P, 5-(Bs)

:P(AQHE)X%'FP(CQHE)Xi
1 — —
= Z(P(A2 N Bl) + P(CQ N Bl))
—P((A42nB;)u(ConBy)) (événements incompatibles)

1 [
= ZP(BQ ﬁBl).

— —. P(B;nBynB;) 1 — =
On en déduit que P(B3|B2n By) = ( 30221 ) == (on a bien P(Byn By) # 0 car par exemple
P(BQ n Bl) 4

Al ﬁAQ Cc Bl ﬂBQ et P(Al ﬂAg) P(Al)PAl(AQ) =

11 = Ay L
x5 =7 donc P(Byn By) 2 Z)

l\DI»—t

I 1
P(BgﬂBQﬂB1)=ZP(BQOBl)etP(Bg|BQOB1):Z.

Q11. e Pour tout k>3, on a :
(Tg=k)=B,nByn...n By n By
donc d’apreés la formule des probabilités composées, on a :

P(Tg=k)=P(BinByn...n By nBy)

k=2
:P(Bl)XHPEm...mE(Bi+1) Bm .NBp_ 1( k)
=1
3 k2 1
=1 (1= Ppo o (Bis)) < -
=1
3 “(3) 1 1(3)’“1
= — X — I X —=—=1—- .
47 33\4) 74 4a\4

Cette formule est encore valable pour k =1 et k =2 d’aprés les expressions trouvées en 8. donc on a :

1/3 k-1
VkEN*, P(TB:k):L__[(Z) .

e Comme (75 = k)pen est un systéme complet d’événements, on a :

1
3
-3

+00 +oo | k-1 1
P(Tp=0)=1-) P(Tp=k)=1- Z 1 (—) = 1_ZX =0 (série gtométrique de raison 3/4 €] - 1,1[).
k=1 k=1

P(Tp =0) =0 donc I'événement [T = 0] est négligeable : le pion passe presque sirement en B.

Q12. On remarque que Tp <> ¥4(1/4).
Ainsi, par le cours :

la variable aléatoire Tz est d’espérance finie et on a F(Tg) = ﬁ =4.
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EXERCICE 2 : CCINP PC 2023
Q13. La variable aléatoire X,, représente le nombre généré par 'ordinateur au tour de jeu numéro n,
c’est-a-dire :

’le nombre de cases dont le pion avance au tour de jeu numéro n. ‘

La variable aléatoire .S,, représente le nombre de cases dont a avancé le pion aprés n tours de jeu, ou
encore :

’1e numéro de la case ot se trouve le pion aprés n tours de jeu ‘

Q14. La variable aléatoire T' est le nombre de tours de jeu nécessaire pour que le pion atteigne ou
dépasse la case numérotée A (pour la premiére fois), ¢’est-a-dire :

’le nombre de tours nécessaire pour que le jeu se termine‘

(T prend par convention la valeur 0 lorsque le jeu ne se termine jamais).

Q15. En tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur | -1, 1],

la fonction f est de classe €' sur | -1, 1][.

Montrons par récurrence que pour tout pe N, on a :

P(p):«Vre]-1,1[, fP(z) = (p—');m »

0!
N (1 _ I)0+1'

Initialisation : Pour p =0, on a pour tout x €] - 1,1[, f(z) = 7

Ainsi, Z2(0) est vraie.

Heérédité : Soit p e N tel que Z(p) est vraie.

On a donc pour tout z €] - 1,1[, f®(x) = p!(1 - z) P!
Par dérivation, on obtient pour tout z €] —1,1] :

pl(p+1)  (p+1)!

@D ()= (FPY (2 X 7)P2 = )
FrD ) = (£ (@) = phx (1) x (o= 1)1 =) 72 = PG < S

Ainsi, Z(p+ 1) est vraie.
On en déduit que :

our tout p € N, pour tout x € T)=—"7—
p peN, p 1-1L1[, f®(x) = - m)pﬂ
Q16. Pour tout n € N avec n > p, on pose a,, = (Z)
On a pour tout n 2 p, a, #0 et :
Gnet| (n+1)! p!(n—p)!: n+l oy
a, | pl(n+1-p)! n! n+1l-pnoteon  notoeo

On en déduit par la régle de d’Alembert que :

s LN n
le rayon de convergence de la série entiére Z ( ):c” est % =1.
nzp p

Q17. On sait que pour tout x €] - 1,1[, f(z) = = Z 2™ (série géométrique).

Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient en dérivant p fois :

+00

= n!
Vee]-1,1[, fP(x) = Z:n(n— )...(n=p+1)a"?P= Z:: mx”_p.
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Par la question 15, on en déduit que :

= nl p!
_ " omp_ P
Vo e]-1,1], nZ:;; (n_p)!x "o

P

.. X
d’ot1, en multipliant par —
p:

Vre]-1,1[, +Z°° (")x" = (1_x—;)p+1

n=p \P

Q18. Pour tout k € [1,n], X}, suit la loi uniforme sur {0,1} qui est la loi de Bernoulli de paramétre 3.
Ces variables étant de plus indépendantes, on en déduit que :

" 1
la variable aléatoire .S, = Z X}, suit la loi binémiale de paramétres n et 3
k=1

Q19. Comme le pion avance d’au plus une case a chaque tour de jeu, il faut au moins A tours de jeu
pour atteindre la case A.

Soit k € N avec k > A. Si pour tout i € [1,k - A], X; prend la valeur 0 et pour tout i € [k — A+ 1, k],
X; prend la valeur 1 alors T" prend la valeur k.

Comme de plus, T peut prendre la valeur 0, par exemple lorsque pour tout ¢ € N*, X; prend la valeur 0
(car le pion reste toujours sur la case 0), on en déduit que :

I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T est T(Q) ={keN, k> A} u{0}.

Q20. Comme le pion se déplace ici de 0 ou 1 case a chaque tour de jeu, événement (T = k) se
réalise si et seulement si le pion atteint la case A pour la premiére fois au tour de jeu numéro k. Pour
cela, il faut et il suffit que le pion se trouve sur la case A —1 au tour de jeu numéro k — 1 et qu’il
se déplace d’une case au tour de jeu numéro k, ce qui est équivalent a la réalisation de I’événement
(Sk—l =A- 1) N (Xk = 1)

Ainsi :
(T=k)=(Sp.1=A-1)n (X =1).
k-1
Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires Sy_1 = Z X, et X}, sont indépendantes donc les

=1
événements (Sy_1 = A-1) et (X5 =1) sont indépendants et on a alors :

I () [ TR

En effet, si k-1 =0 alors nécessairement, A -1 =0 donc dans ce cas, on a

P(Sii=A-1)=P(Q)=1-= (Z:ll)zk—ll

et si k—1eN* alors d’aprés la question 18, Sy_y ~ B(k-1,3) et A-1¢€[0,k-1]) donc on a:

P(Sk_l :A—l) _ (Z__ll) (%)A—l(l_%)(k—l)—(A—l) _ (Z__ll) (%)k—l.

k—l)i
A-1)2k

Ainsi :

P(T:k):(
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Q21. Comme ((T = k))ker(q) est un systéme (quasi-)complet d’événements, ona . P(T'=k)=1
keT(Q)
donc :

2 k-1\ 1 AN 1 2= ( n \1 1 (1/2)4!
P(T=0)=1- —=1- ——=1-= —=1-=
(T=0) Z(A—l)% 2 (A—1)2n+1 2 (A—l)Qn 2 (1-1/2)(A-D+1

k=A n=A-1 n=A-1

1
en utilisant la question 17 avec p=A-1et z = 3

Ainsi :

oy g @2yt _
P(T_O)_1—(1/2)A_1—1_0.

P(T =0) =0 donc 'événement (7 =0) est négligeable, le jeu s’arréte presque sirement.

Q22. Pour tout k£ € N avec k > A, on pose b = (Z_ 11)2—1k

On a pour tout k> A, by #0 et :
bra| k! y (A—l)!(k—A)!l_ ko1 k1 1
be | (A-DI(k-A+1)! (k-1 2 k-A+12kst02k 2k-+o0?2’

On en déduit par la régle de d’Alembert que :

le rayon de convergence de la série entiére Z P(T =k)z* est Ry = 712 =2.
k>A

Pour tout x €] -2,2[, on a :
can-Err-o (6 - ELE )65 5 ()0 52

en utilisant la question 17 avec p=A -1 et g e]-1,1[.

Ainsi :

x r \*
pour tout = €] —2,2[, Gp(x) = (1(_/5/);A :(Q—x) :

Q23. En tant que somme d’une série entiére, la fonction G est dérivable sur son intervalle ouvert de
convergence | — Rr, Ry[ et 1 €] — Ry, Ry[ donc G est dérivable en 1.

Par le cours, on en déduit que T" est d’espérance finie et on a E(T") = G/(1).

Or, pour tout x €] -2,2[, on a :

2-xr+x

Grle) = gyt ™

s \A1
A(Q—x) donc G/-(1) = 2A.

Ainsi :

le nombre moyen de tours de jeu pour terminer la partie est égal a E(T") = 2A.

Q24. Soit k € [0, A - 1]. Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ((Xpa1 = £))oex, (@) = ((Xn+1 =0),...,(Xpy1 =M - 1)), on a:

M-1

P(Sn+1 < k) = ;) P((Xn+1 :ﬁ) N (Sn+1 < k)) = EZ__(:) P((Xn+1 = f) N (Sn < l{—f))



car Sn+1 = Sn + Xt

n
Or, par le lemme des coalitions, les variables aléatoires X,,,; et S, = ZXZ- sont indépendantes donc

i=1
pour tout £ € [0, M — 1], les événements (X1 =¢) et (S, < k- /) sont indépendants d’ot :

M-1 M-1 1
P(Spi1<k)= Y P(Xp1 =O)P(S,<k-0)= ) MP(SR <k-1).
£=0 £=0

Enfin, comme S, ne prend que des valeurs positives, si k — ¢ < 0 c¢’est-a-dire lorsque ¢ > k alors
P(S, <k-¢)=0donc on a par la relation de Chasles (k< A-1< M -1):

1 k M-1 1 k
P(Sn+1<k):—(ZP(Sn<k—€)+ Z O):—ZP(SHSk—é).
M\ t=k+1 M iz
Ainsi :
1 k
Vke[0,A-1], P(Sps1 <k)=—> P(S,<k-10).
M iz
(Q25. Montrons par récurrence que pour tout n € N* :
1 (n+k
i« Vkel[0,A-1], P(S,<k)=— .
P(n) s e 0,41, PS, < k) = (") >

Initialisation : Pour n =1, on a S; = X7 ~ 7 ([0, M - 1]).
k

Soit k € [0, A - 1]. Comme (S; < k) =[J(S1 =), union d’événements 2 a 2 incompatibles, on a :
i=0

1 k+1 1 (1+k:)
~ M M M\ 1

(2

P(S,<k)= Zk:P(Sl =i) =

(car pour tout i € [0, k], i € [0, M —1]). Donc Z(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N* tel que Z(n) est vraie.
Soit k € [0, A—1]. On a par la question précédente :

1 & 1 & 1 n+k-¢
P(Sr <k) = — Y P(Sp<k—0) = — _( )
(Swer k) = 37 ;) ( )= ,;] M\ n
par hypothése de récurrence car pour tout £ € [0, k], k- ¢ € [0, A-1].
En utilisant le résultat annoncé en début de partie, on obtient :

P(Sh1 < k) 1 (n+1+k)'

- M\ n+1

Donc &(n + 1) est vraie.
On a ainsi prouvé que :

1 k
pour tout n € N*, pour tout k € [0, A~ 1], P(S, <k) = W(HJF )
n

Q26. Soit n € N.

L’événement (S, < A) se réalise si et seulement si le pion n’a pas encore atteint la case numéro A
au tour de jeu numéro n c’est-a-dire si et seulement si le pion atteint la case A strictement aprés n
tours de jeu ou s’il ne 'atteint jamais.

On a donc 'égalité :

(Sp<A)=(T>n)u(T =0) et en particulier, (T >n) c (S, < A).
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Les événements (7> n) et (7' =0) étant incompatibles, on a alors :
P(S,<A)=P(T>n)+P(T=0).
Etudions la série Z P(S, < A).

n20
On a pour tout n € N* :

P8 1= -y (A LY

par symétrie des coefficients binomiaux.

1 A-1
Pour n=0,ona P(Sy<A)=P(Q)=1= W(OZ ) ) donc la formule est encore valable.
On a donc : A\ 1 ’ .
n+A-
P(S, < A) = ( )_: ( ) _
% S\ e e

l 1
Comme - €] - 1,1[, on en déduit par les questions 16 et 17 que la série Z ( ) converge et
>A-1 A-1/M*
(1/p)A
(1-1/M)*

a pour somime

: . : M\
Par produit par ﬁ, on en déduit que la série Z P(S,, < A) converge et a pour somme ( ) .

n20 M-1
D’aprés ce qui précéde, on a pour tout n € N, 0 < P(T =0) < P(S, < A) et lim P(S,<A)=0
en tant que terme général d’une série convergente. Par passage a la limite, on obtient P(7 =0) = 0.
On en déduit que pour tout n e N, P(T >n) = P(S, < A).
Ainsi, T est une variable aléatoire a valeurs dans N, la série Z P(T > n) converge et a pour somme

n20

M \A
(ﬁ) donc par le résultat rappelé dans I’énoncé, on peut conclure que :

M \A
T admet une espérance et E(T) = (m) :

EXERCICE 3 : CCINP PC 2021
Q27. Soit ke N*. On a :

2

fr-1(x) x—2+2x)——
(( ) (fia(2)) 4

2

((fk 1($)) m_%) (fk () - Je- 1(x))

On en déduit que (fk(x))2 >z > 0 donc par croissance de t ~ /¢ sur R,, on obtient |f.(z)| > /7.
Or d’apreés I’énoncé, on a de plus fy(x) > 0. On en déduit que :

(fu(2))* -2

»-l>|>—‘

»-bIH

pour tout k € N*, fu(x) > /.

(Q28. Soit k € N avec k > 2.
On a:

) 12 (fra(@)’
fo- (ZL") 2 fia(z)

8

@)= fier() = (<o)



Or, par la question précédente, on a x—(fk_l (l’))2 <0 (on a bien k-1 € N*) et par I'énoncé, fr_1(z) >0
donc fr(x) - fr-1(x) <0. On en déduit que :

la suite (fk(x))keN* est décroissante.

(Q29. Soit x € R,.

La suite (fk(x))keN* est décroissante (d’aprés Q28) et minorée (par \/z d’aprés Q27) donc elle
converge vers une limite que I'on note f(x).

Comme pour tout k € N, fip(x) >0, on obtient par passage a la limite dans 'inégalité : f(x) > 0.

On a de plus pour tout k € N*| fi_1(x)fr(x) = (fk 1(m)) + m donc par passage a la limite (on a

aussi klim fr-1(x) = f(z) par décalage d’indice) on obtient :
—+00

(/@) = 5(F@))* + 5 dou (f(2))* = done [£(x)] = V.

Comme f(x) >0, on en déduit que f(z) = /.
On a donc prouvé que :

la suite de fonctions (fi)gey converge sur R, vers la fonction f:x — /.

Q30. Pour tout ke N, on a :

B (12 ) <3 ()= vE - Vi ) =3 (@) 505 ) VB = ) -V

2 fr(z fu(@) ) 2
VEeN, fra(z)-Vr= filz) - v (1 YT )
2 Jfu(@)
Q31. On sait déja par Q27 que pour tout k € N*, fi.(x) - /x > > 0 donc | fe(z) — /2| = fe(z) - /.

1+
Montrons par récurrence que pour tout k € N*, fi(x) — /o < ——

1+a:

i) s

Initialisation : Pour k=1, on a fi(x) = (fo(:c) +

1+x

On a donc fi(z) - \/E < fi(x) =

S0
Donc 'inégalité est bien vérifiée pour k = 1.

Hérédité : Soit k € N*. On suppose que fr(z) —/x <

VT
On al 7o)

—
>0

puis par hypothése de récurrence :

1+x

fk( ) - Ve
2

< 1 donc par produit par le réel positif , on obtient par la question Q30

11+x l+z
2 ok 2k+1'

frsa(z) =V <5 (fk(l’) V) <

L’inégalité est donc vérifiée au rang k + 1.
Par principe de récurrence, on en déduit que :

1+x

pour tout k € N* |f(x) - /7| €




Q32. Soit A € A, (R).
On suppose que A admet une racine carrée. Alors il existe B € ., (R) telle que A = B2.
On a alors par les propriétés du déterminant :

det(A) = det(B?) = (det(B))? > 0.

Si A admet une racine carrée alors det(A) > 0.

01

Q33. Soit A = (O 0

) € M3(R). On a det(A) =02>0.
S’il existe B = (Ccl Z) € #>(R) telle que B2 = A alors on a :

a?+bc=0

a’?+bc bla+d)) (0 1 - b(a+d)=1

cla+d) d?>+bc)] \0 O c(a+d)=0

d?>+bc=0

D’apres la ligne 2, on a a +d # 0 et donc d’aprés la ligne 3, on a ¢ = 0.

On a alors d’apres les lignes 1 et 4, a =0 et d =0 donc a +d =0 ce qui donne une contradiction.
On en déduit par I’absurde que la matrice A n’admet pas de racine carrée.

La réciproque de la question 32. est donc fausse en général. ‘

Q34. La matrice S est une matrice symétrique réelle donc :

d’aprés le théoréme spectral, S est (orthogonalement) diagonalisable dans ., (R).

Q35. Comme P est orthogonale, on a P~ = PT | donc
RT = (PAP1)T = (PAPT)T = (PT)TATPT = PAPT = R

donc R est symétrique.
De plus, on a :
R*=(PAPY(PAP!')=PAAP'=PDP' =S

N— —
=1,

Ainsi :

’R est une matrice symétrique et une racine carrée de S.

Q36. On a I, € #,(R) et P11, P = I, est diagonale et ses coefficients diagonaux sont strictement
positifs. Ainsi :

Soit M € C,,.

La matrice M est semblable & la matrice P~1M P donc elles sont les mémes valeurs propres.

En tant que matrice diagonale, les valeurs propres de la matrice P~'M P sont ses ceefficients diagonaux
et on sait qu’ils sont tous strictement positifs. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de P~'M P et donc
n’est pas valeur propre de M.

Cela signifie que la matrice M est inversible.
De plus, on a 5(M + SM™') € #,(R) et :

p! (%(M + SMl)) P=—(P'MP+P'SM'P)==(P'MP+PY(PDP )M 'P)

DN | —

(P'MP+D(P*MP)™).

N — N~
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@ (0)

Par suite, en notant P~!MP = ( ) avec a; > 0 pour tout i € [[1,n]] (car M € Cp) on a

(0) Qn

(1( ) )) . (( <0>) (Al ((»)(af (0))) (%(a1+3—;) (0)
PYHz(M+SMY)|P== + =
2 W) a) \@ A\ o (0) L(ay +22)

et cette matrice est bien diagonale avec des ccefficients diagonaux tous strictement positifs car pour
1 A a;
tout 7 € [1,n], §(ai+—z)>51>()car Xi>0eta;>0.
a

%

1
On a donc bien §(M+ SM-1)eCp.

1
Si M € Cp alors M est inversible et §(M+ SM=1)eCp.

Q37.0On a:
-1 a1 -1 R | p—
Vi= PUP = P75 (Ui + SULL) | P = S P U P+ SPISURL P
1 1 1 1
= §P71Uk»_1p+ §P71(PDP71)U];}1P = §P71Uk_1p+ §D(P71U]€_1p)71.

On en déduit que :

1
pour tout ke N*, V, = §(Vk_1 +DV,7L).
fe(A1) (0) )

(0) fr(An)
Initialisation : Comme fy:x— 1et Vo= P 1UP =P 'I,P=1,, on a bien :

(fb(Al) (0) )
Vp = - .

Montrons par récurrence que pour tout k e N, V}, = (

(0) fo(An)
fr(M) (0)
Heérédité : Soit k € N. On suppose que V, = . On a alors :
(0) fr(An)

1
Vir1 = §(Vk +DV,71)  (d’aprés le premier point avec k + 1 € N*)

. (fml) <o>) (Al <o>)(fk(xl> (0) )
=3 + (par ’hypothése de récurrence)

(0) fe(Aa) ) \(0) A )\ (0) fr(An)
(A0 + 245) (0)
= (calcul matriciel avec des matrices diagonales)
(0) (A0 + 724)
fk+1(/\1) (0) )
= (par définition de fi,1).

(0) fk+1(>‘n)
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Par principe de récurrence, on peut donc conclure que :
fr(A1) (0) )
(0) fr(An)

pour tout ke N, V, = (

Q38. Comme P est orthogonale, on a P~1 = PT.
De plus, on a V = P7'UyP = PTU,P et A= P"'RP = PTRP donc A -V, = PT(R-U,)P.
Ainsi :

(A-V)(A-V)T = (PT(R-U,)P)(PT(R-U,)P)" = PT(R-U,,) PPT(R-U,)TP = PY(R-U,)(R-U,)TP.
=1,
On en déduit que les matrices (A = Vi)(A - Vi)T et (R-Ug)(R - Ug)T sont semblables donc elles

sont la méme trace.
Ainsi :

N(A=V3) = VTe((A - Vi)(A - Vi)T) = VTe((R - Uy)(R - U)T) = N(R - Uy).

Pour tout ke N, N(A-V,) = N(R-Uy).

Q39. Soit ke N*. On a :

N(R-Ug) = N(A=Vi) =/Tr((A - Vi) (A= Vi)T)

VASROD O (VAR @
:\Tr o mfmn))( O VR0
) (VA= fe)” (0)
N O (RO

z;m_i ~ f(\))?

z<fk<x> VA2+2 3 () = V) (Fehg) = V)

1<i<jsn

20 >0

(Zisz)\) \/_)

(fr(A) =/ A\i)  (car cette quantité est positive)

=1
" 1+)\z n+2i:1)\i
< -
2; ok ok
+Tr(D) n+Tr(9)
ok 9k

car S et D sont semblables donc elles ont la méme trace.

Te(S) +n

Pour tout ke N*, N(R-U,) < o
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T
Q40. Comme lim ny ) ()
k—+o0 ok

norme est toujours positive) : lim N(R - Uyg) = 0. Cela signifie que :
k—+o0 &

=0, on obtient par le théoréme de limite par encadrement (car une

la suite (Uy)ken converge vers R

(pour la norme N, mais comme ., (R) est de dimension finie, la convergence ne dépend pas de la
norme choisie).
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