Corrigé du DS 8 of otly| + 42?[y]* + [y|° 6ll(=, > _ of
U iay)| < el D= sl e | L) <
. =)
Exercice 1 : banque CCINP 57 Tl (@, )l
i of —0= 9 i of —0=29f
1. a) f est continue en (0,0)<=Ve > 0, Ja > 0/ V(z,y) € R?, ||(z,y)]| < o« = Done (z’yl)lin(o,o) oz (:y) = 0= 5;(0,0) et (m,yglﬁm(oyo) oy (©:y) = 0= 5,(0,0).
If(a:,y,) - f(0,0)] <e. . o Donc % et %5 sont continues en (0, 0).
-1 dzemgne e forme qu.elconq.ue sur R puisque toutes les normes sont équivalentes Conclusion : g—f et % existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C'! sur
sur R? (espace de dimension finie) . x Y
R2.
b) f est différentiable en (0,0) <= 3IL € Lc(R% R)/ au voisinage de (0,0),
f(@,y) = £(0,0) + L(z,y) + o(l|(z,y)I])-
Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € L£(R?,R) alors L €
Lc(R?%,R).
2. On notera ||.|| la norme euclidienne usuelle sur R2.
On remarque que ¥ (z,y) € R?, o] < [[(z,9)]| et [y < [|(z,9)] (%)
a) (z,y) — 22 + 92 et (z,y) — zy(z? — y?) sont continues sur R*\{(0,0)} et
(2,y) = 22 4+ y? ne s’annule pas sur R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R?\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :
On a, en utilisant (*) et l'inégalité triangulaire, |f(z,y) — f(0,0)| = ‘my% <
-yl <l G, )12
Donc f est continue en (0,0).
b) f est de classe C* sur R? si et seulement si % et % existent sur R? et sont conti-
nues sur R2.
f admet des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont continues sur R?\{(0,0)}.
of zhy + 4a?yd — b of
2 _ _
De plus, v (Ivy) € R* — {(070)}a %(Ivy) - (x2+y2)2 et @(I7y) -
x® — da3y? — 2yt (%)
@2 +y2)?
Existence des dérivées partielles en (0,0) :
Vz € R¥ W = 0, donc li%w = 0; donc %(070) existe et
r—r
97(0,0) = 0.
De méme, Vy € R*, M{;(0,0) =0, donc lim %g(o,o) =0; donc g(0,0) existe
y y—0 y Y
et 3£(0,0) = 0.
Continuité des dérivées partielles en (0, 0) :
Draprés (*) et (**), ¥ (z,y) € R*\{(0,0)},
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Exercice 2 : CCINP 2024 maths 1

Q1. (H) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene a coefficients conti-
nus et z +— x? ne s’annule pas sur I, donc (H) équivalente a I’équation différentielle
linéaire d’ordre 2 normalisée :

2 — g2
2

4
'+ =y + y=0.
x €T

Donc :

‘ S7(H) est un espace vectoriel de dimension 2.

Q2. Soit f une fonction développable en série entiére sur R avec :
400
Ve e R, f(x) = Z anz™.
n=0

Donc f € C*(R) et

+oo +oo
Vr eR, f(z) = Z napz™ 1, f(x) = Z n(n —1)a,z" 2
n=1 n=2

et

2? f"(x) + 4z f' () + (2 — 2%) f(x)
“+o0 +o0 “+o0 +oo
— Z n(n — Dayz™ + Z dnay,z™ + 2 Z apx™ — Z anax"t?
n=1

n=2 n=0 n=0

(décalage dans la derniére somme, termes nuls dans les autres)
+o0 o0 +o0 +o0
= Z n(n — Dayz™ + Z dna, ™ + 2 Z anr" — Z QT
n=0 n=0 n=0 n=2
+oo
= 2ag + 6a1 + Y ((n2 430+ 2)an, + an,z)xn
n=2

D’apres le théoreme d’unicité du développement en série entiére sur un voisinage a
droite de O :

—+oo
feSi(E) e Veel0;+o0],2a0 + 6a1 + Z ((n2 +3n+2)a, +an_2)mn =1
n=2
2@0 =1
< 60,1 =0
22,00 = Gt

—L _ gine2N

< VneNa, = {<"+2>!

. (par récurrence)
0 sinon

. N s . LN 2k \ 7 \
On consideére la série entiere > mgﬂk ; pour tout r € ]0; +oo[, d’apres le théoréme
des croissances comparées

T2k+2
@D _ 72 0
(2%% 2k +4)(2k 4+ 3) Ek—+oo

N N , . 2k
Donc, d’apres le critére de d’Alembert, la série > m#k converge ; donc le rayon
de convergence de cette série entiére est +00. Donc :

Punique solution de (E) sur I développable en série entiere sur R est

too 22k
fraz— kgo k+2)1"

Soit € ]0; +oo]

hoe —1 1 [IX g%
ar—._ 1 Z .
x? x? (2k)!

(décalage d'indice)

Donc,

Vo €I, f(z) = hezl,

x2

Q3. On sait que f,g € S;(E), donc d’apres le principe de superposition, hs = f — g :

x> B e Si(H). Et (h, ho) est une famille libre car ch et sh ne sont pas colinéaires.

Donc S;(H) = Vect(h, hz) et

Si(E) ={z— S (Achz+ pshz —1); avec A\, u € R},

x

Q4. On sait que S;(H) = Vect(h, f — ¢) ; de méme avec

hs : ]-00;0] — R hy : ]-00;0] — R
T —s shz et T —s <hz

S]—oo ,0[(H) = Vect(h37 h4)
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Analyse : soit f une solution de (H) sur R, donc f est solution de (H) sur I et sur
]—00;0[, donc il existe a,b,c,d € R tels que :

shz chz
Vo < O,f(.lf) = a? +b?
shx chx

shz
P

Orchz ~ 1, donc &z~ ~ 1
z—0 7 z—0 z

z—0
I% — 4o00. Or f est continue
x—0~

Loetshz ~ z, donc
x
x—0

~

Supposons par 'absurde b # 0, donce f(z)
r—r

sur R, d’ott la contradiction, donc b = 0.
D & ) i 07 1 ~
e méme, si a # 0, alors f(x) ol

a = 0. Et de méme a droite en 0 on obtient ¢ = d = 0.

a

—— +o00, d’ou la contradiction. Donc
z—0—

Donc, pour tout = # 0, f(z) = 0 et par continuité de f sur R, f est la fonction
nulle.

Synthese : la fonction nulle est bien solution de (H) sur R.

H) = {0} et

Conclusion : Sg(

‘ Sr(H) est un espace vectoriel de dimension 0.

Exercice 3

Q5. C’est une démonstration de cours : chapitre 7 théoréme 3.1 (refait dans le cadre
a € L(E) dans le chapitre 16 démonstration 2.1).
Q6. C’est une démonstration de cours : chapitre 16 théoreme 2.11.

Q7. On sait que la série ) %H k converge absolument, donc :

Hnmz H ||H|| Z wl

> GH+H|G+1

Jj=+o0

+oo 1.
<HIDYS 5
=07

< |Hlle" —0
H—0

Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes :

+oo
. 1 1prk _
hmH_)O m kzz:z HH =0.
Donc :
+oo
1 1.
— = = o(H).
[H| &=k oo o(H)
k=2
or :
1 o0 1 .
expO+H)=I,+H+-— > —H
7] 2=
donc :
exp(0+ H) = I,+H+o(H).
H—0
Donc :
exp : A > e est différentiable en la matrice 0 et dexp(A) =id: H — H.
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