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Théoréme de stabilité de Liapounov

A. Etude d’une norme sur Z (%)

Soit u un endomorphisme de E.

1>

» u est continue car elle est linéaire en dimension finie, donc il existe M = 0 telle que pour tout

x dans E on a |lu(x)|| = M||x||, par suite I’ensemble {

ol

=l

LXeEE | x# O} est une partie non vide
luol

et majorée de R donc elle admet une borne supérieure, d’ou I’existence de sup - .

llu(l

llxll

+ Ona{lu@l,x€E,lxl=1)c

lw@ll _
lxll  —

lu(EpI € lluel,x € B, 2] = 1) done { el

[l
xeE

x#0

,er,x;éO} et si x #0 alors

x€E ,x?fO}C {lu@)ll,x € E ,|lx| =1}.

llxll

Ce qui donne {W ,x;éo} = (lu@)ll, %] = 1} et
e ()l
u = sup [u(x)].
xck lxl x€E
x#0 llxl=1
21> Soit u ,v dans ZL(E).
e Ona
lulll=0 < suplt&l—g
x#0
lu@ll _
— Vx;éO,—”x” =0
< Vx, lu@)=0
— u=0
* SoitA€R etx#0, ona AL = A LB <2 jjjuil, done 1Al < Al 1]zl
Si A # 0 alors |llulll = lll5Aulll < gllIAw]l] et [A] lllwlll < [lIAu]]] , inégalité est vérifiée pour 1 =0.
D’ou et |[|[Aulll =|Al |llu]|| pour tout A dans R .
e Soitx#0,o0na
(e +v)(x)]| lu(x) + v ()l
flc|l llll
()l + vl
< — @
lll
lu@)l vl
< +
[l llll
= el + vl

d’ou : |[fu +vlll = [llulll +lvlll.

Ainsi ||| - ||| est une norme sur Z(E).



3>

De la définition on déduit que : || w(x)|l < [[|u|]].|lx]l pour tout x.

Soient u et v deux endomorphisme de E on a pour tout x #0 :

luv@Il = lu@)l
< ullllve)]
< ezl
vl w1111 -

ce qui donne : [[|uvl|| = sup 7
xeE
xZ£0

Par récurrence on a pour tout entier naturel % , |[|u*|| < |||w/||®.

B. Etude de la stabilité en 0 du systéme linéaire

Dans cette partie, ¢ désigne un endomorphisme de C”.

4>

5>

6>
7>

Le polynéme caractéristique de a est scindé sur C , il s’écrit y, = ﬁ (X —A;)™ et pour tout i €
{1,2,...,r} posons E; =ker(a — A;idcn)™ . i

Les polynoémes (X — 1;)™ sont deux a deux premiers entre eux , le théoréme de décomposition des
noyaux donne

r
ker y,(u) = @ker(a - A;idg)™
i=1
d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton on a y,(a) = 0 donc ker y,(a) =C" d’ou
r
C"=EPE;
i=1
Soit i € [1;7], et u € £ (E;) , qiup; est bien définie de C* vers C"* , pour x dans C" on a

lgiupi(oll = llu(piC)l =< Hulll; 1pi ol

pi estune application linéaire en dimensions finies donc elle continue donc il existe C; > 0 tel que

Ipi()ll <C; llxll , (C; #0 car p; # 0) par suite
lgiup; @I < llull;C; x| .

ce qui donne
lg;upi(x)ll
lllgiupillle = sup ——————. < C; ||lulll;.
xeC” flc|l
x#0

Soit i € [1;7], @ commute avec (@ — A;jidcr)™ donc E; =ker(a — Ajidcr)™ est stable par a.
Soient (i, ) € [1;7]2.

e Onasii #jalors E; cker p; donc p;q;=0.

* Sii=j , piqi 3Eir—’Ei , piqi(x;) =x; donc piq; =idg, .

r r r r
e PourxdansC*"= P E; ,six=) x;alors Y g;p;(x)=Y q;i(x;)= Y x; =x, donc
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

14

.
_IQipi =idcn.



8>

9>

10 >

11>

Onaa; =p;aq;etq;a;p;i =qipiaq;p; , ’application g;p; : C* — C" et pour tout x dans C” on a
q;pi(x)=x; ,donc q;p; est la projection de C" sur E; parallelement & @ E;

J#i
E; est stable par @ donc q;p;aqip;(x) =q;pialx;) =alx;), ce qui donne

r

Y. giaipix)=) alx;)=a (Z xi) =a(x)
i=1 =1

=1

Ainsia = Z qiaip;i.

i=1

" (¢ el . t" . .
On a pour tout £ € R, |||—'a” [l < — la série Z —'a” converge absolument en dimension
+00 th
finie donc elle convrge, d’ou I’existence de e’® = Z —‘a”
n=07:

r
Pour tout n,NeNonaa” = .Zlqia?pi et
1=

t"
n z:1
,
les applications p; et q; sont continues , le passage a la limite donne e’ = Y g;e’®ip;
i=1

Soit i € [1;7], et t € R, I’endomorphisme a; = p;aq; est la restriction de a a E; donc il vérifie :
(@i =i idg, )™ =0, par suite

el = otlai-Aiide;) othiids, (i ab=ba alors e*? =e%e?)

- mizl gk
= et/ll Z k'( /l ldE )

et
-1,k
ta; tA; |t| k
(e ]Z—m A idg, ) 1l
=0
=14k
t; 2] : k
< | Bias i, 1
k=0
avec |ethi| = ot Re(l),

On a de la question 9. pour tout £ € R

t t
e lle = Z'”ql “ipillle
i=1

D’apreés la question 5. il existe C; > 0 tel que |||g;e’ p;lll. < C; [|le'®]]|; , donc

ZC e |1I;

IA

t
el

I\
IM%

! Re(L) g k
kZO k' Illal Ai idg; I3

soitC=maxC;,a= max |||al A idEL. [ll; alors
1<i<r 1<

k
ta < a t Re(A;) = Clt' k
lle®llle < ) ef R4y ¢ Lok,
i=1 k=0 k!

d’ou le résultat ave P(|¢]) = Z C'k, a.



12 > Pour tout Z dans C" on a [[va(Z)|l = |AZ]| < ||lvalllc I Z] , en particulier si Z = X € R™ alors
lua@OI < lvalll-I1X || par suite [llualll» < llvallle en particulier [||e?*4]]]. < |[|e*¥4]||. pour tout
teR.

13> ue L(R")et A € 4,(R) samatrice dans la base canonique. Notons g1 unique solution de classe

€1 surR, de:
¥y =u(y)
¥(0) =xo

y=Ay
y(0) =x9

Ce systéme est équivalent a

Donc gy, (t) = eAxg = e¥xy .

<) SiSp(A)cR* +iR:onad’aprés la question 11.

r
Iz ®] < ™Il llxoll < P2 Y e B jxq].
i=1

et hm P(Itl) Z et Re(di) = 0 donc hm ||gx0(t)“ =0 pour tout xg € R".

:>) Sl on € IR” hm ”gxo(t)H : soit A € Sp(u) et z un vecteur propre complexe , on a

etz =ethy | posons z=x+1y,donc

le™z] < lle™x] + ™yl = lg=()ll + | g, ®]

ce qui donne

lim [le®z] = lim [et* LRz =0
t—+o00 —+00

donc Re(A) <0 et Sp(A)cR* +iR.

” = lim e
t—+o00

14> Soitt =0, d’aprés la question 11 :
S ¢ Re()
Hle™ 11, < llle™llc < P(1t) Y e Reli) x|
i=1

soit = inf Re(A;) alors e2!P(|¢|) est bornée sur R, d’ou il existe deux constantes Csg et a = —g

1<isr
telles que :

t —at
e[l = Cae™".

Ona || g+, @) < llle®™ll; lxoll donc || g+, (®)|| = C2e™* llxoll pour tout ¢ € R,.

C. Démonstration du théoréme de Liapounov
15> Soit ¢ >0, I’inegalité de Cauchy Schwartz donne

(e “@ e )] = e @] e



16 >

comme e?(x) = g,(¢) alors il existe C >0 et a > 0 tels que

(e (x) | e™())| < Ce™2% |zl llyll ()

+00
donc I’intégrale f (e"(x)| e™(y))dt est convergente et b est bien définie .
0

e b est bilinéaire car I’intégrale et (.| .) le sont

e b est symétrique .

» Pourtout >0 on a (e"(x)| e"(x)) = 0 donc b(x,x) = 0.

e Sib(x,x) =0, alors I’application ¢ — (e’®(x) | e"®(x)) est continue positive d’intégrale nulle
donc elle est nulle par suite e’®(x) = 0 pour tout ¢ > 0 , en particulier pour ¢ = 0 on a x = 0.( on peut
utiliser le fait que e'® est inversible car dete!® = et @)

b définit un produit scalaire sur R".

Puisque q(x) = b(x,x) alors x — /q(x) est une norme sur R”, qui est équivalente a la norme |.| ,

il existe y >0 et § > 0 tels que y llx|l = v/q(x) <6 ||x|| pour tout x dans R”.

Soit x,heR", ona:

qglx+h) = blx+h,x+h)
b(x,x)+2b(x,h)+b(h,h)
q(x)+2b(x,h) + q(h)

on a |g(h)| <82 |R|1? donc (k) = o(||h|l) de plus h — b(x,h) est linéaire donc g est differentiable
et
dq(x)(h) =2b(x,h)

par suite

dq(x)(a(x))

2b(x,a(x))
+00

2[ (e'(x) | e"(a(x)))dt
0

Si A est lamatrice de a dans la base canonique 98 de R™ , on sait que (etA)’ x = Aex , Iapplication
qui a un endomorphisme de R™ associe sa matrice dans 98 est bi-continue , ce qui donne (et“)' =
e'®(a(x)), donc

2(e(x) | e'(a(x))) = ({e'(x) | e!(x)))’

La relation (*) de la question 15. donne lim (e(x)] e’ (x)) =0 d’on
—+00

dq(x)(a(x)) Jim (e"(x)| ™ (x)) — (x| x)

2
=l
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18 >

19>

Ona

q(Fxo) @ = B(fuo(®), Fuo @)

= 2b(fy, (1), fx, ()

= 2b(¢(fuo®), fx, ()

= 2b(e(fry(®), frg @) +2b(a (fry 1)) s Feo(B)

= dq(fr, (DN alfr, () +2b(e (fx, (1)), fx, (1))

= | e ® +2b (Fry (D& (£ D))
Rappelons que x — /q(x) est une norme et il existe y > 0 et § > 0 tels que y ]l < /q(x) < 5 l|x]|
pour tout x dans R™.

On a o(fy, (1)) — p(0) = dp (0)(f, (1)) + 0(fx, (2))
Soit > 0 il existe a > 0 tel que si g(f,(?)) < a alors \/q(o(fx, (1)) <10 \/q(fx,(?)) , par suite

Ve (Feo®)) = \ /2@ Feo D)~ d 0N a0 = 11 [ Fr(0)

ona

Ve aefay @)
na(feo(2)

b (fro@®), € (Fry D))

IA

IA

donc
O + 25 (Fro @, € (fro) D) < (201~ ¥2) @(Frp(8)

on choisit 1 tel que 27 —7y2 < 0, d’ou I’existence de a > 0 et f = y%—2n > 0 tels que, pour tout

t€R,, on ait :

7 (Foo®) <@ = — | Fo | +26 (Foo @), € (Fry) D) < =B (fey (D)) -

 Montrons que q (xp) < a = g (fy,(¥)) <a,V¢=0.
Supposons que g (xg) < @ et 3¢1 > 0 tel que g (fy,(¢1)) > a et qui se réalise pour la premiére fois
(car sinon dans chaque voisinage de 0 on trouve un t, tel que q (fx,(tn)) > @, par passage a la
limite on aura q(x0) = « ) , par le T.V.I il existe 2 € 10, ¢1[ tel que g (fx,(£2)) = a .

Donc pour tout ¢ dans [0, ¢2] on a q (fx,(t)) < @ par suite

q(Fro) @ = || Fro®|* +20 (£, (), (Fr,) (8)) < =B (fe (1) < O
q (fx,) est décroissante sur [0, ¢2] et g (f,) (£) = q (fx,(t2)) = @ ce qui contredit g (x¢) < @ . D’ou le
résultat.
e Ona

gx) < a=q(fr,®))<a,Vt=0

9 (fr)) @ < —Bq (fr,(®)), ¥t =0
(eﬁtq (F) (t))/ <0,Vt=0
eflq (fro) @) —q(x0) <0,V =0
q (fx) )< e Plq(x0),Vt=0

v

6



20 > On sait qu’ il existe y >0 et § > 0 tels que y [|lxll < v/q(x) < 6 l|lx|l pour tout x dans R”.
Ona

Va
lxoll < B i qxo)<a
soit @ = ‘/TE , donc

% €B0,@) =  q(fy)®)<ePlqxy),Vt=0

= \/a(fu)®) <e '\ /q@0), ¥t =0

B
= | fu®] sde 2 Ixoll, ¥t >0
s
posons C =% | alorson a:
Y

~ _B
Vxo €B(0,d), VteR.,|fy®)]<Ce 2 lIxoll.

FIN



