Corrigé du DS 7

PROBLEME 1 : 2024 MP maths 1 probléme

Probléme

Q1. La famille (n%)neN* est sommable d’apres le théoreme de Riemann. Donc par
sommation par paquets (séparation des termes d’indices pairs et impairs) :

+oo —+o0

+3 Gy
< (2n + 1)2
—+oo —+oo
1 1
- ; o3
+oo —+oo 2
.3 1 1 o
donc : 5 P o= 2 G = %5, donc
e 1 w2
n=0 @ntD)? ~ 6
Partie I

Q2. Les fonctions sin et ¢t + t"*! sont de classe C' sur R, donc leur composée
[z (sinx)™t est de classe C1 sur R et

‘ Ve e R, f'(x) = (n+1)cosz(sinz)™. ‘

Par intégration par parties avec :

fz) = g(x) =

(n+1)cosx(sinz)"g'(z) = sinz

)n+1

(sinz —cosz

fiz) =

™

2
Wn+2:/ (sinz)" ' sinz da
0

[ME)

(n +1)(sinz)" cos?(z) dz

=[- cosx(sinx)"“]og —|—/
0

™

=(n+ 1)/0 (sinz)™(1 — (sinz)?) dx
= (n + 1)(Wn - Wn+2)

donc :

| VR EN, (n+2)Wopo = (n+ )W, |

Ainsi, Vn € N,

2n
241
| VL)
ERVGECTEEY
_ (T, (28)°
(ERE
(multiplication par les termes pairs au numérateur et dénominateur)
22 (nt)?
2n+1)!

Wont1 = X Wapy1

XW1

(par récurrence)

XW1

Or

™

z
Wy z/ sinzgdx =1
0

Donc

22" (n))?

Vn e N, Wypi1 = @t

le résultat étant donné dans ’énoncé, il est aussi rapide de faire la démonstration
par récurrence. C’est sans doute ce qui €tait attendu.

Q3. Par développable en série entiére usuel, pour tout ¢ € |—1;1],

400 1N/ 1 _l_n
(1+t)§:;( ) (=3 1);;( fon+l),
+o0
:Z(_ n1><3><'é;:!(2n—1)tn
_Z 2n)! "

2””' Hk 1(2k)

’I’L
22n nl

*Z n

n=0

et pour tout z € |—1;1[,—2? € ]-1;1[ donc :

(2n)!

2n
227 (nl) 2t .

Vxe]—l;l[,\/# (14 (—a?))"z = X::O
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Q6.

une solution qui respecte strictement les théoréemes au programme : D’apres le théo-

reme de dérivation terme a terme, le rayon de convergence de la série entiere

D’apres la question 11

(2n)!
N2(2n + 1)

1% (o

I
2

:/ czdzx
0

(sin :c)2"+1> dx

Z (2n)! 2n+1
227 (p)2(2n 4+ 1)
est égal & celui de > %t% c’est a dire 1. Soit g sa somme sur ] [. La fonction
g est donc dérivable sur |—1; 1] de dérivée z — 1 /a2
fraclv/1 —a? et g(0) = 0. Donc g = Arcsin sur |—1;1]. =5 (5)
Donc :
et d’apres la question 9, pour tout n € N
. oo n)! n
Vo €]-1;1[, Arcsine = ) ZZH(H(!?Q()ZHH)I?Q +1 z (2n)!
n=0 , : (sinz)?" ™! dx
0 222(n1)2(2n+1)
par théoréeme de primitivation, pas tout d fait au programme mais presque. Atten- (2n)!
tion alors a ne pas oublier le terme Arcsin 0 = 2 ()2 (2n + 1)W2n+1
D’apres le théoréme d’intégration terme & terme, Vo € |—1;1] 1'
+00 T (2n+1)2
2n)! (
Arcsinz = Arcsin 0 + Z 2 (2n) t2ntt
n—=0 22n(nl)?(2n + 1) Donc, d’apres la question 12
_ f I 1) L e 2 e
22n(p)2(2n + 1 — =
2 e ) S
cl-1;1] . X
Ainsi, d’apres la question 8
I
2
—n 6

[, donc t =sinx € [0;1]

Q4. Soit z € [0
; = (2n)! 2n41
donc : Arcsint = nz—:o 2%(”!)2(2'”“)75 n+l
De plus € | -7 ; 5[, donc Arcsint = Arcsinsinz = z, donc
r el S enl o ant
VxE[O,i[,x— ZOW(SIDJ)) .
n= .
Partie II

Q5. On pose pour tout n € N, f, 1 z — %(sm z)*"*1. Pour tout n € N, f,, Q7. Soit z € ]-1;1[, donc |x2| < 1 et par développable en série entiere usuel
est une fonction continue et positive sur [0; 7] et la série ) f,, converge simplement

sur [0; 5] vers la fonction = +— x (qui est continue sur [0; T]). [

Donc d’apres le théroeme d’intégration terme & terme positif (dans [0;+o00]) : z? —1 1—2?
+oo
- Sy
72‘— + n=0
. 2n+1
sinx dx
22n( n' Zn + 1)( ) > Donc
x B (2n)! n
. . 2n+1 d 0 9
Z(/o 922n (n1)2(2n + )(Smx) z Ve e]-1;1, z5 = > —a
=0 n=0
2024/2025 Corrig¢duDS7 2 /4

Lycée Victor Hugo, Besangon



Et N
1 1 /400
Inz
/ 271 dax = / (Z 7‘%27’7, In CL’) dx,
o = 0 n=0
or pour tout n € N, f,, : z — —z?" Inx est une fonction continue et positive sur ]0;1[
et la série de fonctions Y f,, converge simplement sur |0; 1] vers la fonction x — 12 )

(qui est continue sur ]0;1[). Donc d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme
positif, dans [0; +o0],

1 Inz 1 [/+oo
/de:/ Z—x2”1nx dz
o z2—1 0

n=0

+o00 1
= Z (/ —z2n lnxdx)
n=0 0

Or, pour tout n € N, par intégration par parties avec

_$2n+1

f@) = Inag(@) = 5o
1

J'(@) =~ () = 2"

et 22" Ing —1> 0 et par croissances comparées, x2" 1 Inz —0> 0,
r—r xr—

1 1 IQn
/ —a:2”1nxdx=0—|—/ dz
0 0o 2n+1

_ 1
 (2n+1)2

Donc

1] =
nx _
Jo st de = Z—:o @nt+DZ-

Q8. Soit la fonction
g ¢ [0;400? — R

Arctan(xt)
(z,t) — e

o Vte[0;+00[,g(.,t): x> mcfiirzz(m est continue sur [0; +oo],

o (Vze[0;+00,9(x,.):t— Arcfii’;('m est continue sur [0; 4o0l,)

o domination : Vz € [0;+oo[,Vt € [0;+00],

lg(z,t)| <

vl 3

142

Or la fonction ¢ : t — § x 175 est continue sur [0;+oo| et (1)

0(12) et
).

H’ t—)?—oo ¢
t — % est une fonction de Riemann intégrable en +o00; donc ¢ € L'([0; 4o00]

Donc, d’aprées le théoreme de continuité des intégrales a parametres,

‘ La fonction f est bien définie et continue sur l'intervalle [0;+oo]. ‘

Q9. Avec les notations de la question précédente,

o Yz €[0;+400[,g(x,.): t— Arcltj_ir;(xt) est intégrable sur [0; +oo[ d’apres la question

15,
e Vt € [O'Jroo[,g(.,t) Doy Arctan(ad) oo de classe Cosur 10;1], et pour tout

1+t2

. (VmE[O +OO[78:3(’) t oz X

t2 E est continue sur [0; 400],)

1+(mt
o domination : Va € ]0;1],Vz € [0;q],Vt € [0; 40|,

(‘3g< 0 < t y 1
ox T 14827 14 a2

Or la fonction ) : t — th X 1% 2t2 est contmue sur [0;+oo]
et P(t) et 5 e O (7) et t — %5 est une fonction de Riemann intégrable

en +o0; donc ¢ € L*([0; +00]).

Donc, d’apres le théoréme de Leibniz,

La fonction f est de classe C! sur ]0;1] et

+oo
Vr € ]0,1],]“(%') = Jo det

Q10. Pour tout = €]0;1] et tout ¢t € [0; +o0],

t %t (1—a)t

1+82  1+222  (1+2)(1+222)

Donc, pour tout z € ]0; 1],

N (!
A== [ e

teo g 2t
= - dt
o 1+t 14 t2a?

[In(1 + ) — In(1 + 22%)]
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R I roo PROBLEME 2 - Intégrales de Fresnel : 2022 MP

5 1 —+ t2$2 0 N .
) ) maths 1 probleme parties I et 11
=— (ln <> —1In 1>
2 2 dans fichier & part
Inz
Donc
vz €]0;1], f'(z) = 2%
Q11.
B /+°° Arctant
B 142
= / Arctant x Arctan’tdt
_1 [(Arctant) ]
2
1 72
= — X —
2 4
Donc :

=1,

De plus, f € C1(]0;1]), donc Vo € ]0; 1]

/ F(t)dt = F(1) - f(z)

et f est continue en 0, donc

1 , 2 +o00 -
/Of(t)dt=f(1)—f(0)=§—/o Dar ="

De plus, d’apres la question 14,

v In 1
/o f(t)dt:/o poid _§(2n+1)2
+o00

Donc : Y m = %2 et d’apres la question 8,
n=0

+
8

1

n2

o
6

Il
_

n
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