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Corrigé Maths I CCinp 2022

EXERCICE

Si X < G(p), alors pour tout entier k non nul, P(X = k) = (1 — p)*p.
La fonction génératrice s’écrit :
+oo +00 1
Gx(t) = E[t¥] = tP(X =k) =t l—pt)f=tp ————
x() = B = S 1P =B =Y (1-p)) = r ==
k=1 k=0
. oo . - PP -1 1
La fonction est définie d’apreés le cours sur les séries géométriques pour t € R
-—p 1l=Dp
Le rayon de convergence étant supérieur strictement a 1, on peut utiliser la formule E[X]| =
Gx(1)
1—(1—p)t 1—p)pt 1
On trouve G’(X):p( (1= p)t) + 5 p)p ,et dela E[X] =G (1) = -
(1—(1—=p)) p
Le nombre de code possibles est égal & 10, tous les codes étant équiprobables, la probabilité
de trouver le bon code est de 1/10000.
Au pire des cas il doit tester 10000 codes donc X (£2) = [1, 10000].
Pour tout 7 € [[1,10000] on note Ay I'¢vénement «le k-ieme code essayé est le bon». Pour tout
k € [1,10000] on a (X = k) = A;NAyN---NAg_1NA, donc d’aprés la formule des probabilités
composées on a :
P(X = k) =P (A)) X Pa, (A2) X -+ X Payna,, (Ak1) X Paya,_, (A)
~ 9999 " 9998 " " 10000 — k + 1 " 1
10000 ~ 9999 10000 — k+2 10000 — k + 1
1
10000
Donc X suit une loi uniforme sur I'ensemble [1,10000]. On sait donc que X a une espérance
et que E(X) = 199 = 5000, 5.
On est cette fois dans le cadre d’une suite de schémas de Bernoulli mutuellement indépendants
(X;) dont la probabilité de succés est i,
Ona(X=k=X1=0N(Xy=0)Nn(X3_1=0)N (X =1))
De la P(X = k) = (10416#, on retrouve le cas de Q1 ot X suit une loi géométrique de
paramétre p = 1074
1
Son espérance est donc — = 10*
p
code=4714
n=int (input (’Taper un code & 4 chiffres :’)
k=1
while k != code
k = k+1

n=int (input (’Taper un nouveau code & 4 chiffres :’)
print (’Vous avez trouvé le code en ’+str(k)+’ essais.’)

Par exemple :
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def crypte(m)
1=[]
for e in m :
1.append((e+5)%10)
return 1

Ou aussi

def crypte(m)
for i in range(4)
m[il=((m[i]+5)%10)

return m

PROBLEME - Intégrales de Fresnel

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

La fonction f : ¢t —— ¢’ est continue sur R, donc pour tout z réel, H est la primitive de f
nulle en 0, H est donc de classe C! sur [0,z] si x > 0 et sur [z,0] sinon. On en déduit que H
est de classe C! sur R et H'(z) = e*”

f étant de classe C* sur R, on en déduit que H' et donc H sont C* sur R.

0 T
Comme f est paire sur R on a pour tout x € R : / ft)dt = / f(t)dt donc —H(—z) = H(x).
-z 0

Done H est impaire sur R.

+00 o
On sait que pour tout z € C,e* = Z —.
n!
n=0
+oo 2n
On a donc pour tout t € R : " = Zz ~—. Done la fonction t — e est développable en

série entiére au voisinage de 0 avec un rayon de convergence infini.
Par convergence uniforme de la série sur tout segment [0,z] si > 0, [z,0] sinon, on peut

intégrer terme a terme,
+0o 20 x2n+l

i
tout z e R: H(z) =
pour tout x (x) ;271—1—1 o

La fonction H est donc elle aussi développable en série entiére au voisinage de 0 avec un rayon
de convergence infini.

Soit > 0. On utilise le changement de variable t = \/u qui est C' strictement croissant et
L : 1 [ el
bijectif de ]0, z] vers ]0, z%] et on obtient : H(x) = =

d
2 )y va"

Soit x > 472.(sans doute une coquille ici, ¢’est plutot z > /27).

On effectue une intégration par parties :les fonctions u — e™ et t — —/ sont de classe C!
sur 27, 7).

1 /I —et i o, i /x A
—= ——=5; du = ——¢ - —75 du
iuly, 2Jom 20037 2t 221 4 Sy U3
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Comme la fonction t — e est continue sur Rt
On a

[27; +00], la fonction u — % est intégrable au voisinage de +o0.

eiu
w3/2

= # donc, par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente sur

De plus ‘—ﬁem2 = % qui tend vers 0 quand x tend vers +oo.

On a donc :

T i —+00 eiu
H(:c)—JLI(V27r):/27r dtH—+>OO2 = Z/QW Wdu

On a montré la convergence de l'intégrale sur [27, +oo[, par continuité de la fonction sur le
+oo
segment [0, 27], on en déduit que 'intégrale impropre / e’ qt converge.
0

Par exemple :

def integrale (f, a, b, n):
S=0
for k in range (n):
S=S+f (atk* (b-a) /n)
return S*(b-a)/n

Par exemple :
On commence par définir £ avant de I'utiliser dans H

def f(t):
return exp(1j*t**2)

def H(x,n):
return integrale(f,0,x,n)

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

2

242 o

=e " et [12—i| = /(122 + 12 = VT + L.
On montre tout d’abord que l'intégrale est définie sur R :

—m2 (tz—i)
e~ 7

t2—i

On a: ‘e‘xz(tz_i) X

:‘e

Pour = € R fixé la fonction t — f(x,t) =

2242
De plus, pour t > 1: |f(x,t)| = \/154; L0 (%)

est continue sur R, paire,

+o00
Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente, on peut donc dire que / f(z,t)dt
1

converge.
-1
t — f(z,t) étant paire, on en déduit que / f(z,t)dt converge.

La fonction intégrée étant continue sur l'intervalle [—1; 1], on peut donc conclure que g est bien
définie sur R.

Montrons maintenant la continuité de g
Soit v € Ry

— pour ¢t fixé réel, x — f(z,t) est continue sur R,.

3
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— pour z fixé dans Ry, t — f(z,t) est continue sur R

— Y(x,t) € Ry xR, |f(z,t)] < @(t) ot ¢ : t +— qui est intégrable sur R car ¢ est

1
V14t
continue sur R et ¢ = 0 (t%), de méme ¢(t) = o (t%)

On peut donc appliquer le théoréme de continuité des intégrale a parameétre et déduire
que g est continue sur R,.
La fonction g étant paire, on en conclut qu’elle est continue sur R.
NB : on pouvait appliquer directement ce dernier théoréme qui montrait la continuité et donc
la définition de I'intégrale sur R.

Soit (z,,), une suite divergente vers +oc.

Alors pour tout t fixé dans R : liT f(xn,t) =
n——+0oo
On va donc travailler avec h = |f|

, . [0 sit#£0
Alors pour tout ¢ fixé dans R : nl_z)Tooh (xn,t) = @(t) = { 1 site0

{0 sit#0

pas de limite sit=0 -

Cette fonction ¢ est continue par morceaux sur R.

De plus, on a pour tout n € Net t € R: |h(z,,t)] < ﬁ, et g:t— \/tiﬁ est continue sur

]R et g(t> t~>:+oo 1

0 (t%), t — —— est donc intégrable sur R par comparaison.
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on obtient que

Viti41

+oo
lg(z,)| < / | f(xn,t)| dt et avec le théoréme de convergence dominée

“+oo

lim |f(xp, t|dt = / e(t)dt =0
R

n—+oo [_

D’ou nl_z)zzoo|g(xn)| =0, donc nQng(xn) =0

Par caractérisation séquentielle de la limite, on a liT g(z) = 0 et par parité on a la méme
T—r+00

limite en —oc.
N.B. : il n’était pas nécessaire de passer par la suite, le programme de maths permet avec la
convergence dominée "généralisée" de répondre & la question.

Soit b>a > 0et x € [a,b].
— Pour ¢ fixé dans R , la fonction z — f(x,t) est de classe C! sur [a, D]

— Pour z fixé dans [a, b], la fonction t — f(x,t) est intégrable sur R
— Pour z fixé dans [a,b], t — %(m, t) = —22¢ (=) est continue sur R
— %(x, )| < 2be=%¥’ Et 2be~ " = o (%) donc ¢ — 2be~%"t" est intégrable sur R.

t—*+o0
On peut donc appliquer le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale et on obtient que g
est de classe C! sur [a, b].
Ceci étant réalisé pour tous réels a, b, on en déduit que g est de classe C! sur R
puis par parité qu’elle est C* sur R*.
On a de plus :

VeeR, ¢(x)= —296/ e (=) 4y
R

Donc pour = > 0 grace au changement de variable v = xt :
/ a2 —u? 2
g (x) = —2e /e du = —2/me
R

4



1 11
Q20. On trouve z— = (X—e”/‘* X—i—e”/“)'

400 1 +0c0 1
/ S V- / 1y
oo 12— V2041 oo (t—L2)2 41
400 1
:/ ; 5 du (enposantu:t—i, du = dt)
—00 2 2
u + (\/5)
uU——+00
= [\@Arct(m(\/ﬁu)}
U—>—00
= 7'('\/5
Par le changement de variable u = —t, on prouve que

400 1 400 1 \/_
—  dt= - du=nV2.
/oo 24+ /2t +1 /oo u?2 —vV2u +1

Avant de faire le calcul de I'intégrale, on observe les quotients

2% — /2 . o2 + /2

e
22—V2t+1  24+V2t+1
qui si on intégre brutalement générent des intégrales généralisées a priori divergentes.

dt

J_/B 2t — /2 2t + /2
A 222t 1 242t 1

= [ln(t2 — V2t +1) = In(* + V2t + 1)]j
|y, (V24 ’
B 2 +V2t+1

On trouve alors quand A — —oo et B — 400 que J =0

A

On a alors :

9(0) = /R thf ;

1—1 V2 2t — /2 &% + /2
— x | X2 — dt +imV2 +imV2
4 (2 RE2—V2+1 24+V2A+1

_ 1; « <0+2mx/§>
V2

— (1+0)2

Q21. Pour z >0 : N N
g(z) — 9(0) = / J(H)dt = —2y/7 / ot dt = —2y/7H(x)

On fait tendre £ — 400 :

1414 too o,
0— w:—2\/%/ e dt
V2 0
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141

N

2v/2

En identifiant les parties réelles et imaginaires qui nécessairement sont des intégrale conver-
gentes, on trouve

+o00o +o00o 1 T
/ CoS (t2) dt = / sin (t2) dt = =4/ —.
0 0 2V 2

Partie IIT - Etude d’une série de fonctions

+oo )
On a donc / edt =
0

La suite (b,) est bornée, soit M > 0 tel que Vn € N, |b,| < M.

On a pour tout N € N*: 0 < |ays1by| < May1. Donc ayi1by ey 0.
—+00

De plus pour tout n € N* : 0 < |(a, — ant1) bn| < M (a, — ays1). (la suite a étant décroissante,
Ap — Ap41 2 0

N N
On en déduit que Z(an — Qpy1)bp| <M Z(an — Qpy1)
n=1 n=1
N
Par ailleurs Z(an — Apy1) = a1 — ayy1 (somme télescopique), comme la suite (a,) converge
n=1

on sait que la série E (an — any1)) converge.

Par comparaison de séries a termes positifs, la série Y (a,, — a,41) b, converge absolument.

N —+o00
On a donc : ; an (by — by_1) ij ; (an — apy1) by

Ainsi la série Z an (b, — b,_1) converge.
Soient = €]0,27 [ et n € N*. Alors e # 1 et on a en reconnaissant la somme des termes d’une
suite géométrique :

n eina:/Q einw/2 —inx/2

n N .
ikx i\ k ix et —1 i — ¢ i(ntDa S ("_290)
Z ¢ = Z (e ) O w1 ¢ ez gz _o-mpz °© : —
k=1 k=1 e ¢ ¢ —¢ S (5)

n

On fixe z €]0, 27 [. Pour tout n € N* on pose a, = \/iﬁ et b, = Zei’“”. On pose aussi by = 0.

k=1
Alors (ay,) est décroissante positive de limite nulle et (b,) est bornée puisque :

1
Yn > 1 by < ————
nzl bl < T

inT
(§

Donc la série Z ay, (b, — bp—1) = Z Tn converge. Ainsi S est définie sur |0, 27
n

+oo itx

1V

Celle-ci n’est pas immédiate car la convergence n’est pas absolue.

dt

L’énoncé semble admettre la convergence de 'intégrale

On démontre la convergence par une intégration par partie sur [1, X| en posant u(t) =

V'(t) = e, (u et v sont de classe C' sur [1, X]
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On obtient la convergence car la nouvelle intégrale obtenue converge absolument par compa-
400 1

raison avec / ——dt
1

$3/2
On a:
elr _ 1 +o0 itz el _ 1 +oo eik:p +o0  rk+1 glte
- S(z) — / dt = — — / dt
_ f (ei(k+1)x _ pikx - /k+1 pitz dt)
pt izvk Ve
Donc :

el _ 1 +o0 itz ‘ +oo ei(k—l—l)m _ eikx k+1 itz ‘ 1 +0o0 1
—5(x —/ dt| < —_— —/ dt| < - —
Rl A EDY v/l A AL ES DIV

Le dernier membre de I’égalité est la somme d’une série de Riemann convergente, on note C' sa
somme et on obtient le résultat attendu.

+oo el

Si x > 0 le changement de variable u = xt donne : I(z) = du

x \/a

du convergeait.

+oo eiu

o Vu

too 2 ™
du:2/ e dt = (141i)y/=
0 2

On a démontré & Q12. que l'intégrale impropre

+oo  Liu

Donc I(z) —

x—0 0 \/a

) ) eix _ 1
En reconnaissant un taux d’accroissement

- — 1.
1T z—0t

=1 1 —1 '
e _ Tcos(a:) N Z,sm(x)

et reconnaitre les taux d’accroissements

(on peut aussi écrire
ix i T T

des fonctions cos et sin)
Avec la question Q 25., on a

On en déduit A
ew:

= Lty = 1)

‘\/E <0vE

En faisant tendre z vers 0, on en déduit que /zS(x) ~ I(x)
0

Et avec la réponse de la question Q 26., on en déduit que S(z) ~ (1+14) 21
0 \

FIN



