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Soit n € N. On définit la fonction

fn: R — R
1 2w
T — —/ cos™ (t)e” =Wdt -
2 Jo
1. Dans cette question, on veut montrer que la fonction fy, est dérivable. On fixe a € R.

R — R

(a) Soit t € R, et soit o reos(t) -
r — e
i. Montrez que p; € C*(R), et déterminez ¢} et ).

ii. Montrez qu’il existe une fonction a; : R — R telle que :

ei(z) = pi(a) + (z — a)pi(a) + ay(z)
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(b) En déduire qu’il existe une fonction € : R — R telle que :
folx) = fola) + (x — a) fi(a) +&(x)

VzekR,
2
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(c) Montrez que fy est dérivable en a, et que f}(a) = fi(a).

2. Montrez que, pour tout n € N, la fonction f,, est dérivable sur R, et que f, = f,41. Qu’en déduit-on
pour fo?

3. Soit x € R fixé.

1 ™
(a) Montrez que, pour tout n € N, f,(z) = —/ cos™(t)e” M dt.
T Jo
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(b) Montrez que fo(z) = —/ ch(z cos(t))dt et que fi(x) = —/ cos(t)sh(z cos(t))dt.
T Jo T Jo

(¢) Montrez que si x > 0, alors fy(z) = 2ch (%) et fi(z) = ish (2).
. Etudiez les variations de fo et donnez I'allure de sa courbe représentative.
. Montrez que fy est solution de 1’équation différentielle zy” + 1y’ — zy = 0.
. Montrez que, pour tout entier n > 2, nf,(0) = (n — 1) f,—2(0).
. En déduire la valeur de f,(0).

. Montrez que fy admet un développement limité en 0 a tout ordre, et déterminez-le.
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