Lycée Victor Hugo - Besancon

Analyse - Chapitre 13 :
Séries numériques

PCSI2 — MATHEMATIQUES 2024-2025

(‘Exercice 1:

2
On considére la série de terme général u, =

—_ n2>1
n(n+ 1)(n + 2)
1. Montrer que la série Z up converge.
n>1
2
X(X +1)(X +2)
3. En déduire la valeur des sommes partielles S,, de cette série et déterminer la somme de la série.

2. Décomposer en élément simple la fraction rationnelle

(‘Exercice 2

Déterminez la nature des séries de terme général u,, suivantes (on ne demande pas la valeur de la somme dans le cas de convergence)

2 1 - .
1w, = t2 3wy —ew —1 6. w, = o5 Fsin(n)
3n3 —1 3 n2
4, Uy = ———
VORI 7oup=e V7
2. up =In (1 — 7127-!—2) 5. uy = sin (%) 8. up = In(cos(1/n))
4 Exercice 3 : Séries usuelles
Calculer les sommes des séries de terme général u,, suivantes
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@Exercice 4 :

. (n+1)?

Soit up =In [ ————
n(n + 2)

1. Montrez que Z up, converge en calculant un équivalent de uy,.

2. A l’aide des propriétés du logarithme, écrire autrement u,, et faire apparaitre des sommes téléscopiques dans la somme partielle.



+ oo
3. En déduire Z Up

n=1

1. Pour pouvoir calculer un équivalent avec le In, il nous faut une forme en 1 4 wu,, avec u, — 0.
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Comme Z — est une série de Riemann convergente (2 > 1), on en déduit, par critére d’équi-
n

valence des SATP, que Z Uy converge.

2. Soit N e N
N N N
(n+1)?
up=y In[—=- | =>» 2ln(n+1)—In(n) —In(n+2)

=3 (iar) =2

N N
= Zln(n +1) —In(n) + Zln(n +1)—In(n+2)

n=1 n=1

On a bien fait apparaitre deux sommes telescopiques.
N+1

3. Par telescopage : Sy =In(INV +1) —In(1) + In(2) — In(N +2) = In(2) + ln(N n 2)
N+1
C li — =1 déduit i Sy = In(2).
omme lim - , on en déduit  lim Sy n(2)
@Exermce 5 :
Soit (un)pn>0 une suite positive, décroissante et soit Sp = Z (71)kuk.

k=0
On suppose lim uy = 0.

1. Montrez que (S2y) et (S2,41) sont adjacentes.
2. En déduire que Z(—l)"un est une série convergente.

3. En déduire un exemple de serie convergente qui ne soit pas absolument convergente.



