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Probléeme

On définit une suite (uy,)neny € RY par vy € Ry et u,iq = u? + u,, pour tout n € N.
+ + n

Partie 1

1. Déterminez le sens de variation de la suite (u,,)nen. En déduire que (u,)nen est soit convergente, soit
divergente vers 4o00.

2. Que vaut la limite de (u,)nen lorsqu’elle converge ? En déduire qu’alors (u,),en est constante égale a
0.

Partie 2

On suppose dans cette partie que ug > 0.

1. Montrez que u,, > 0 pour tout n € N et que (u,)nen diverge vers +oc.
2. Soit (v,)nen la suite définie pour tout n € N par

Soient k,p,n € N.

(a) Exprimez v,ix4+1 — Upyr en fonction de w,iy.

(b) En déduire que

In(1+1/u,)

< —

3. En déduire que
In(1+ 1/u,)
0 < Ungps1 = Up < Tp
(On pourra effectuer une somme sur k.)

4. (a) Montrez a 'aide de la question 3 que pour tout n € N, on a
Upt1 < In(ug) +In(1 + 1/ug).

(b) Montrez a l'aide de la question 3 que (v, )nen est croissante.
(c) Montrez que la suite (v,)nen €st convergente.

On note « la limite de la suite (v,,).



5. (a) Montrez qu’il existe N € N tel que uy > 1.
(b) Comparez vy et a. En déduire que o > 0.
6. Soit p € N.

(a) Montrez que

o
(b) En déduire que
2o 1
Up Up
et déterminez
lim e_zpo‘up

Partie 3

On conserve les notations de la partie 2. Soit (wy,),en la suite définie par w,, = e?"® —y,, pour tout n € N.

1. Montrez que pour tout n € N, on a
up, < ¥ < uy, + 1.
En déduire que la suite (wy,),en est bornée.
2. Montrez que
Wy = —w2 + wy, + (2w, — 1)e*"®
pour tout n € N.
3. Montrez que

lim w, = —.
n—-4o0o 2

On pourra pour cela remarquer que 2w, — 1 = 2(w, — 1/2) dans 1’égalité précédente.

Partie 4

On suppose ici que ug < —1. Montrez que
lim e 2"
n—-4o0o

u, = 1.

Partie 5

On suppose dans cette partie que —1 < ug < 0.

1. Montrez que (u,) converge vers 0.

2. Soit (w,,) la suite définie par w,, = 1/u,, pour tout n € N. Montrez que la suite (w41 —wy, )nen converge
vers —1.

3. En déduire que w,, ~ —n.

4. En déduire que u, ~ —1/n.



