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DL n° 5.

Séries entieres et intégration

! arctan(xt)

dt.
t2+1

On pose f(z) = /0

Partie 1 : Etude de la fonction f

Déterminez I’ensemble de définition de f et étudiez sa parité.

Donnez f(0) et f(1).

Montrez que f est strictement croissante.

Montrez que 'arctangente est 1-lipschitzienne sur R. En déduire que f est uniformément continue.
Dans cette question, on cherche la limite de f en +ooc.
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(a) Soient z,¢ € R’ avec € < 1.

° 1
/0 5l (g - arctan(xt)) dt‘ < gé‘.

/al 1 <E _arctan(xt)> dt‘ < \ln(5)|.

i. Montrez que

ii. Montre e —_—
i ntrez qu 71 \5

(b) En déduire liI_P f(z).

b— b—a)?
6. Montrez que pour a,b € R, |arctan(b) — arctan(a) — T 52 < ( 2a) )
1
t
7. En déduire que f est dérivable sur R et que f'(x) = /0 Er e 1)dt.

8. Calculez f'(x).
9. Montrez que f est de classe C* sur R.

Partie 2 : Développement en série entiere de f
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du.
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1. Montrez que : Vz € R, Vn € N, arctan(x) = Z (1) 2R 4 (—1)"+1/ “
k=0 0

: : (—1)% :
2. En déduire que la série g converge, et déterminez sa somme.

= 2k+1

T u2n+2 1 t2n+1
3. Pour x € Ret n € N, on pose F,(z) = / s du, et I, = / dt.
0o ur+1 o 241

n

(=DF o +1 /1 F (xt)
Montrez que f(x) ,;:0 1 +(—1) T




—1)*
4. Montrez que : Vx € [—1,1], Z !]W%H converge et déterminez sa somme.

e 2k + 1
5. Soit pour n € N*, u,, = In(2) + i (_1)k.
Y n Pt k
—1)"u,
(a) Montrez que pour n € N* [, = %

Unp

2n+1

(b) Montrez que la série Z
n>1
(_1 n+1
6. Montrez que Z ———— converge et déterminez sa somme.
n=1

converge et déterminez sa somme.



