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SERIES NUMERIQUES

Ezercices

Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants.
On précisera de plus la somme dans les cas 1, 2, 3, 12 et 17 (a partir de n =0 pour 1, 2 et 12 et &
partir de n =1 pour 3 et 17).
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Séries de Bertrand ]

Discuter, suivant la valeur des réels a et (3, la nature de la série Z _
ase n(Inn)s
On pourra suivre le plan d’étude suivant.
1. Cas a>1 puis a <1 : comparaisons par « petit o »
2. Cas a=1 et f<0 : comparaison par inégalité

3. Cas =1 et B>0 : comparaison série/intégrale

Discuter selon les valeurs des parameétres (o € R%, (a,b) € R?) la nature de la série de terme
général u, dans chacun des cas suivants.
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Séries dont le terme général est défini a l'aide d’une somme
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1. Justifier 'exist de u, =) ———
ustifier I'existence de u ]Z;Lk(k-i-l)
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3. Justifier I'existence pour n € N* de u,, = Z %

k=n

pour n € N* et déterminer la nature de la série Zun
. Déterminer la nature de la série Zun

2. On pose pour tout n > 2, u, =

et déterminer la nature de la série Z Uy,




Produit des racines carrées et mazximum
Soit Z Uy, et qun deux séries convergentes a termes positifs.

1
1. Montrer que pour tout (z,y) € R?, |zy| < 5(:62 +12).
En déduire la convergence de la série Z /Uy Up,.

2. Prouver la convergence de la série ) max(uy,v,).

@ Série harmonique et série harmonique alternée

no1 no(-1 k
Pour tout n € N*, on note H,, = Z —etT,= Z u
ik ok

1. (a) A laide d’'une comparaison série/intégrale, montrer qu’on a H, ~ Inn.

(b) Pour tout n € N*, on note u, = H, —Inn.

1

Montrer que ;1 — U, ~ -5
2n

En déduire qu’il existe un réel v (appelé constante d’Euler) tel que :
H,=Inn+~v+o0(1).
(="

n
(b) Pour tout n € N*, exprimer 7, en fonction de Hy, et H,.

2. (a) Montrer que la série converge.

o e S 1
(¢) En déduire que )’ =-In2.
n=1 n

3. On réordonne les termes de la série harmonique alternée de la maniére suivante :
on commence par le premier terme négatif puis les deux premiers termes positifs, puis le terme
négatif suivant, puis les deux termes positifs suivants, etc...

1
On obtient donc pour les premiers termes de la nouvelle série : -1, 1T e

On note (S, )nen+ la suite des sommes partielles de cette nouvelle série.

1
(a) Montrer que pour tout n e N S3, = 5 (H, — Hap).

In2
(b) En déduire que lim S, = —HT.
In2 In2
(c) Montrer qu’on a également lir+n Ssns1 = —HT et lir+n Sspsa = —HT.
s : In2 o S .
(d) En déduire que 11r+n Sy = 5 (on pourra revenir a la définition de limite).

. . . . In2
On en déduit que cette permutation de la série alternée converge et a pour somme ———.

La somme n’est donc pas la méme! Avec d’autres permutations, on peut méme obtenir une
série divergente ! Surpris ¢

Complément sur la comparaison série/intégrale

Soit f une fonction définie sur [0, +oo[, continue, positive et décroissante.

n+1
Montrer que la série > ( f(n)- / f(t) dt) est convergente.



Transformation d’Abel

Soit (ay, )nen+ une suite réelle décroissante qui converge vers 0.
Soit (b, )nen+ une suite complexe.
On pose By =0 et pour tout n € N*, B, =b; + -+ b,. On suppose que la suite (B, )ny est bornée.

1. Montrer que pour tout entier n > 2 :

mn

n—1
> ay(Bp = Bi-1) = anBp + Y (ay, — aje1) By
k=1

k=1

2. En déduire que la série Z a,b, converge.

eme

3. Application : Montrer que pour tout # € R \ 27Z, la série Z converge mais ne converge
n

pas absolument.

@ Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b et une suite de réels u,, strictement positifs tels que pour
tout n € N, = .
Uy, n+b

n+
1. Donner, sous sa forme la plus simple possible, un équivalent de ln(

a . .
au voisinage de +oo.
n+b

> u
Montrer que lim " ln( k+1) = —o0 et en déduire que (u,) tend vers 0.

2. On pose a = b-a, vy = ug et pour tout n € N*, v, = n®u,,.

Montrer que la série > ln(

Un+1

) converge.
/UTL

Montrer qu’il existe un réel A non nul tel que u,, ~ — au voisinage de +oo.
n

Etudier la convergence de ¥ w,,.

- L b-1
3. On suppose que la série de terme général u,, converge. Montrer que sa somme vaut uoﬁ.
-1-a
Soit (U, )ney une suite sommable.
1 n
Pour tout n € N, on pose v, = on Z 2k uy,.
h=0 +00 +0oo
Montrer que la suite (v, ),y est sommable et exprimer sa somme Z v, en fonction de Z Uy
n=0 n=0
Test de condensation de Cauchy
Soit (uy,)ns1 une suite décroissante de réels positifs.
2k+1_1
1. Montrer que pour tout k € N : 2Fuqin < Z Up < 2FUqgr.
n=2k
1 P 2P-1 p-1
2. En déduire que pour tout pe N* : — Z 2k g < Z Uy, € Z 2k .
23 n=1 k=0
3. Montrer que la série Zun converge si et seulement si la série Z 2"ugn converge.
. 1
4. Application : Etudier la convergence de la série Z ——— suivant la valeur de a > 0.

nz2 n(lnn)®



Irrationnalité de cos1

1. A l'aide de 'inégalité de Taylor, montrer que cos1 = Z

n (_1)k
2. Pour tout n € N, on note S, = .
2 (k)

On suppose qu'il existe (p,q) € N x N* tel que cos1 = b
q

Montrer qu'on a Sy, — <P < Saq €t en déduire une absurdité. Conclure.

1
(49 +2)! 2)‘

Série des inverses des nombres premiers

Soit (pk)ken+ la suite ordonnée des nombres premiers.
L

Pour n € N*| on pose Vn=H T
k=115

1. Montrer que la suite (V},) est convergente si et seulement si la suite (In'V},) est convergente.

En déduire que la suite (V},) est convergente si et seulement si la série Z — est convergente.

k>1 Pk
n +o00 1
2. Démontrer que pour tout n € N*, H (Z )
k=1 \j Op;g
Ly
3. En déduire que pour tout n € N*, Z -
j=1 j

1
4. Quelle est la nature de la série Z —7
k>1 Pk

1
5. Pour a € R, quelle est la nature de la série Z —7
k>1 Pk

Preuve de la formule de Stirling
nre "\/n

1. Pour tout n € N*, on note u,, = '
n!

; u
(a) Etudier la nature de la série de terme général In( nrl )-
Unp

(b) En déduire qu'il existe C' > 0 tel que n! ~ Cnme™\/n.
2. Le but de cette question est de déterminer la constante C.
On utilise pour cela les intégrales de Wallis :

/2
VneN, Wn:f sin”(¢)dt.
0

1
(a) Montrer que pour tout n e N, W, 5 = r I 2Wn.
n
2n)!
(b) En déduire que pour tout n e N, Wy, = %5

(c) Montrer que la suite (W,,) est décroissante et strictement positive.
En déduire que W,,,.1 ~ W,.

(d) Montrer que pour tout n e N, (n+1)W, W, 1 = g
(e) En déduire que W,, ~ T
2n

(f) Déterminer C.



Régle de Raabe-Duhamel

1. Soit (ty)nen €t (v )neny deux suites strictement positives.

Un+1 Un+1
<

n Un

Montrer que si a partir d’un certain rang, alors u, = O(vy,).

2. Soit (up)ney une suite strictement positive.
On suppose qu’il existe a € R tel que :

Upa1 « (1)
——=1-—+o0|—].
U, n n

Montrer que si a > 1 alors Zun converge et si a < 1 alors Zun diverge.

Indication : On pourra introduire pour tout n € N*, v, = —5 avec b elR.
n

; n 1
3. Application : Etudier la série de terme général : u, = Vn!][sin 7 (n e N¥).
p=1 p

Regle de Cauchy

1. Soit (uy,)neny une suite de réels. On pose :

limsupu, = lim |[supug | et liminfu, = lim (inf uk)
n—+00 n—+oo k>n n—+o0o n—>+oo \ k>n

(a) Vérifier que ces définitions ont bien un sens dans R u {-o0, +00}.
(b) Soit £ € Ru{-o00,+00}.
Montrer que la suite (uy,)ney tend vers £ si et seulement si limsup u,, = liminfu,, = £.

n—+00 n—>+0oo

2. Soit (U )ney une suite de complexes. On note £ = limsup |u, |'/.

n—+oo

Montrer que :
— Si £ >1 alors Y u, diverge grossiérement.
— Si /<1 alors Y u, converge absolument.

— Si ¢ =1 alors on ne peut pas conclure.
nlnn

(Inn)n

(n>2).

3. Application : Etudier la série de terme général : w, =



