Chapitre 2

Calculs algébriques

L’objectif de ce chapitre est de se mettre a 'aise avec des techniques fondamentales du calcul
algébrique. Nous insisterons en particulier sur la maniére de les effectuer, ainsi que sur la rédaction
des différentes étapes du calcul. N'oubliez pas qu’il ne s’agit pas d’exercices gratuits, mais de calculs
qui interverviendront naturellement dans des problémes de concours par exemple, et qu’il faut savoir
les mener sans erreur, puis les mettre sous une forme adaptée a I’exploitation qu’on veut en faire.

1 Rappels sur les fonctions puissances

1. Soit z € R et n € N. On définit 2" par 2° = 1 et 2"t = z x 2™

2. Soit € R* et n € Z*. On définit 2" par 2" = -

x—n

3. Soient z,y € R* et a,b € Z. Alors 2%2® = 2% et 2%y = (zy)*.

4. Soit z € R*, et n,m € Z. Alors (z™)™ = ™.

| Définition 1.1 |
Soit z € Ry et n € N*. On définit T comme I'unique solution de I’équation a™ = z d’inconnue
a€R,.

Remarque.
o1
On note aussi zn = /x.

Exemple.

V7, v/—2 (impossible), v/16, v/27

Proposition 1.2‘
Soient x € Ry, n € N* et m € N. Alors ([El> = (™).

Remarque.
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On peut aussi considérer z < 0, pourvu que n et m soient impairs.

’Déﬁnition 1.3‘
Soient z € Ry, n € N* et m € N. On définit == par

33

1

m -
n

m 1\ ma L n . _
xn = (zn) = (x™)n = Jam, etsiz >0, 2 » =
x

Remarque.
On vient donc de définir pour x > 0 et ¢ € Q le réel 29, et 07 si ¢ > 0. Mais attention, x? n’est pas
défini si x < 0.

Exemple.
163/4, 2772/3,

2 Sommes et produits

On définit pour n € N* I'ensemble R™ comme I’ensemble des n-uplets de réels.

Exemple.
R2, R3,..

2.1 Notations
1. Soit I un ensemble non vide. La famille de réels (a;);e; indéxée par I est la fonction I — R qui

a 1 associe a,;. L’ensemble I est 'ensemble d’indexation de la famille.

2. Soit n € N. Lorsque I = {1,...,n}, une famille de réels indéxée par I est une suite finie
(ay,...,a,) de réels, et la notation précédente indique qu’on identifie ces familles avec les n-uplets
de réels, i.e. les éléments de R”.

3. SiI =N, les familles de réels indéxées par I sont les suites.

Remarque.
C’est une manicre de "numéroter" des réels : le i-éme réel de la famille est le réel f (7).

| Définition 2.1 | n n
Soit n € N*, p <n et (ap,...,a,) € R". On définit Zai et Hai par

i=p i=p
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Remarques.
n+1 n
1. Ces définitions correspondent a des définitions par récurrence : Z a; = Z a; | + apsq et
i=p i=p
n+1

n
H a; = H a; | X Gpy1-
i=p i=p

n n

2. Par convention, si n < p, on a E a; =0 et Hai =1.
i=p i=p

3. On utilise aussi les notations suivantes :

n
E a; = E a; = E Qi
i1 1<i<n iel
ou I ={1,...,n}. De méme pour le produit.
n
4. Notez bien que la somme E a; dépend de n, mais pas de 7, qui est un indice de sommation. Il
i=p
sert juste & numéroter les réels qu’on somme. On peut lui donner le nom que 'on souhaite : ¢’est un

indice muet.
5. Les cas les plus fréquents sont p =0 et p =1, cf. les exemples.

Exemples.

L. Z?:l Qs Zi:l Ak, Zi:Q Ak, 22:1 Q.

2. Que vaut Z k?

k premler

9
3.  Calculez Z k2.

k=1
k pair

10
4.  Calculez H k.

k=1
4|k

2.2 Propriétés

‘ Proposition 2.2 ‘

Soient n € N*, A € R et (ai)1<i<n, (b')lgign deux familles de réels.

1. z": a; = Z ay et H a; = H ar (les indices sont muets).

k=1

2. Pour p € [1,n], onaZaZ Zaz iai.

=1 i=p+1
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w

. i)\:n)\et ﬁ)\:)\".
i=1 i=1
4. i)\ai = )\iai et ﬁ)\ai = )\"ﬁai.
i=1 i=1 i=1

=1
n

=1 =1

6. H(aibi) = ( ai> (H bl-).

7. Si les by sont tous non nul, alors H (b ) = i?
i=1 v H b;

3 Changements d’indice

3.1 Définition

Proposition 3.1 (Changement d’indice)

Soient n € N* et (ay,...,a,) € R". Pour tout p € Z, on a

n n+p p—1 n—p
E ap = E Qp—p = E Ap—p = E Apyp-
k=1 {=p+1 l=p—n {=1—p

Remarques.

1. On ne doit pas apprendre par coeur ces formules de changement d’indice. On les effectue propre-
ment quand on en a besoin. Il faut surtout déterminer les valeurs min et max du nouvel indice.

2. On met toujours la plus petite valeur sous le signe ), méme si le changement d’indice est donné
par une fonction décroissante.

3.2 Exemples de changements d’indices

‘Proposition 3.2‘ "
Soit n € N*. Alors Z k=

k=1

n(n+ 1)
—

Remarque.
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100
C’est la technique utillisée par Gauss enfant pour calculer Z k.
k=1

Proposition 3.3 ‘

n
Soit une suite arithmétique (u,),en de raison r, et p,n € N avec p < n. Alors Zuk =(n—-—p+

k=p
Up + Uy

1)2

Remarque.
On retiendra que la somme des termes consécutifs d’'une suite arithmétique est le nombre de termes
multiplié par la moyenne du premier et du dernier.

Exemple.
23
> k=255,
k=T
4 Sommes et produits télescopiques

Soit (ug),ey une suite de réels, et p,n € N avec p < n. Alors :

n

L. Z(ukﬂ — ) = (Upp1 — Up) + (Upr2 = Upi1) + -+ (Un = Un—1) + (Ups1 = Un) = Upt1 — 1y, (Somme

k=p
télescopique).
) u u u u u
k+1 +1 +2 n n+1 n+1 L .
2. H = P o P72 x X = (produit télescopique).
e Uk Uy Upt1 Up—_1 Uy, Uy
Remarque.
n n
Trouvez une formule pour E (up — upy1) et E (ugp — up_1)-
k=p k=p

Proposition 4.1|
Soit n € N*. Alors

L 2": 12 n(n + 1)6(2n +1) 5 Zn:k3 _ (n(n;— 1))2‘
k=1 k=1
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Proposition 4.2

Soient p,n € N, p < n, et x € C. Alors

n—p+1 siz=1,
n
2= :
= +l P g gt .
p = sinon.
rz—1 1—=z
En particulier,
n+1 six =1,
n
ot = 1 1
P xn+ 1 1— xn+ )
= = sinon.
rz—1 1—=

Proposition 4.3

Soient n € N* et a € C. Alors

i
L

a"—1=(a—-1)Y d"=(a—1)(@" " +a" 2+ - +a+1),
et si n est impair,

a"+1=(a+1)Y (D" =@+ D@ —a"2+ - —a+1).

Proposition 4.4 (Cas particuliers)

Soit a € C. Alors :

l.a*>~1=(a—1)(a®>+a+1).

2. a+1=(a+1)(a®*—a+1).

3. a' —1=(a—1)(@®+a®+a+1) (:(a—l)(a+1)(a2+1)).
4. a°—1=(a—1)(a*+a*+a*+a+1).

5. a°+1=(a+1)(a*—a®>+a®>—a+1).

‘Corollaire 4.5‘
Soient n € N* et a,b € C. Alors

a"—b" = (a—0b) Z a" 0" = (a —b) (@ a4 a0,

et si n est impair,

i
L

A"+ = (a+b) S (—1)F IR = (0 + b) (@™ — a2+ — ab™ 2+ b,
0

e
Il

Proposition 4.6 (Cas particuliers)

Soit a,b € C. Alors :

16



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

1. a® — b = (a—b)(a®+ ab + b?)

2. a®*+ b = (a+0b)(a® — ab +b?)

3. at — b = (a — b)(a® + a’b + ab® + IP) (: (a—b)(a+b)(a+ b2)).
4. a® —b° = (a —b)(a* + a®b + a®V* + ab® + b*).

5. a® +b° = (a+b)(a* — a®b+ a®b* — ab® + b*).

5 Sommation par regroupement de termes

Parfois, il est intéressant de regrouper les termes suivant une propriété de l'indice.

5.1 Regroupement des termes d’indice pair/impair

Il est parfois intéressant de couper une somme en deux parties : celle des indices pairs, et celle
des indices impairs. Si I est un sous-ensemble fini de Z, et (a;);c; une famille de nombres complexes

indéxée par I, on écrira que
E a; = E a; + E Q;.

icl il icl

1 pair 1 impair

Une des difficultés est de déterminer proprement les ensembles {i € I, i pair} et {i € I, ¢ impair}.

Proposition 5.1 ‘

Soit n € N* et (a;)1<i<n une famille de réels. Alors

n |5 |5]
Zai = Z agj+1 + Z 2.
i=1 j=0 Jj=1

Exemple.

km

2n
Calculez la somme S,, = Z 2F cos (7) :

k=0

n

. n—1 .
, 2 Z . 2 1

§=0
n n—1 .
= 4(=1)7 +2 4jcos<‘7r+—)
; (1) ; Tt

(_4)n+1 -1 n—1

= T + QZ —47 sin(jw)

B 1— (_4)n+1
= 75 .

J=0
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5.2 Sommation par paquets

Il s’agit ici de mettre en place un paranthésage dans la somme qui fait apparaitre des simplifica-
tions.

Exemples.

n

1. Calculez Z(—l)k.

k=1
2n
2. Calculez S = Z(—l)kk en regroupant les termes deux a deux.
k=1

6 Sommes doubles

Dans ce paragraphe, on étudie les sommes qui dépendent de deux indices, qu’on appelle "sommes
doubles".

6.1 Définition générale

Rappelons que Z? est ’ensemble des couples d’entiers.

Définition 6.1 (Sommes doubles)

Soit E C Z?, et (a;j)(,jep une famille de réels indéxée par E. La somme double de cette famille est

E aij.

(3,7)EE

Exemple.
Si B = {(i,iz), 1€ |[0,2]]}, et ap,o0 = ]., 11 = 3 et Q24 = —5, on a

(i,7)EFE

6.2 Somme double sur un rectangle

Proposition 6.2 (Sommes doubles sur un rectangle)

Soient n,m € N*, et (a;j)1<i<n une famille de réels indéxée par I = {1,...,n} x {1,...,m}. Alors
1<j<m

i.j)ET 1<i< j=1 =1 \i=1
(i,4)€ [Sisn J J
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Remarques.

n m
1. On omet en général les parenthéses, pour noter simplement E E a;j ou E E jj.
i=1 j=1 j=1 i=1
2. On dit qu’on fait une somme sur un rectangle : lorsqu’on place les a;; dans un tableau en numé-

rotant les lignes par 7 et les lignes par j, on obtient un rectangle de données que I’on somme.
n m

3. Lorsqu’on effectue la somme E E a;j, on dit qu’on somme d’abord sur les colonnes, puis sur
i=1 j=1
les lignes. Inversement pour l'autre sens.

Exemple.

Calculez Y~ 2' = ZZZZ—nZT— (21 —1).

1<,5<n =1 j=1

Proposition 6.3 ‘

Soient n,m € N*, et (a;)1<i<n, (bj)1<j<m deux familles de réels. Alors

) (E) £Ew

i=1 j=1
Exemple.
Recalculez Z 20 = (Z 2i> (Z 1>.
1<i,j<n i=1 j=1
Remarques.

1. Dans la somme double de la proposition 6.3, on peut poser a;; = a;b; pour se ramener a la
définition 6.1.

2. Attention : ﬁ ﬁaibj = (ﬁ a§”> (ﬁ b;‘)
j=1

i=1 j=1 i=1

6.3 Sommes doubles triangulaires

Proposition 6.4 (Sommes triangulaires)

1. Soient n € N*, et T = {(i,j) € N?, 1 < i < j < n}. Soit (a;j)(j)er une famille de réels
indéxée par le triangle T". Alors

n

25 (%) % (5)

(i)€T j=1 \i=1

2. Soient n € N*, et T = {(i,j) € N?, 1 < i < j < n}. Soit (a;;)(jer une famille de réels
indéxée par le triangle T'. Alors

EaE () E(E)

(i,9)€T j=2 \i i=1 \j=i+1
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Remarques.

1. Les sommes de la proposition 6.4 sont dites triangulaires : si on place les données dans un tableau,
et en numérotant les lignes par i, les colonnes par j, les sommes de la proposition 6.4 consistent a
sommer tous les éléments sous la diagonale, diagonales comprise pour le premier cas, non comprise
dans le deuxiéme.

2. Dans cette proposition, la premiére égalité signifie qu’on somme d’abord sur les lignes, puis sur
les colonnes (somme sur ¢ & j fixé, puis somme sur j), et la deuxiéme qu’on somme d’abord sur les
colonnes, puis sur les lignes (somme sur j a 4 fixé, puis sur ).

3. 1l est important de savoir correctement déterminer les valeurs extrémes de chaque indice. Par
exemple, avec les notations de la proposition 6.4, dans le deuxiéme cas, puisque si (i,7) € T, on a
1 <2< j<n,on anécessairement 2 < j<netl <e<n—1.

4. 1l faut aussi savoir le faire lorsqu’un des indices est fixé. Si ¢ est fixé, on a ¢+ < j < n, donc
1+ 1 < j < n, ce qui donne les valeurs de j. Si j est fixé, ona 1 <i < j,doncl1 <i<j—1,dou
les valeurs de 1.

Exemples.

1. Calculez Z 2' en sommant d’abord sur 7 & j fixé : on obtient 4(2" — 1) — 2n.

1<i<j<n

2. Calculez Z 2 en sommant d’abord sur i a j fixé.

1<i<jg<n

| Méthode 6.5 ]

L’intervertion des signes sommes lors de calculs de sommes doubles (rectangulaires ou triangulaires)
est une technique pour obtenir des égalités.

Exemple.

Calculez Z i2" (vaut (n — 1)2"! + 2) en calculant Z 27 de deux facons différentes.

i=1 1<i<ji<n

7 Coeflicients binomiaux et formule du binéme

| Définition 7.1| 1 sin =0,
. , . . ' — n
Soit n € N. On définit la factorielle de n par n! H k sinon

‘Proposition 7.2‘
Soit n € N. Alors (n+ 1) = (n+ 1) x nl.

|Propositi0n 7.3 |

|
Soient 0 < p < n. Alorsn—":n(n—l)(n—Q) (p+1) = H k.
p:
k=p+1
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‘ Définition 7.4 ‘

n n n!
Soient n,p € N avec 0 < p < n. On définit le coefficient binomial ( ) par < ) T —
p p/  pln—p)
Remarque.
Nous verrons dans le chapitre sur les ensembles finis une définition ensembliste des coefficients bino-
miaux.

Proposition 7.5
Soient n,p € N avec 0 < p < n. Alors (

n) n(n—l)'--(erl)‘

p) (n—p)!

Remarque.
Quand on calcle explicitement des coefficients binomiaux, il ne faut surtout pas calculer toutes les
factorielles, mais simplifier les produits autant que possible, cf les exemples.

Exemple.
Calculez (6) , (10) }

4 3

‘ Proposition 7.6 |

Soient n,p € N avec 0 < p < n. Alors (n) = < " >
p n—p

‘ Proposition 7.7‘

-1
Soient n,p € N avec 1 < p < n. Alors p(n) = n(n 1).
p p—

Proposition 7.8 (Formule du triangle de Pascal)

Soient n,p € Navec 1 < p <n—1. Alors

G =) (o)

Proposition 7.9 (Formule du binéme)

Soient a,b € C, et n € N. Alors

@y =3 (Mo =3 (M

‘Corollaire 7.10‘
Soient a,b € C, et n € N. Alors

(@b = (1 (”) I = (1 (") a"y

En particulier, on a

(a—1)" = En:(—n"—k(’;) a*, et (a+1)"= no (Z) a*.

k=0
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8 Systémes linéaires

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la résolution de systémes linéaires. La théorie des systémes
linéaires sera faite ultérieurement, lorsque nous aurons les outils d’algébre linéaire.

On fixe dans ce paragraphe deux entiers n,p € N* une famille de réels (a;;)i<i<n, €t b =

1<j<p
(by,...,b,) € R™

Définition 8.1 (Systéme linéaire)

1. Le systéme & n équations (ou lignes) et p inconnues a coefficients (a;;)1<i<n €t de second membre
1<gsp

(by,...,b,) est le systéme
anTy + -+ apT, = b

(S) :

ap1Ty .+ co At Qppxy = by,
d’inconnue (z1,...,z,) € RP.
2. Le systéme est homogéne si (by,...,b,) = (0,...,0).
3. Le systéme homogeéne associé (Sy) est le systéme obtenu en remplagant (by, ..., b,) par (0,...,0).

4.  Le systéme est compatible s’il admet au moins une solution.

Exemple.

20 +3y —2=95
3r+y+3z2=-2
p =3, (b1,by) = (5,—2), et par exemple as3 = 3.

Le systeme est un systéme a 2 équations et 3 inconnues (x,y, z). Ici, n = 2,

Remarques.

1. Un systéme peut n’avoir aucune solution : il est alors incompatible.

2. Un systéme peut avoir une infinité de solutions. Dans ce cas, certaines des inconnues sont alors
des paramétres de ’ensemble des solutions, cf. les résolutions en td.

3. Un systéme se résout (presque) tout le temps par équivalences. Il faudra veiller a faire une
rédaction qui en tient compte, cf. les rédactions en td.

Méthode de résolution d’un systéme linéaire

On utilisera impérativement la technique de manipulation sur les lignes exposée ci-dessous
(méthode du pivot). Pour un systéme a n équations et p inconnues, on procéde ainsi :

— On choisit tout d’abord une inconnue et une équation : cette équation est la ligne pivot.
On place cette équation en premier, et également I'inconnue choisie, et ce dans toutes les
équations.

— Pour chacune des équations restantes, on élimine 'inconnue choisie en faisant une combinaison
linéaire entre cette équation et la ligne pivot.
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— Il reste alors I’équation pivot, et un systéme de n — 1 équations & p — 1 inconnues. On recom-
mence alors le procédé avec ce systéme.
— Finalement, il reste un systéme triangulaire, qu’on résout (s’il y a des solutions) en remplacant
successivement les valeurs des inconnues dans les équations précédentes.
On utilisera systématiquement le codage donné dans la résolution de I'exemple ci-dessous pour
expliquer chaque manipulation.

Exemple.
20 +3y —2=95
Résoudre le systéme ¢ 3z +y+ 6z = —2 .
rT—6y+z=2
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