Chapitre 4

Les nombres complexes

Voici quelques rappels du cours de terminale :

1. On note C I'ensemble des nombres complexes, i.e. des éléments de la forme
a+1b, a,b e R,
oll 4 est un élément qui vérifie 2 = —1.
2. Sia,d,bb) €R, ona
at+ib=d +il < a=d etb=1.
3. Poura,beRet z=a+ibe C,leréel a est la partie réelle de z, notée Re(z), et b est la partie
imaginaire de z, notée Im(z).
4. L’addition et la multiplication dans C sont définies par
Va,bd bt eR, (a+ib)+(a'+ib") = (a+d')+i(b+1), (a+1ib)(a'+1ib") = (aa’ —bb') +i(ab' +a'b).
Elles sont associatives et commutatives, et la multiplication est distributive sur I'addition.

5. On note iR I'ensemble des imaginaires pures, i.e. ’ensemble des nombres complexes de partie
réelle nulle.

6. On rappelle que lorsque le plan euclidien usuel P est rapporté a un repére orthonormal, on peut
identifié C a P en associant a tout point M de coordonnées (a,b) son affixe a + ib.

Remarque.
Attention : I’équivalence du point 2 n’est vraie que si a,a’, b, b’ sont des réels. Par exemple si a = 1,

b=i,d =0 =0,onaa+ib=a +ib, maisa #a et b#£U.

Proposition 0.1 (Rappels)

Soient z,2' € C et A € R.
1. Re(z + 2') = Re(z) + Re(?') et Im(z + 2’) = Im(z) + Im(2’).
2. Re(Az) = ARe(z) et Im(Az) = Alm(z).
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Remarque.

Attention : le point 2 de la proposition 0.1 est faux si A n’est pas un réel.

1 Deéfinitions

1.1 Conjugué et module

Définition 1.1 (Conjugué et module)

Soit z € C. On définit le conjugué de z par

Z = Re(z) — ilm(2),

et le module de z par

2] = VRe(2)?2 + Im(2)? = V2Z.

Proposition 1.2 (Conjugué d’une somme, d’un produit)

Soient z, 2z’ € C. Alors

L. |z =z

2. SiANER, Az= )z

4. 22 =72

5. Z=z2

6 SlZ;«réO,—:i_:i
22 |z)?

1 1
7. Siz#0, alors (—) =—.
z z

Proposition 1.3 (Partie réelle et imaginaire)

Soit z € C. Alors

L. Re(z)zz—;z
z—Z

2. 1 =
m(z) = —

3. z€R <— z2=72

4. zeiR < z=-Z2

Proposition 1.4 (Module d’un produit)

Soient z, 2" € C. Alors
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Lo z2'[ = [2]|#]

2. Soit A € R. Alors |Az| = |A| - |z] ou |A| est la valeur absolue de A.

3. Pour tout n € N, [2""| = |z|"

Proposition 1.5 (Module et inverse)

Soient z, 2" € C. Alors

1 1

1. Siz#0,|-|=—
z| |

0 sz o |22 B
21 |2

3. Siz#0, pour tout n € Z, |2"| = |z|™.

Méthode 1.6 (Calcul d’un module en factorisant un réel positif)

SiAeRL, et z=Aa+iAb (a,b € R), on a |z| = AWa? + b2. On ne fait pas le calcul \/(Xa)? 4 (Ab)2.

1.2 Inégalité triangulaire

‘Proposition 1.7|
Soit z € C. Alors

Re(2)] <[z, Mm(2)] <z, 2] < [Re(2)| + [Im(2)]

Proposition 1.8 (Inégalité triangulaire)

Pour tout z,2' € C, on a |z + 2/| < |z| + 7]

Remarque.
Rappelons que si a,b € R, on a |a| < b si et seulement si a < b et —a < b.

| Corollaire 1.9 |

Pour tous z,2',2" € C, on a

|Z_Z”| < |Z_Z/|+|Z,_Z”|,

[l2] = 1] < |2 = 2.

Corollaire 1.10 (Inégalité triangulaire généralisée)

Soient n € N* et z1,...,2, € C. Alors

3




H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

2 Argument d’un nombre complexe

2.1 Nombres complexes de module 1

’Déﬁnition 2.1‘
On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1, i.e.

U={z€C, |z| =1}

‘ Proposition 2.2 ‘

1
Soit z € C. Alors z € U si et seulement si z # 0 et Z = —.
z

‘Déﬁnition 2.3‘
Soit § € R. On définit e? par

e = cos() +isin(d) € U.

‘ Proposition 2.4 ‘

Pour tout &k € Z, on a

1= e?ilmr7 1= ei(ﬂ'+2k7r), i = 6@'(77/2-1—214:71’)7 = 6i(—7r/2+2k7r)'
En particulier : A A ‘
1= —1=€7, i=em? —i=e /2,
Proposition 2.5
Soit z € U. Alors il existe 6 € R tel que
if
z=e",

ou encore

Proposition 2.6
Soient 6,0 € R. Alors

Remarques.
1. On définit alors e % = (=9,
2. La premiére formule permet de retrouver rapidement les formules du cosinus et sinus de la somme
de deux angles.

Proposition 2.7 (Résolution d’équations)

Soient 6,60 € R. Alors

¢ =1 <= 6=0 mod 2,

et plus généralement,
el =¥ «—= =60 mod 2n.
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Proposition 2.8 (Formule de Moivre)

Soient n € Z et 6 € R. Alors

(610)" _ ez‘nG7

ou encore

(cos(0) + isin(f))" = cos(nb) + isin(nb).

Proposition 2.9 (Formules d’Euler)
Soit # € R. Alors

6@'9 + 6710

cos(0) = 5

2.2 Argument

Définition 2.10 (Argument, forme trigonométrique)

Soit z € C*.

1. Un argument de z est un réel 0 tel que

z .
— =
2]
On note arg(z) =6 mod 27.
2. Si# est un argument de z, I’écriture

z = |2|e®

est ’écriture exponentielle de z.

Remarque.
0 n’a pas d’argument.

Proposition 2.11 ‘

sin(f) =

Si 6 est un argument de z € C*, alors les arguments de z sont 6 + k27, k € Z. Deux arguments de z

difféerent donc d’un multiple de 27.

Définition 2.12 (Argument principal)

L’argument principal de z € C* est 'unique argument de z dans l'intervalle | — 7, 7.

Proposition 2.13 ‘

Soient z € C, r € R* et 6 € R tels que z = re®.

1. Onaarg(z) =60 mod 7 et |z]| = |r|.

2. L’écriture z = re® est la forme trigonométrique de z si et seulement si r € R* | et alors arg(z) = 0

mod 2.
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3. Sir <0, la forme trigonométrique de z est —re'®*™ et arg(z) =60+ 7 mod 27.

Meéthode 2.14 (Calculer un argument)

— Si z = a + ib est sous forme algébrique (a,b € R), on calcule |z| = va? + b?. Alors

z a b
G ] ’
2 VaZ+ 12 Ve + 1?2

et on détermine 6 tel que

a b
_ in(f) = ——
‘/(12+b2 Sln( ) ,/a2+b2

(on peut s’aider du cercle trigonométrique).
— Si z =re avec 6 € R, on utilise la proposition 2.13, en faisant attention au signe de .

cos(f) =

Méthode 2.15 (Module et argument de e & ¢ )

Voici des calculs qu’il faut savoir mener correctement. Ils sont trés importants.

1. On commence par deux cas particuliers. Soit a € R.
(a) Ona
. . a -a .a a ‘a
e+ 1=ce" (eZ§ + 6_25) = 2cos <§) e'z,

donc

mod 27 si cos(a/2) > 0,
§+m mod 27 si cos(a/2) <O0.

donc

mod 27 si sin(a/2) > 0,
mod 27 si sin(a/2) < 0.

2. Soient a,b € R.

— Ona b
el 4 ezb — ¢ 2’3 (ezazb + e % ) — 9¢os (;) zaT"'bj
donc
. ) a—> - 4 atb  mod 27 sl cos (“—_b) >
e + e = 2|cos et arg(e’® +e?)={ 2 2 ’
| | ( 2 )‘ 8 ) {“T”Urﬂ mod 27 si cos(“T_b)<0

— De méme, on a
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donc

|€ia _eib| -9

k=

a+b s CR a—b
‘i (a ; b> ’ ot arg(e — ) = {f + g mod 27 sl sin (T) > 0,
2 2

mod 27 si sin (“

On peut remarquer que ce deuxiéme cas s’obtient a partir du premier en remplacant b par
b+ 7, car —e't = 047,

Proposition 2.16 (Opération sur les arguments)

Soient z,z' € C* et n € Z. Alors

z

arg(zz') = arg(z) + arg(2’) [27], arg <Z> = arg(z) — arg(2’) [27], arg(z") = narg(z) [27],

avec 00 = 1.

Proposition 2.17 (Résolution d’équations)

1. Soient z, 2z’ € C*. Alors

z=2 <= |z| = || et arg(z) = arg(z’) mod 2.
2. Soient 7,7 € R* et 0,0 € R. Alors

ret® — ot s r=r
=60 mod2n

3 Application a la trigonométrie

On a déja vu que certaines formules exponentielles permettent de retrouver les formules trigono-
métriques usuelles (prop 2.6). On va maintenant utiliser les formules d’Euler et de Moivre pour

1. linéariser des formules trigonométrique, i.e. les écrire sans puissances de sinus ou de cosinus,
mais comme somme de cos(kx) et/ou sin(kx).

2. exprimer les cosinus et sinus de multiple d’un angle en fonction de cet angle, par exemple cos(3x) =
4 cos®(x) — 3 cos(x).

Méthode 3.1 (Linéarisation de cos?(z) sin?(x))

Si x € R, on exprime cos(x) et sin(z) a l'aide des formules d’Euler. On développe alors un produit
d’exponentielles, que 1’on regroupe par puissances opposées pour faire apparaitre des cosinus et sinus
par la formule d’Euler. On a par exemple
it — emw\? 3 1
: 3 i3 T —iT —13z : :
sin(z)’ = | ——— ) == (""" —=3e" +3e " —e = —sin(x) — —sin(3z).
@ = (S5) =5 ) = Ssin(e) — Lsingar)

On va maintenant linéariser cos®(x) sin*(x) de trois facons différentes. On fixe 2 € R.
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— On écrit que

cos®(z) sin*(z) = (cos(x) sin(m))3 sin(z) = s (sin®(2z)) sin(x)

923
B 1 [ ei2r _ o—2ix 3 ple _ p—ia
23 2i 2i ’

et on développe. Cette méthode est la plus efficace, car elle réduit le nombre de calculs dans
le produit du développement des formules d’Euler.
— On écrit que

cos®(z) sin*(z) = cos®(z) (1 — COSz(l‘))Q = cos®(x) — 2cos®(x) + cos’ (),

ce qui revient a ajouter des linéarisations de puissances de cosinus. Ne sert que si la puissance
du sinus est paire. Permet d’éviter le produit des développement des formules d’Euler.
— La méthode la plus classique :

eix _+_67ix 3 eix - efix 4
3 AN
cos”(z) sin®(x) = < 5 > < % ) )
et on développe.

Faites les calculs avec cos®(x)sin®(z). Ce genre de calcul est utile pour calculer des primitives.

Méthode 3.2 (Expression de cos(nz) et sin(nz) en fonction de cos(z) et sin(x))

Il s’agit ici d’utiliser la formule de Moivre, puis de comparer les parties réelles et imaginaires apres
développement. Par exemple, on a

cos(3x) + isin(3x) = (cos(x) + isin(x))* = cos®(x) + 3i cos?(x) sin(z) — 3 cos(x) sin®(z) — i sin®(x),
ce qui permet d’écrire
cos(3z) = cos®(z) — 3 cos(z) sin®(z) = 4 cos®(x) — 3 cos(r)

sin(3x) = 3 cos®(z) sin(z) — sin®(z) = (4 cos®(z) — 1) sin(x).

Meéthode 3.3 (Calcul d’une somme de cosinus/sinus)

n

On considére un réel x et un entier n > 0. On veut calculer par exemple S = Z cos(kx). On écrit

k=0
n

que S est la partie réelle d’'une somme d’exponentielles : S = Re (Z eikx>. On calcule donc tout
k=0

d’abord

n

z”: ek — Z (em)k (Moivre),
k=0

k=0
ui mim rm ne sui éométriqu raison €. Or, si x = |, mine vau
est la so e des termes d’ne suite géomét e de raison ™. Or, si x = 0 [27], cette so e vaut

Zl =n+ 1. Sinon, ¢ # 1 et on a
k=0

2

n . . nt1 . n4l o4l : IE(TL—‘,—I)
) ez(n—l—l):p -1 elTtT pirty et ine sm <—

i _ iz I A
e 1 e'2 €'z —e "2 sm(2)
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4 Exponentielle complexe

Définition 4.1 (Exponentielle complexe)

Pour tout z € C, on définit I'exponentielle de z par

e* = eRel) (=) — oRe(z) (¢og(Tm(z)) + isin(Im(2))).

Proposition 4.2

1.  Pour tout z € C, on a

|e?| = eRel®), arg(e®) = Im(z) [27], e® # 0.

2. Pour tout 2,2’ € C, on a

Proposition 4.3 (Equations avec ’exponentielle)

1. Soient z,2' € C. Alors e* = e* si et seulement si z — 2’ € 2inZ.

2. Tout nombre complexe non nul admet un antécédent par ’exponentielle, i.e.

VzeC*, dxzeC, z=¢€".

5 Equations dans C

5.1 Définition

Définition 5.1 (Racines de l'unité)

Soit n € N*. Une racine n®™® de l'unité est un nombre complexe z tel que
2" =1.
On note U,, 'ensemble des racines n®™¢ de l'unité.

Soit n € N*. Alors {**/" | k€ Z} = {**/™ | k € [0,n — 1]}, et cet ensemble contient exactement
n éléments.

Théoréme 5.3 (Description des racines de ’unité)

Soit n € N*. Il y a exactement n racines n®™° de 1'unité distinctes qui sont les complexes

2ikm
wg=en , k=0,...,n—1.

On a en plus pour tout £k =0,...,n—1,



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

Remarque.
On peut prendre dans la proposition 5.3 kK = 1,...,n, ou tout intervalle de longueur n.

Définition 5.4 ()

2

1
On définit le nombre complexe j par j = e 3 = —3 +i—.

<[5

’Proposition 5.5 ‘

Onajd=1,j=35%1+j+352=0.

’Proposition 5.6 ‘

Soient n,m € N. Alors j" = j™ <= n =m mod 3. En particulier, si m est le reste de la division
euclidienne de n par 3, 7 = j™.

Proposition 5.7 (Racines carrées, troisiémes et quatriémes de 'unité)

1. Les racines carrées de 1 sont =£1.
2. Les racines troisiémes de 1 sont 1, j et j.
3. Les racines quatriemes de 1 sont +1 et +1.

5.2 Propriétés

‘Proposition 5.8
Soit n € N*, et z € U,,.
1. zZel,.

2. —z €U, si et seulement si n est pair.

Proposition 5.9 |

Avec les notations de la proposition 5.3, on a :

1. Sike{l,...,n—l},wk:wn_k.
2. CL)O:1.

3. Sin est pair, wy, = —1.

Méthode 5.10 (Placer les racines n-éme sur le cercle trigonométrique)

On se rappelle des points suivants :
— 1 est toujours racine n-éme de 1.
— —1 ne l'est que si n est pair.
— Dés qu’une racine n-éme est placée, on place son conjugué (symétrique par rapport a l'axe
Oz.

Proposition 5.11 (Somme des racines n®™¢ de 'unité)

Soient n € N*, w une racine n®™® de I'unité différente de 1, et wy, = e2*™/™_ Alors
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n—1
2. ) wp=0.
k=0

Remarque.

n—1
Siw=1,0na E wk =n.
k=0

’Proposition 5.12 ‘

Soient n,m € N, et z une racine n-éme de 1. Si n divise m, alors z est une racine m-iéme de 1'unité.

5.3 Racines d’un nombre complexe

‘Proposition 5.13‘
Soient a = re® € C* (r e R%, v € R), et n € N*.

ia+2k7r

1. L’équation 2" = a admet exactement n solutions distinctes, qui sont /re* » | k=0,...,n—
1. Ce sont les racines n-éme de a.
2. Soit 2y est une racine n®° de a. Les racines n-éme de a sont zowy, k=0,...,n — 1.

Proposition 5.14

Soient a € C*, n € N*, et w une racine n-éme de a.

1. W est racine n-éme de a.
2.  w est racine n-éme de a si et seulement si a € R.

3. —w est une racine n-éme de a si et seulement si n est pair.

Méthode 5.15 (Calculer les racines n-iéme)

On souhaite déterminer les racines n-iéme de a € C*.

1. On met a sous forme exponentielle a = re’® (r € R%) et on détermine une racine n-iéme z, de a.
On peut prendre zy = /re’®/™, mais parfois il y a plus simple.

2. On détermine les racines n-iéme wy, . ..,w,_1 de 1.
3. Les racines n-iéme de a sont alors zg, w120, ..., Wn_120

4. Sia est réel, les conjugués des racines sont encore des racines. Cela permet de n’en calculer que
la moitié.

5. Sin est pair, les opposés des racines n-iémes sont encore des racines n-iémes. Cela permet de n’en
calculer que la moitié.
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6. SiaecR*

%, 20 = {/a convient.

5.4 Racines carrées et équations du second degré

Méthode 5.16 (Racines carrées d’un complexe sous forme algébrique)

Voici comment calculer les racines carrées de a € C* dont on ne connait pas la forme trigonométrique.
Alors si z,y € R, le nombre complexe = + iy est une racine carrée de a si et seulement si

2?2 — y? = Re(a)

Py = o
signe(xy) = signe(Im(a))

Remarques.

1. Cette proposition est uniquement utile lorsqu’on ne connait pas la forme trigonométrique de a.
2. Rechercher les racines carrées de a donné sous forme algébrique "brutalement" méne a de longs
calculs...

Proposition 5.17 (Equations du second degré)

Soient a,b,c € C avec a # 0. On considére I’équation d’inconnue x € C
az’ +br +c =0, (%)
et A = b%® — 4ac son discriminant. Alors

1. Si A =0, 'équation (x) admet une racine double ~5g
a

2. Si A#0, et sid est une racine carrée de A, alors (x) admet deux racines distinctes qui sont

—-b+4 —b—9
2a 2a

Proposition 5.18
Soient a,b,c € C avec a # 0. Soit z € C.

1. =z est solution de I'équation au? + bu + ¢ = 0 si et seulement si Z est solution de I’équation
au® +bu+¢=0.

2. Siabec € Retz & R est solution de au? + bu + ¢ = 0, alors les solutions de I’équation
au? +bu + c = 0 sont z et Z.

|Pr0positi0n 5.19 |

Soit u € C. Pour tout z € C, on a (z — u)(z — u) = 2* — 2Re(u)z + |u|*.

|Propositi0n 5.20 |

™ +12=3S8
rre =p
dans C de I'équation du second degré z? — sz + p = 0.

Soient s,p € C. Pour tous ry,ry € C, { si et seulement si 71 et ry sont les solutions
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Remarques.

1. Faites bien attention au "—" de "—sx".
2. Dans le cas de I'équation aX? + bX + ¢ =0 (a # 0), les solutions sont les solutions du systéme

x+y=—3
Ty =<2

6 Application a la géométrie

On munit le plan euclidien orienté P d’un repére orthonormal direct R = (O, 7, 7) Rappelons
que les coordonnées dans R d’un point M € P sont deux réels (x,y) tels que

—
OM=z7+vy7,

—
et que la norme de OM est le réel
|OM|| = /22 + 2.

L’affize de M est le nombre complexe z = z 4+ 7y. On a donc
—
|OM]| = |z],
et si M' € P a pour affixe 2’ € C, alors
M=M — 2=7.

De plus, si z = re? (r € Ry, 6 € R) est la forme trigonométrique de I'affixe de M et si M # O, alors

s
M M —

O = O = cos(0) 7 +sin(d) 7 donc (7',0OM) =0 [2n].
" oM

Rappelons également que si a,b € C sont les affixes des points A, B, le vecteur 1@ a pour affixe
b— a.

6.1 Généralités

‘ Proposition 6.1 ‘

Soient A, B,C, D € P d’affixes respectives a,b,c,d € C, et W, ¥ deux vecteurs d’affixes respectives
z,7 € C. Alors

1. Le vecteur 1@ a pour affixe b — a.
2. Pour tous réel \, y, le vecteur AW + p 0 a pour affixe Az + puz'.
3. SiA#Bet(C#D,

—Qa

(ﬁ, 075) = arg (Z - C) [2n].
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Proposition 6.2 (CNS d’alignement et d’orthogonalité)

Soient A, B, M trois points du plan tels que M # B, d’affixes respectives a, b, z € C. Alors

zZ—a
e R.
b

1. A, B et M sont alignés si et seulement si
o

z_Zez’R.

et e
2. AM et BM sont orthogonaux si et seulement si

6.2 Transformations du plan - Similitudes directes

Soit f une transformation du plan. On lui associe une application g : C — C définie pour
2,2 € C par
9(2) =2 = f(M) =M,
ou M a pour affixe z et M’ a pour affixe z’. La fonction f est alors représentée dans le plan compleze
par g. Deux transformations du plan sont égales si et seulement si leurs représentations complexes
sont égales.

| Définition 6.3 ]
1. Soit ¥ un vecteur du plan. La translation de vecteur U est I’application qui & un point M associe
—
'unique point M’ tel que MM’ = .

2. Soit € un point du plan et £ € R. L’homothétie de centre €2, de rapport k, est 'application qui
a un point M associe I'unique point M’ tel que QM’ = kQM.

3. Soit €2 un point du plan et # € R. La rotation de centre €2, de mesure d’angle @, est ’application
qui & un point M du plan associe lui-méme si M = €, et sinon 'unique point M’ tel que QM’ = QM
et (QAM,QM') =6 mod 2.

Proposition 6.4 ‘

1. La translation de vecteur @ d’affixe b est représentée par 'application

z+—> 2+ 0.

2. L’homothétie de rapport k& € R* et de centre €2 d’affixe w € C et représentée par I’application

2w+ k(z —w).

3. Larotation de centre () d’affixe w € C et de mesure d’angle 6 € R est représentée par 'application

2w+ ez —w).

Définition 6.5 (Similitudes directes)

Les similitudes directes sont les transformations du plan représentées dans le plan complexe par les
fonctions z —— az +b,ota € C* et b € C.

Remarque.
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Les translations, homothéties de rapport non nul et les rotations sont donc des similitudes directes.

Proposition 6.6 (Reconnaitre une homothétie et une rotation)

Soient a € C*, b € C et f la similitude directe représentée par z — az + b.

1. Sia=1, f est une translation.
2. Siae€R\ {1}, f est une homothétie de rapport a.

3. Sia€eU\{l}, f est une rotation de mesure d’angle arg(a).

Proposition 6.7 (Conservation des angles orientés - Multiplication des distances)

Une similitude directe conserve les angles orientés et les rapports des distances.
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