Corrigé du EH 1

Exercice 8 : Théoreme de Lagrange

1. « Soitz € G, zx~! =e € H car H est un sous-groupe de G ; donc R est réflexive.

e Soit z,y € G tels que zRy;
donc : 2y~ € H, or H est un sous-groupe de G,
donc : (zy~)~! € H,
donc : yz=! € H.
Donc R est symétrique.
e Soit x,y,z € H tels que xRy et yRz;
donc:zy ' € Hety 'z€ H,
donc : (zy~1) x (yz~') € H,
donc : 2z~ € H.
Donc : R est transitive.

‘ R est une relation d’équivalence.

2. Soit y € G,
yRx < yz ' € H
& 3heH|yz ' =h
< JdheH|y=he
& ye He
Donc :

‘ Hzx est la classe d’équivalence de = pour la relation d’équivalence R.

3. Pour tout h € H hx € Hzx, donc f est bien définie de H dans Hz et pour
(h,k) e Hx Hx

f(hy=k & hxa=k
o h=ka !

et pour tout k € Hz, il existe k' € H tel que k = k'z, donc kz~! = k' € H (on vérifie
que I'antécédent trouvé est bien dans H).

‘ f est bijective de H dans Hzx.

4. Soit x € G, d’apres la question précédente, Hx est en bijection avec H, donc : la
classe d’équivalence de z (c’est a dire Hx) a le méme cardinal que H. Ceci est valable
pour tout x € G, donc :

toutes les classes d’équivalence ont le méme cardinal.

5. On sait que les classes d’équivalences de R réalisent une partition de G, or G est
un ensemble fini. Donc le cardinal de G est la somme des cardinaux des classes d’équi-
valence.

De plus, d’apres la question précédente, toutes les classes d’équivalence ont le méme
cardinal : Card H; donc en notant « le nombre de classes d’équivalence, n =
a x Card H.

Donc :

Card H | n.

6. Soit x € G, Vordre de x est : Card(gr(z)) et gr(z) est un sous-groupe de G, donc
d’aprés la question précédente : Card(gr(z)) | n. Donc :

‘ l'ordre de tout élément de G divise le cardinal de G.

Exercice 10

Montrons que Z/8Z et Z/27 x Z/4Z ne sont pas isomorphes :

soit (z,y) € Z/2Z x Z/AZ,

donc : 4+ (z,y) = (4-x,4-y) = (0,0). Donc l'ordre de tout élément de Z/27Z x Z/AZ
divise 4. Donc il n’existe pas d’élément d’ordre 8 dans Z/27Z x Z/4AZ : ce groupe n’est
pas cyclique.

Or Z/8Z est cyclique, donc :

| Z/SZ et Z/2Z x Z./AZ ne sont pas isomorphes. |

Lycée Victor Hugo, Besangon
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