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DEVOIR MAISON 1 - Sur les polynomes

Corrigé

[. POLYNOMES RECIPROQUES (MINES PC 2025)
1. On a:

p p p
XPP( ) P ak ( ) = > @ XPF =3 a, X"
0 k=0 £=0

k=
en effectuant le changement d’indice £ =p - k.
On obtient alors 1’équivalence :

P est réciproque si et seulement si Z ap Xk = Z ap-p X" k
k=0

Par unicité des coefficients dans la base canonique de C,[X ], on en déduit :

P est réciproque si et seulement si pour tout & € [0, p], ax = ap.

d

2. Notons que comme P est de degré p, on a Zmi =p.
i=1

On a donc :

1 d 1 m; d ' d 1 m; d
XPP(}) ZapoH(}—Ai) :angmZH(}—)\i) Zapg(l—)\iX)ml

i=1 =1

On suppose désormais que P est réciproque.

Montrons que 0 n’est pas une racine de P.

On a P(0) = ag et ag = a, d’aprés la question 1, avec a, # 0, d’out P(0) # 0
On en déduit que :

pour tout i € [1,d], A\; #0.

On peut alors écrire avec la factorisation précédente :

1

PO = T TT(x- 1) = oy T T (- 1)

i=1 i=1

1
Comme les complexes —, pour i € [1,d], sont distincts, on déduit de cette factorisation de P que :
i

1
pour tout i € [1,d], X est une racine de P avec la multiplicité m;.

3. On suppose que @ est antiréciproque.

Comme Q(X) = —XPQ(%), ona@(l)=-1"xQ(1) =-Q(1) donc Q(1) =0.

Ainsi :

‘1 est une racine de Q‘

On en déduit qu’il existe un polynéme P de degré p—1 (avec p—1 € N) tel que Q(X) = (X -1)P(X).
Si p=1 alors P est un polynéme de degré 0 donc c’est un polynéme constant (non nul).
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On suppose désormais que p est supérieur ou égal a 2.

On a : . . . )
-XPQ|=)=-X=-1|P[=])=X"} (X -1 P(—).
o(z)=-x(5-1)r(z) - me-or(s
Comme @) est antiréciproque, on a alors :

(X -1)P(X) = X" (X - 1)P(%) dot P(X) = Xplp(%)

puisque X — 1 n’est pas le polynéme nul.
On en déduit que P est un polyndme réciproque (on a bien p -1 € N¥).
Ainsi :

il existe un polynéme P constant ou réciproque tel que @ = (X - 1)P.

4. Notons tout d’abord que pour a € C* :

1
a=-a’=1<ae{-1,1}.
a

Soit a une racine de R de multiplicité m.
Sia=1alors a™=1.
Si a=-1 alors a™ = (-1)™.

Sia¢{-1,1} alors — est aussi une racine de R de multiplicité m, distincte de a, 1 et -1, et on a :
a

m
a™ x (l) =1.
a
En regroupant toute racine différente de —1 et 1 avec son inverse dans le calcul du produit, on obtient

donc que le produit des racines vaut 1 si —1 n’est pas racine et (—1)® si —1 est racine de multiplicité a.
Ainsi :

le produit des racines de R, comptées avec multiplicités, ne peut prendre que les valeurs 1 ou —1.

5. Reprenons les notations de la question 2 pour le polynéme R de degré p e N* :

d
R=a, H(X - \)™,
i=1
oll Aj,...,A\q sont les racines complexes distinctes de R et my, ..., mq leurs multiplicités, a, le coeffi-
cient dominant.
Comme 0 n’est pas racine de R, on obtient comme en question 2 :

1 d d d 1 m; d d 1 m;
xR (%)= o 10 -20™ = Cira, [T TT (Y- 1) = Cor T e I (-5 )
i=1 i=1 i i=1 ;

=1 i=1 1

e{-1,1}

d m;
1 %
Or, par les hypothéses données, on a aussi R(X) = a, H (X - )\—) car on peut paramétrer 1’en-

i=1 7

semble des racines par {)\i, i€, d]]}

2

On a donc R(X) = iXpR(%) d’otur :

‘R est réciproque ou antiréciproque.




II. ETUDE DE DEUX FAMILLES DE POLYNOMES (CENTRALE PC 2022)

A. Polynémes de Lagrange

1. On peut aussi écrire :
1

Li = H H (X — (lj).
1<isn @~ A5 1g<n
J#i J#i
Comme L; est le produit d’une constante non nulle et de n —1 polynémes unitaires de degré 1, on en
déduit que :

1

ai—aj

L; est un polyndéme de degré n — 1 et de ccefficient dominant H
1<j<n
j#i

2. » (.,.) définit bien une application de (Rn_l[X])2 dans R.

» Soit (P,Q, R) € (R, 1[X])". Soit AeR.
On a:

(\P+Q, R (XP+QX%ﬂﬂ%):§¥M%@)+ngﬂﬂ%)

-2
= kzn:l()\P(ak)R(ak) +Q(ar)R(ar)) = A}ip(ak)R(ak) + kzn:l Q(ar)R(ar)
MP, R) +(Q, R).

Donc application (.,.) est linéaire a gauche.
» Elle est de plus symétrique car pour tout (P, Q) € (RR_I[X])Z, on a :

(P.Q) = z P(a)Q(ar) = 2 Q(ar) P(ax) = (Q, P).

On en déduit donc également qu’elle est bilinéaire.
» Soit PeR,, 1[X]. On a:
w 2
(P,Py=>"(P(ax)) >0
k=1
en tant que somme de termes positifs.
Donc application (.,.) est positive.

» Soit P e€R,,_1[X]. On suppose que (P, P) =0 c’est-a-dire Z:(P(ak))2 =0.
k=1

Comme il s’agit d’'une somme de termes positifs, on en déduit que tous ses termes sont nuls d’ou
pour tout k € [, 1n], P(a) = 0.

Ainsi, P est un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1 admettant n racines distinctes donc c’est
le polynéme nul.

On en déduit que lapplication (.,.) est définie positive.

Ainsi :

(.,.) est un produit scalaire sur R, ;[ X].

3. Soit (i, k) € [1,n]?.
On a Li(a;) = [] G0 Y etsik+ i, comme le produit [] (X - a;) contient le facteur X — a,

1gjsn @i — @5 1<j<n
J# J#E
qui s’annule en ay, on a L;(ax) = 0.

Ainsi :

1 sik=i
Li(a’“)‘{ 0 sik#i




4. Soit i € [1,n]. Soit P e R,_1[X].

On a :
L“P Z L; (ak)P(ak) Ll(az) P(CLZ) + Z Lz(ak) P(ak) = P(CZ,L)
N—— 1<ksn ~—~—
=1 k+i =0
Ainsi :

(LZ,P) :P(CLZ').

5. La famille (Ly, ..., L,) est bien une famille de vecteurs de R,,_;[X] d’aprés la question 1.
De plus, d’apreés les questions 4 puis 3, on a pour tout (7,7) € [1,n]? :

1 sii=j
(Li L) = L(al)‘{o si i # 7.

On en déduit que (L, ..., L,) est une famille orthonormée de R,,_1[X].

Elle est donc en particulier libre et elle est de cardinal n = dim(]Rn_l[X ]) donc c’est une base
de Rn—l [X]

Ainsi :

(Lq,...,Ly,) est une base orthonormée de R,,_1[X].

6. Comme (L, ..., L,) est une base orthonormée de R,,_1[X], on a pour tout P e R, [ X] :

i=1

d’apreés la question 4.

Pour tout P e R, 4 ZP(aZ)L

7. Soit P € R,_1[X]. D’apreés la question précédente, on a P =" P(a;)L;.
i=1
Etudions le ceefficient devant X"~ du polynéme P.

1
Comme pour tout i € [1,n], le ceefficient devant X! du polynéme L; est W, le ceefficient
a; — aj;
1<j<n !
J#
n P(a;
devant X1 du polynéme P est Z __Pla)
H (a; - aj)
1<jsn
J#

Dans le cas d’'un polynome P de degré inférieur ou égal a n — 2, le coefficient devant X! est nul.
On en déduit que :

P(a;)
(a; - aj)

INAN /)
J#

pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n -2, on a Z =0.

B. Polynoémes de Tchebychev
8. D’aprés la formule du binome, utilisée pour développer (1 + )" avec x =1 puis z = -1, on a :

2= 3 (")1’“1”* -y (”) et 0= (”)(-1)k1n-k -y (”)(-1)k.
im0 \k im0 \k im0 \k im0 \k
On sépare dans ces deux sommes les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs, on obtient :

e E )L G R

e/ 0c2pen V2P penjoapricn V2P T 1 2p p=0  \2p+1
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et
0= ¥ (n)(—1)2p+ ) (n )(—1)2“1:lgj(")—l(n_zl)m( " )

peN/ 0<2p<n 2p peN/ 0<2p+1<n 2p +1 2p p=0 2p +1

En additionnant les deux égalités obtenues, on obtient alors :

/2] /2]y
2"+0=22( ) d’ou Z( ):2"1.
p=0 2]) p=0

2p

9. Pour tout p € [0, |n/2]], le polynéme (1 - X?)? est un polyndome de degré 2p et de coefficient domi-
nant (—1)P (pour le voir, on peut développer par la formule du binéme) donc (—l)p(; ) X2 (1 - X2)P
P

N——————
0
est un polynome de degré n —2p + 2p = n et de coefficient dominant (—1)”(; )(—1)” = (zn )
P P
Par somme, on en déduit que 7, est un polynéme de degré inférieur ou égal a n et que son coefficient

[n/2]
devant X™ vaut Z (;) =271 Comme 27! # 0, on en déduit que :
= P

‘Tn est un polynome de degré n et son ceefficient dominant vaut 2”‘1.‘

10. Soit f e R. On a :
cos(nf) = Re(e™’) = Re((e")") = Re((cos 6 +isinf)") = Re (ZL(:]( )(cos@ )" *(isin @) )

par la formule du binome de Newton.
En séparant les termes d’indices pairs et impairs, on a alors :
b

ln/2] /0 (D)2
cos(nf) = Re ( ) cos §)"2Pi?P(sin 0)%P + ( ) cos 0)"2P~12P+ 1 (gin )21
(1) = Re 3 (5 Jccostr iy« T3 ()" Jeos) (sinf)
ln/21 /o, ) ) (/2 - -
= Re ( ) cos )" P(=1)P(sin @)™ +i ( ) cosB)" P (=1)P(sin @)P*
2 (oot sy i3 (" Jeosay (1)
eR eR
On en déduit que :
n2l o o2l ,
cos(nf) = (2 )(—1)”(0080)"‘2p((sin0)2) Z( 1)”( )(COSQ)" 2p( —(COSH)2) =T, (cos(h)).
p=0 p

Prouvons maintenant 1'unicité.
On suppose que P, est un polynéme a coefficients réels vérifiant la relation :

VO eR, P,(cos(f)) = cos(nb).

On a alors pour tout 0 € R, (T}, — P,,)(cos(6)) = cos(nf) — cos(nf) = 0.

Ainsi, le polynéme T, — P,, a une infinité de racines (en effet, cos(R) = [-1, 1] donc tous les réels de
[-1, 1] sont racines) donc c’est le polynéome nul d’ou P, = T,,.

Ainsi :

T,, est I'unique polyndme a coefficients réels vérifiant pour tout 6 € R, T,,(cos(0)) = cos(nb).




11. Soit k € [1,n]. On a d’aprés la question 10 :

To(yrn) =T, (cos ((2]2;1)7)) = cos (n (M)) = Cos (M) =0

n 2n 2
(2k-1)m

car g[ﬂ']

k-1

De plus, les réels pour k € [1,n] sont des réels distincts de [0, 7] et la fonction cosinus est

injective sur [0, 7] donc les réels yy ,, pour k € [1,n] sont tous distincts et ils sont au nombre de n.
On a ainsi trouvé n racines distinctes de T,, qui est de degré n et de ceefficient dominant 2"~! donc
le polynéme T,, se factorise sous la forme :

T, = 2 [[(X = i)

k=1

12. Comme la fonction cosinus est surjective de R sur [-1,1], on a :

sup |Tn(x)| = sup T, (cos(0))| = sup|cos(nb)| = 1.
ze[-1,1] RN

En effet, pour tout # € R, on a |cos(nf)| <1 et 1=|cos(n x0)| donc 1 est le maximum de I’ensemble
{|cos(nB)|,0 € R} donc c’est en particulier sa borne supérieure.

1
——T,(x)| = 5— car —— est un réel positif ne dépendant pas de x.

2n-

Par conséquent, on a sup

we[-1,1]12™7

Ainsi :

1

sup |T.(x)| =1 et le polynéme T —T, = H(X Yk.n) €St un polynome unitaire de degré n réalisant
ze[-1,1] k=1

le cas d’égalité dans (2).

13. Comme @ est la différence de deux polynoémes unitaires de degré n, les termes X" se compensent
donc :

’Q est un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1.

14. On suppose que sup |W(x)|< L
vel-11]
Soit k € [0,n - 1].
1 | (~1)k \ ,
On a Q(z) = T —Tn(2) = W(z) = —Cos(lmr) W(z) = gt W (z) (d’apres la question 10)
( 1)k:+1

2n71

et de méme Q(zg41) = - W (2ks1)-

_ (2711_1 - W(Zk:)) (2n—1 ) si k est pair
On a alors Q(zx)Q(zks1) = 1 1
_ (2n_1 + W(zk)) (2n_1 - W(zk+1)) si k est impair.

1 1
Or, comme s[ulpl] (W ()| < 5—, on a pour tout x € [-1,1], [W(x)| < sup,_11|W (#)] < pr=) donc
1

Comme zj, et z;,; appartiennent a [-1,1], on en déduit dans les deux cas que Q(zx)Q(zxs1) < 0.
Ainsi :

pour tout k € [0,n — 1], Q(2x)Q(zk+1) <O0.

On a pour tout & € [0,n— 1], zx+1 < 2x (car la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7])
et en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction continue @), comme Q(z;) et
(Q)(zk+1) sont de signes contraires, on obtient que @ s’annule sur |zj, 1, zx|.
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On obtient ainsi n racines distinctes de @) et le polynéme () est de degré inférieur ou égal a n -1
(d’aprés la question 13) donc nécessairement, () est le polynome nul.

1 1
Ainsi, W = —T,, ce qui est absurde car sup |[W(x)|< — et sup |—1Tn(x) =
2n- ze[-1,1] 2n- ze[-1,1]1277 2n
On en déduit (1.2) :
1
sup |W(x)|> )
ze[—1,1]| (@)l 2n-1
15. Soit k€ [0,n]. On a :
Qlzr) _ _ (=DF
[T1Ge-2) Tl(z-2)
3=0 j=0
Jj#k jtk

Or, pour tout j e [0,n], ona 2, —2;<0si j<k-1et z,—2;>0slj>k+1 (par stricte décroissante
de la suite (2 )ke[o,n])-
Il y a donc k termes strictement négatifs dans le produit et les autres sont strictement positifs donc
n
le produit [[(z; - z;) est du signe de (-1).
=0
gtk
On en déduit que le quotient est positif :

Q) 0.

lﬁ)(zk - zj)

ith

pour tout k € [0,n],

16. Par la question 7 en adaptant les notations, (zo, ..., z,) sont n+ 1 réels deux a deux distincts, et
(@ est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1 donc :

L Q=)
1;) [T Gr-2)

0<j<n
j=k

=0.

Or, d’aprés la question précédente, c’est une somme de termes positifs donc tous ses termes sont nuls.
On en déduit que pour tout k € [0,n], Q(zx) = 0.

Ainsi, () est un polynome de degré inférieur ou égal & n — 1 qui admet n + 1 racines distinctes donc
c’est le polyndéme nul ) = 0 et par suite :

1

= on-1 n:

w




