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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 1

EXERCICE

1. On a nl_l)rJrnoo (Inn)?

On en déduit que :

= +00 par croissances comparées.

la série Z _n

diverge grossiérement.
(Inn)?
n>2

On a pour tout ne N avec n > 2 :
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De plus, la série de Riemann ) — diverge (car 3 < 1) donc la série ) (In2) x NG diverge également
n>1 VT nxl n

(constante multiplicative non nulle).
Par comparaison par inégalité, on en déduit que :

_ Inn .
la série Z —— diverge.
n2 n

2 2
: 3/2 (Inn) o (Inn) _ : ,

On a lim n’/*———— = lim = 0 par croissances comparées donc

n->+o0o n? ot plf2 n2

(Inn)? 1
=0l —=p )
1
On a de plus pour tout n € N*, —— >0 et la série de Riemann ) —— converge (3/2 > 1).
32 Lt 3]
Par comparaison par petit o, on en déduit que :

(Inn)?

2

la série Z

n>1

converge.

1 1 1 1 1
2.0nae*—1 ~ xet lim (——) =0 donc exp (——) -1 ~ ——donc 1-exp (——) ~ =
n

x—0 n—+00 n n—+oo n, n ) n—>+oo n'

1
On a de plus pour tout n e N*, — >0 et la série de Riemann Z — diverge (série harmonique).
n nx1

1
Par comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z - (exp (——) - 1) diverge donc (constante
n>1 n
multiplicative —1 # 0 ne change pas la nature) :

1
la série Z (exp (——) - 1) diverge.
n

nz1

1 1 .
On a pour tout n € N*, —— <0 donc exp (——) <1 (croissance de exp sur R).
n n

1
Ainsi, la série Z (1 —exp (——)) diverge et est a termes positifs donc sa suite de sommes partielles
n>1 n
tend vers +oo.
I 1
On a donc lim Z (1 —exp (_E)) = +oo0 d’ou :

n—+oo

k=1

lir+n Z (exp (—%) - 1) = —00.

k=1




(-1)"
n!

La série ukvn k| est le produit de Cauchy des séries » u, et > v,.
k=0 k'e" b >0 \ik=0

n>0

3. On pose pour tout n € N, u,, = et v, = —

La série Y |u,| = Z — converge (série exponentielle de paramétre 1) donc la série ) u, converge
n!

absolument.

La série Y |v,| =) (e")" converge (série géométrique avec |e'| < 1) donc la série ) v, converge

absolument.

k
Par produit de Cauchy, on en déduit que la série Z (Z (1) ) converge (absolument) et a pour

n20 \k Ok' enk
somme : " 1) , ,
-1\n | _ - —
5(E) (B Eer) o
L NS
La ser1e7§0(];) LTonw | converge eth:;) kz:(:)k'e”*’f - —

PROBLEME 1 d’aprés Ecricome 2020 et ESA MP 2006
1.(a) Par le cours :

. . 1 . .
la série de Riemann Z — converge si et seulement si a > 1.
nx1

1
1.(b) La fonction ¢ ~ o est continue et décroissante sur [1,+oo[ (puisque a > 1) donc pour tout

keN* on a:
1 k+1 ]_ 1
NN L PO
(k+1)e kot ke

Soit n € N*. Soit N € N tel que n < N —1.
En sommant pour k allant de n & N — 1, on obtient :

=n

Or, par changement d’indice ¢ = k + 1, on trouve :

Y it 2
(k + 1)a B k=n+1 ka

et par la relation de Chasles, on a :

N ke N1 1 N
Z / —dt = —dt = [ t_o‘”] = — (Nl_a - nl_a) car o # 1.
—a+1 n l-«

k=n JF n

Par passage a la limite dans les inégalités obtenus, comme les séries en jeu convergent et lim N7 =0

N —>+o00
puisque « > 1, on obtient :
1 1 1
RL” < o — 1 na—l < R]_,n + —a
On en déduit que :
1 1 1 1 1
_ - — <Ry, ——




Co 1 1 ) o 1 1 1 1 1
mme — =o0ol——],on a -~ .

ne ne-l a-1n>t no a-1not
On en déduit par encadrement que :

1
Ry,~——.
L (a—1)not

1.(c) On est toujours dans le cas a > 1.
Par définition, la série Z u, converge a l’ordre 2 lorsque la série Z R, ,, converge.

n>1 n20
1
Or,ona Ry, ~—— et pour tout n e N*, ——— >
’ " (a=1)net " (a-1)not”
. . . . 1
Par comparaison, on en déduit que les séries Z Ry, et Z — sont de méme nature (puisque ]
nx1 T o=

est une constante multiplicative non nulle).
Par conséquent, la série Z R, ,, converge si et seulement si o — 1> 1 c’est-a-dire a > 2.
Ainsi :

la série Z u, converge a l'ordre 2 si et seulement si o > 2.
nz1

2.(a) Pour tout n e N*, on a :

_n
(n+1)"

=exp(nlnn-nln(n+1)) = exp (—nln(l + %)) = exp (—n(l +0(%))) =exp(-1+o0(1))

n

1
car In(l1+z) =z + oo(x) et lim —=0.

n—>+00

Comme 11131 (-1+0(1)) =-1, on en déduit par continuité de la fonction exponentielle en -1 que :

nn
lim ——— =¢7!
noreo (. + 1)"

2.(b) On a pour tout n e N*, u,, >0 et

Soil D ! z — Oxe'=0<1.
U, (m+1)™ n+1(n+1)"note

On en déduit par le théoréme de d’Alembert que :

la série Z U, converge.
nx1

1 1 1
2.(c) Soit k > 3. Comme la fonction z — e est décroissante sur R (puisque k> 0), on a o < 3
Ainsi :
1
pour tout k > 3, uy < e

1 (1\*
Soit n > 2. On a pour tout k>n+1, k>3d0n00<uk=ﬁ<(§) )
1 k
Comme les séries Z uy, et Z (—) convergent (série géométrique avec |§| < 1), on en déduit par

k>n+1 k>n+1
somie que :

T oo 1 k 1/3n+1 1
k=n+1 k=n+1 3 1 - 1/3 23n
1
Pour tout n 22, 0 < Ry, < SRR




2.(d) On a donc :

1
» Pour tout n>2, Ry,

<
X 37’1
2

2.

» Pour tout neN, Ry, >0.

T \" L. 11 .

» La série géométrique Z —| converge donc la série Z = aussi.
Par comparaison, on en déduit que la série Z R, ,, converge.

Ainsi :

la série Z u, converge a l'ordre 2.
nx1

11
Soit n € N*. Pour tout k>n+1, k>2 donc 0< Ry < 557

Comme les séries en jeu convergent, on obtient par croissance et linéarité de la somme :

+00 1 oo 1 k 1 1 1
0< Y Rip<= (—) o=
k:nzﬂ 2 k:znil 3) "223" 43n
Ainsi :
1
Pour tout n> 1, 0< Ry, < ——.
our tout n 2, 130

2.(e) Montrons par récurrence que pour tout p > 2, la série Z u, converge a l’ordre p et pour tout
n>1
1

n}l,OéRp’ngw-

Initialisation : Le cas p =2 a été prouvé a la question 2.(d).
Hérédité : Soit p > 2.

On suppose que la série Z uy, converge & l'ordre p et pour tout n>1, 0 < R, < TR
nx1 .

" 11
La série géométrique Z (—) converge donc la série Z - aussi.
n>0 w50 2P 3
Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z R, ,, converge.

Cela signifie que la série Z u, converge a l'ordre p + 1.

nxl
. . 11
Soit n € N*. Pour tout k> n +1, k:)ldoncOéRp,kéﬁ?)—k.

Comme les séries en jeu convergent, on obtient par croissance et linéarité de la somme :

+00 1 t 1 k 1 1 1
O < R n = R g - oy = = .
v k:%;rl e o k;;l (3) 0930 optl 3n

La propriété est donc vraie au rang p + 1.
Par récurrence, on a donc prouvé que :

pour tout p > 2, la série Z uy, converge a l'ordre p et pour tout n>1, 0< Ry, < TR
nz1 .

1
2.(f) On a montré que pour tout p>2 et tout n>1, on a 0< Ry, < 55 gn
. )
On a donc en particulier, pour tout n > 2, 0 < R,,,, < STRD = o (on prend p =n).

1 n
Comme la série géométrique Z (6) converge (|%| < 1), on en déduit par comparaison par inégalité
que :

la série Z R, , converge.




. . 1
3.(a) La série ) u, est une série alternée car pour tout n € N*, u, = (=1)" x — avec — > 0.
nxl n n

1
De plus, la suite (|uy]),5; = (—2) est décroissante et converge vers 0.
g n nxz1

Par le critére spécial des séries alternées, on en déduit que :

+00
1
la série ) u, converge et pour tout n €N, [Ry,|=| Y wp| < |upsa = —
n>1 k=n+1 (n+1)

1 1 1
CISIE et la série (s 1) =y 3 converge (2> 1) donc
n>0 nx1

par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z R, ,, converge absolument donc converge.
Ainsi :

3.(b) On a pour tout n € N, 0 <|Ry,| <

la série Z u, converge a 'ordre 2.
nx1

. . 1 1
4.(a) La série ) u, est une série alternée car pour tout n € N*, u, = (-1)" x — avec — > 0.
n n
nx1

1 .
De plus, la suite (|uy),s; = (—) est décroissante et converge vers 0.
nx1

Par le critére spécial des séries alternées, on en déduit que :

la série Z U, converge
nzl

+00
et pour tout neN, Ry, = Z uy est du signe de son premier terme c’est-a-dire de (-1)7+!.
k=n+1
On en déduit que :

la série ZRM est aussi alternée.

4.(b) Soit n € N.

—1)\P
La série Z ( D) converge par le critére de Leibniz puisque la suite ( est décroissante

son+l+
et converge vers 0

n+1+p)p>0

(-1”

De méme, la série converge.
pz[:) n+2+p
1 1
Par linéarité, on en déduit que la série Z(—l)p( — ) converge et on a :
50 n+l+p n+2+p

SV (s ) s S

n+l+p n+2+p

Par les changements d’indices Kk =n+1+p et k=n+ 2+ p, on obtient :

L R =

n+l+p n+2+p Z

= (—1)_n_1R1,n - (_1)_n_2R1,n+1-
k=n+1 k k=n+2 k

Or, on a vu que Ry, est du signe de (-1)"*! donc Ry, = (-1)""Y|R;,| et de méme, R, est du
signe de (-1)"*2 donc Ry 41 = (—1)"*2| Ry paa.
En remplacant dans I'égalité précédente, on en déduit que :

+0o0 1 1
> (D (o - g ) = IRund = Rl
p=0

n+l+p n+2+p

Ainsi :

+o0 1 1
t t N R n_Rn = —]_p — .
pour tout n € N, | 1,| | 1, 1] ng( ) (n+1+p n+2+p)




4.(c) On a pour tout m € N* :

1 2 +l_m(m+1)—2m(m+2)+(m+2)(m+1)

m+2 m+1 m (m+2)(m+1)m
m2+m—2m?—4m+m? +3m +2
(m+2)(m+1)m
2
(m+2)(m+1)m’

On en déduit que :

1 2 1
- +—20.
m+2 m+1 m

pour tout m e N*,

Soit n € N. Soit p € N.
En appliquant ce qui précede avec m =n+ p+ 1€ N*, on obtient :
1 2 1 1 1 1 1
>

- + > 0 donc - > - .
n+p+3 n+p+2 n+p+1 n+p+1l n+p+2 n+p+2 n+p+3

On en déduit que :

) 1 1 ..
la suite - est décroissante.
n+l+p n+2+p 50

4.(d) Soit n € N.

1 1 1 1
La série Z(—l)p ( - ) est une série alternée car pour tout p € N, - 2
250 n+l+p n+2+p n+l+p n+2+p
. 1 . -
De plus, la suite ( - ) est décroissante et a pour limite 0 lorsque p tend vers +oo.
n+l+p n+2+p/,
. . . : = 1 1
Par le critére spécial des séries alternées, on en déduit que la somme Z(—l)p ( - )
=0 n+l+p n+2+p

est du signe de son premier terme c’est-a-dire positive.
On a donc pour tout n € N, |Ry ,,| = | Ry 41| 2 0 donc |la suite (|Ryp|)ns0 est décroissante.
On sait de plus qu’en tant que suite des restes d'une série convergente, on a lim R;, = 0.

n—+00o

Ainsi, Z Ry, est une série alternée, la suite (|Ry,|)ns0 est décroissante et converge vers 0.
Par le critére de Leibniz, on en déduit que la série Z R, ,, converge.
Ainsi :

la série Z u, converge a 'ordre 2.
nx1

PROBLEME 2 d’aprés ESA PC 2016
A.1.(a) Notons f la fonction =+~ In(1 + z).
La fonction f est de classe € sur | —1,+oo|.

(=D (k-1)!

Montrons par récurrence que pour tout k € N*, pour tout z €] — 1, +oo[, f*)(z) =

(1+x)k

Initialisation : . e (1)) 2ol '
On a pour tout z €] -1, +oo[, f'(x) = 1+2 et pour k=1, = 21 +(x); ) = (Ijx - —

s . (-1)k+1(k-1)!
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que pour tout z €] — 1, +oo[, f*)(z) = o)

x
—1)k+2k!
En dérivant, on obtient pour tout z €]-1,+oo[, f**D(z) = (-1 (k-1)!(-k)(1+xz)*1 = ((1+)W
x

(=D (k-1)!
(1+x)k

Conclusion : Pour tout k € N*, pour tout z €] - 1, +oo[, f(F)(x) =



Soit n € N*. La fonction f est de classe €"*! sur | - 1, +oo].
Soit x €] = 1, +0o[. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral appliquée entre 0 et z, on a :

f(x) Zf(k)(o) k f (37 t) f(n+1)(t)dt

k=0

Comme f(0) =0 et pour tout k € N*, f()(0) = (=1)*1(k-1)!, on en déduit :

(ZE t)n 1)n+2n|
n! (1+ t)”+1

in(1+0) - 37 R

d’ou :

In(1+x) :zn:( )]Hlx Py (-1)" [ ((x 2l dt.

1+¢)ntl

A.1.(b) Soit n e N*. En appliquant la question précédente avec x = —% €] — 1, +o0[, on obtient :

o35 () e [

ou encore : 1y » .
n + _ + n
-1)" —)n
() kZ::l K2k +( )‘/0 ( )2n(1+t)n+1
Ainsi :
L 5ol 0 (1+2t)"
w(l) 3L e,
n(2) kZ::l k2Fk -1/2 2”(1 + t)n+1
A.1.(c) Soit n e N*.
(1+2t)"

On a pour tout ¢ € [-1/2,0], 1+2t >0 et 1+¢> 5 >0 donc —2n<1+t>n+1 >

o (1+2t)"
Par positivité de 'intégrale (-1/2 <0), on en déduit que [1/2 W
On a pour tout ¢ € [-1/2,0], 1+¢> 5 > 0 donc (1 +¢)™! > 75 donc 27(1 +t)™*! > 1 > 0 et comme
(1+2t)"
2n(1+ )+t

2 0.

(1+2t)" >0, on en déduit que <2(1+2t)n.

0 1+2¢)"
Par croissance de I'intégrale (-1/2 <0), on en déduit que / L <2 / (1+2t)"dt.
1/227(1 +t) wrd
Ainsi :
1+2¢)" 0
0< f 20" ico [0 (1e 20
12 27(1 + t)”*l ~1/2
A.1.(d) On a:
0 1 ’ 1
2 f (1+20)"dt = (120t = —
-1/2 (n+1) g Nl

1
Comme lim

=0, on en déduit par le théoréme des gendarmes que :
n—+ooq + 1

0 1+2¢)
lim (1+2t)

———dt=0.
n—+oo Joy/2 27(1 +t)n+l

n

Par A.1.(b), on en déduit que lim Z k;’f —111(1) =In2.

n—+oo 2
Ainsi :
1 +00
la série —; conve eeton a =In2.
i 1;1 1ok nverg n Z [ o n




. 1 . L . 1 1
A.2.(a) Comme la suite (@)k?1 converge (vers 0 puisque 2 > 1), la série télescopique 1;1 (@ - W)

converge et on a par télescopage :

(L1 )1y, L1
S\ k2k (E+1)2k1 ] 2 koo k28 2

La série Z 1 1 converge et a pour somime 1
—_— v —=.
Z\k2F T (k+ )2kt seeharp 2

A.2.(b) Soit ke N*. On a :
1 (k+D)-k 1 1 1 2

k(k+ )28 k(k+ 128 k28 (k+1)2F  k2F  (k+1)261

Ainsi :
1 (1 1 !
E(k+1)28  \ k28 (k+1)2k+1 )  (k+1)2k+1
A.2.(c) Comme les séries ). SN ety . > L convergent, on en déduit
- Si\R2E (R + 1281 ] 5 (k4 1)281 5 k2k sen

1
par linéarité que la série Z

———— CO t o :
kzlk(k_‘_l)chnvergee n a

+00 1 +00 1 1 +00 1 1 —+00 1 1 —+00 1 1
—_— = Rl ——r — B e ————— _— = = _— = :1—1 2
,;k(kzu)% kzl(k:Qk (k:+1)2k+1) kzl (k+ 1)2k1 2 k;mk 2 (kzl ji2k 2) "
La série Z ; converge et on a io; =1-1n2
&k + )2 & Sk +1)2F '

A.3.(a) On a pour tout n € N* :

1 1
Ups1 —Up = Hypp —In(n+1) - H, +Inn = +ln( i ): +ln(1—
n+1

n+1 n+1 n+1)'

Comme lim =0, on en déduit :

n—+oo 1, +

~ —

1 1 1, 1 1, 1 1 1
Ups1 = Up = - - 0 = - 0 N ———— o~ ———
H n+l n+l 2(n+1)? (n+1)2)  2(n+1) (n+1)2)  2(n+1)2 2n2

On a donc : |

2n2’

1
» VneN*, — > 0.
2n?

> Up — Ups1 ™

. . 1 ) 11 ,
» La série de Riemann Z —; converge (car 2 > 1) donc la série Z —— aussl.
n>1 n>1
Par théoréme de comparaison, on en déduit que la série Z(un — Up41) converge et donc :
nx1

la série Z(Unn - u,) converge.
nx1

A.3.(b) Par télescopage, on en déduit que la suite (uy,),s1 converge vers un réel que 1'on note 7.
On a alors lim (H,-Inn) =~ d’ou H, —lnn -~ =o0(1).

n—>+00

Ainsi :

il existe v € R tel que H, =lnn+~v+o(1).

8



A.3.(c) Soit n € N*. En séparant les termes d’incides pairs et impairs, on obtient :

2n (_1)k+1 n o (=1)2p+1 nzl (_1)2p+1+1 n 1 n-1 1 1 n-1 1
B YC LS YEI RS SIC LIRS LI N S |
= k = 2p =0 2p+1 20 S 2p+1 2 b0 2p+1

De méme :

Par différence des deux égahtés obtenues7 on obtlent alors 7o, — H2n =-H, dou:

p+1 p+1

’7—2n = H2n_Hn-‘
. (_1)k+1 . ; 1
A.3.(d) La série ) 7 est une série alternée car pour tout k € N*, T > 0.
k>1
1
De plus, la suite (—) est décroissante et tend vers 0.
ettt —1)k+1 ( 1)k+1
D’apreés le critére de Leibniz, on en déduit que la série Z converge doncon a lim 7, = Z .
k‘/ n—>+0oo
7! +00 (_1)k+1
Par propriété des suites extraites, on a également lir+n Top = Z o
e k=1
Or, on a d’aprés ce qui précede :
Ton =In(2n) +y+0(1) —Inn-y+0(1) =In2+0o(1) — In 2.
Ainsi par unicité de la limite :
Z )k+1
A.4.(a) Soit neN*. On a :
n—-1 n—-1 n 2n
[T2k+1) JJ@k+1)]](2k) [1¢
0 = k=0 _ k=0 k=1 _ -1 _ (2n)!
n - n+ly,| n - n n - n+lp 19N, |
n2n+in! n2 il [(2k) n2”+1n'(H 2) (H ) n2n+inl2nn)
k=1 k=1 k=1
d’ou :
@)
n = n22n+1(n!)2‘
(Qn) 1
— ™
22n 2n 72n2
A.4.(b) On a d’aprés la formule de Stirling : a,, ~ € _ e naymy/n donc :

2 n22n+lp2ne-2n9mrn

(2] )

1
2y/mn3/2’

Ap ~

A.4.(c) On a donc :
1

2/mn3/2’

1
» Pour tout n e N*, ———— > 0.

2/mn3/?

Ay, ~




1 1
» La série de Riemann converge (2 > 1) donc la série E ———— aussl.
§ g (2 ) NG L

Par théoréme de comparalson on en déduit que :

la série Z a, converge.

B.1.(a) Soit n € N. Comme toutes les séries en jeu convergent, on a par linéarité :

Ji" 1 ~ J’f 1 1 Ji’i’ 1 ~ 1 J’z":" 1
k=n+1 k(k + ]')Qk ) k=n+1 k2k (k: + 1)2k+1 k=n+1 (k: + 1)2k+1 ) (’I’L + 1)2n+1 k=n+2 k2k
par telescopage et glissement d’indice.
1 =X 1 1
Comme — ————, on en déduit que :
kzn;Z k2 k:zn;rl k28 (n+1)2m+t
2 1
Vio=————-R,dou|V,=—F - R, |
(n+1)2n+1 (n+1)2n
B.1.(b) On a pour tout k € N avec k > n+1, 28k(k+1) > 2Fk(n+2) > 0 donc 0 < ! < ! L
2kk(k+1) n+22Fk
+o00 1 1 +00 1
Par somme (les deux séries en jeu convergent), on en déduit que 0 < k:;l (ki + 1)2F < 3 kZ ok

CommeRn>O,onaalor80<ﬁ< L .
R, n+2

Comme lim

n—+o0o 1, + n—+oo I}

Vo =0o(Ry).

_
(n+1)27
Or, R,+V,=R,+0(R,) donc R, +V,, ~ R, et

B.1.(c) D’aprés B.1.(a), on a R, +V}, =

1
(n+1)2n "o

On en déduit par transitivité que :

1
R, ~ o
2.(a) Soit n e N*.
( 1)k+1 (_1)k+1 ( 1)k+1

Ona s, = Z

- ;k—12)2

Par la questlon A.1.(a) appliquée avec z=1¢€] -1 +oo[ on obtient :

b
o (1+¢t)mt

——dt.

Sy = (~1)"

1-t¢
B.2.(b) La fonction v : t T3 est de classe € sur [0, 1] et pour tout ¢ € [0,1],

On pose alors u = 1_;t On a du = mdt

Lorsque t =0 alors u =1 et lorsque ¢ = 1 alors u = 0.

Onaaussil+i¢=
On en déduit :

1+u

(1)”f0 (u) (1+ )(1 t)zdt—( )" fum§u

10

V
=0, on en déduit par encadrement que lim R_n =0 c’est-a-dire :

=n+1

-2

v'(t) = a0



d’ou :

1 tn
1+t

= (-1)" dt.

2.(c) Soit n e N*.

n+1

Les fonctions t
a:

1 . .
N et t— 11 sont de classe €' sur [0,1] donc par intégration par parties, on
n+ +

1 ¢n 1 o+l 1 1 1 ¢n+l 1 1 1 ¢n+l
f dt:[ ] " dt = , dt.
o 1+t n+ll+tly n+1Jo (1+1)2 2(n+1) mn+1Jo (1+1)?
On en déduit :

U, e

= dt.
" 2(n+1) n+1 Jo (1+t)2

B.2.(d) Soit n e N*.

{n+l
On a pour tout t € [0,1], 0

MR

1 tn+1 1 1 1
dt\f "t dt = [ t”+2] =—.
0o (1+¢)2 n+2 0 n+2

Par encadrement, on en déduit que lim f ———dt =0.
(1+1)?

Cor ey Cr ey Gy
nrl b Gripits O(n+1)d°nCS 2(n+1)+0(n+1)N2(n+1)N on

(="
S~ g

< ™! donc par croissance de 'intégrale :

Par suite,

1
B.3.(a) On a déterminé dans 1 tion A.4. n~ ——as-
(a) On a déterminé dans la question (c) que a N

=1 donc pour tout € > 0, il existe N € N* tel que pour tout k € N,

Cela signifie que lim T

ONIEEl
k>N,ona:

ag
— 1
SNCTE

3.(b) Soit k€N, k> 2.

—1l{ge=1-¢«

k
Sltee|(l-8)———
T 2\/_’?3/2

1 1
Par décroissance de la fonction ¢ — S [1,+00[, on a pour tout ¢ € [k, k+1] : T < IR
Par croissance de l'intégrale (les fonctlons intégrées sont continues sur le segment [k, k + 1]), on

) k+1 1 k+1 1 1
obtient : [c t3/2dt S /k: L3/2 apdt= k3/2 (k+1-k)= L3/2
1

L. 1 1
Par décroissance de la fonction ¢ ~ 253_/ ur [1,+oo[, on a pour tout ¢t € [k—1,k] : = < Vi
1 k ko1
p de Vintégrale, on obtient : —=[ dt\f _dt.
ar croissance de I'intégrale, on obtien 3 T L 3

D’ou :

kel dt 1 ko dt
/k £312 Y 32 /k_l £3/2

3.(c) Soit (n,p) e N2 avec N <n<p-1. On a d’aprés les questions B.3.(a) et (b) :

p p 1

1-¢ a 1+¢
( )2\/_kzn:+1 k’?’/Q Z ak )2\/_1;71;1 k312
et 1 g P kel g P P kod d
p+ 1 + t 1 P dt
_/ 32 Z _/ 3/2 < Z 3/2 < Z [ 32 32
n+l t k=n+1~F t k=n+1 k k=n+1 < k-1 t nt

11



On en déduit :

S}_‘

p+l ¢ P P dt
(1 _5)2ffn+1 72 S Zn;la’“ <(+e)g nfn B

pdt [-27 2 P dt
3(d) On a /n m = [%‘ln \/_ \/_ dOHC pl_l)&noo‘/n 753—2 =

De méme, lm [ vt
€ meme, l1m —_— = Y
po+oo Juy1 312 N+ 1

Par suite, en faisant tendre p vers +oo dans les inégalités obtenues en B.3.(c), on obtient :

Bl

1

Vr(n+1)

(1-¢) <T,<(1+¢)

Ainsi : . T
(1-¢) < <l+e.
1+ 7=

Comme lim =1, on en déduit qu’il existe N; > N tel que pour n > Ny, on ait :

n—>+00

1+1
n

1-2e<(1-¢)*<(1-¢) <ToW/mn<l+e<l+2e

1+—
o a0 : Ty
On a ainsi obtenu que pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que si n € N, n > N alors [—— - 1| < 2¢ ce
T, v/
qui signifie lir+n Tn =1 c’est-a-dire :
Jrn
1
T, ~ :
VTN
B.4.(a) On remarque que pour tout k € N*, R R +§1 +§1 !
4. n remarque qu ur tou a-Ry=) — - — = —.
que que p PN Y e
On a alors :
+00 1 +00 kal_Rk:
tout ne N, V,, = — = _—
pout tort 2 D 2 he
B.4.(b) On a alors pour tout ne N :
+o00o R B _R
Vn _ Z k-1 k
k=n+1 k+1
_ Jrzo:o Rk 1 Z
kn+1k+1 kn+1k+1
Ji" Ry X Ry
€+2 o k+1
R 1 1
+ R .
T n+2 k;u k(k;+2 k+1)
R
(*) k 1 tRZ k:+k1 converlgent. 2 1 ,
k-1 *
En effet, par B.1.c), on a 1 (E= 121k +1) ~ 1ok =O(ﬁ) et pour tout k € N*, 2ok > 0,
1
o 7 > 0 et la série géométrique Z — converge (-1 < % <1).
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R R
bk —%_ pour tout keN, £

Et
on & k+1 k+2

>0 et la série Y 2k 5 converge par ce qui précede.

1
+k%:+1 (k+2 /<:+1)

’ k+2

4.(c) Soit n e N.

1
On a pour tout £ € N avec k > n + 1, m donc par somme (séries convergentes), on
n

obtient :

I &1 1 1/2mt 1

"Tn+l, 028 n+11-1/2 (n+1)20
1
Pour tout neN, R, < ——————.
(n+1)2n

Soit n € N. On a donc pour tout ke N avec k>n+1 :
Ry, 1 1

< < k+l>n+2et k+2>k.
(k+2)(k+1)  (k+1)2¢(k+2)(k+1)  (n+2)k(k+1)2k car k + n+2et k+

Par somme (séries convergentes), on a en déduit :

+Z°:° R, 1 +z°2° 1
(k) (k+1) T n+2 5 k(R +1)2F

On en déduit que pour tout n e N :

Ry
an+1m< 1

V., n+2

0<

Ry,

Ykl i) oDy
Comme lim =0, on en déduit par encadrement que lim vl (R2) (k1)
n—+oo 1, 4+ 2 st oo Vn

=0 c’est-a-dire :

+00 Rk

k:z77;+1 m = O(Vn)

B.4.(d) On a pour tout n e N :

il —V+§R( L1 )—V—EOOL—VM(V) v,
n+2 "2 T\ kw2 k1)t e (k+2)(k+1) e

" . 1
T n+2 n2n
Par transitivité, on en déduit :

Par ailleurs,

1
n2on :
B.5. Le reste en valeur absolue est la distance entre la somme partielle et la somme de la série. La
rapidité avec laquelle le reste tend vers 0 indique donc la vitesse de convergence de la série. Or, selon
I’échelle de comparaison suivant la relation de négligeabilité, on a :

1 (-1~ 1 1
>> >> >> .
v 2n n2n  n22n
La série qui converge le plus rapidement est donc la série correspondant au reste V,, et celle qui
converge le moins rapidement est celle correspondant au reste 7,.
Alinsi :

Vi~

1
n(n+1)2r
et celle qui converge le moins rapidement est la série Z G,

La série qui converge le plus rapidement est la série Z
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