Classe de PSI

Corrigé du devoir surveillé n° 1

[Connaissance du cours]

COS(l/ﬁ)—l
1) « Soit > u,=> — 2 "~
; " ; tan(1/n) — 1
—— 0 etque cos(x)—1 ~ —X—;,
n—oQo x—0

Au numérateur : comme

sl

cos(%) —1 n:oo —%.

Au dénominateur : tan(l/n) —1 —— —1#0, donc:
n—oo

tan(l/n)—l ~ —1.

n—oo
Finalement :
_1
2n 1
u, ~ = —.
n— oo —1 2n

Deplus: Vn=1, % >0 et la série Y, % est divergente (multiple de la
série harmonique). n>1
Par le théoréme de comparaison, Y. u, est divergente également.

n=1
* Soit Z v, = Z l:g?.

n=1 n=1
Prenons un exposant a € ]1,4/3[ (par exemple a := 7/¢) et constatons que
— 1y.
vV, =0 (n_") :
a _In(n) cc

n = 0 carz—a>0.
n*3—a n-oo 3

Deplus: VYn=1, nia >0et nl—a est convergente (série de Riemann d’ex-
posant a > 1). n=1
Par le théoréme de comparaison, . v, est convergente également.

n=1
2) Soit Zun = Z (3nn) a™.

n=0 n=0

Puisque : Yn =0, u, >0, on peut appliquer la régle de d’Alembert :

3n+3) -
Vn>o0, Zntl_ L = (Bn+3)! x nl - (2n) xa™"
T Can  G+D-@nr2r (G0

_ (3n+3)(3n+2)(3n+1)

 (n+1)-2n+2)(2n+1)-a
(3n)® _ 27n _27

n-oo n(2n)2a  4n3a  4a
27

-, =z

oo 4a

— Si i—z <1, cad. a>4727: lasérie Y, u, converge.
n=0

— Si i—z >1, cad. a<4/27: lasérie D u, diverge grossiérement.
n=0

— Si % =1, c.ad. a = 4/27 : la régle de d’Alembert ne permet pas de

conclure.

3) a. Soit », u, et Y. v, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy

n=0 n=0
des séries Y, u, et Y, v, lasérie Y. w, de terme général :
n=0 n=0 n=0
n
Yn=0, w,= E Uy vy =Zukvn,k.
k,(>0/ k=0
k+€=n

b. Soit x4, ..., x, des vecteurs d’'un (méme) IK-espace vectoriel E.
On dit que la famille (x4,...,x,) est libre quand :

V(ay,...,a,) € K" : [Zakxk=05 = Vke[l,n], ak=0].

k=1

c. La dimension d’'un espace vectoriel de dimension finie est le nombre de
vecteurs que comportent chacune de ses bases.

d. Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vec-
toriel quelle engendre : si ey, ..., e, sont des vecteurs d'un (méme) espace
vectoriel E :

rg(eq, ez,..-,€,) = dim(Vect(el, €9yenns ep)).

4) Soit V, = (‘f) V, = (:22) et v;=(73).
% Card(V;,V,, V) =3 =dim(RR%);
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5) a.

6) a.

-3 2 -1
%et(Vl, Vo,V3)=| 1 =3 5 |=0 carly=-2L,
6 —4 2
donc (V;, V,, V3) n’est pas une base de IR3.

-1330 -13 3 0 -1330
rg(M):rg( 20 g—ll)zrg( 96 122—11)=rg( 08 102—71)=3:
on a effectué les opérations L, < L, +2L; puis Ly < 6L;—L,
et la matrice finale est échelonnée a 3 pivots.

.On a: dim(ImM) = rg(M) = 3 et par le théoreme du rang matriciel,

dim(Ker M) =n (M) —dim(ImM) =4—-3 =1.

. L'application linéaire canoniquement associée a M est I'application :

il R — R
V. — MV

x —x+3y+3z
JZ' — ( 2x+6z—t )
t y+2z+t

. Puisque dim(Ker /) = dim(Ker M) # 0, Ker(f) # {04,1} donc f n’est pas

injective (et donc pas bijective).

En outre, dim(Im f) =rg(f) =rg(M) =3 tandis que Im(f) C R®,
donc Im(f) = IR3, ce qui prouve que f est surjective.

Soit n € IN* et ay, ay, ..., a, € C tous distincts.

Les polynémes interpolateurs de Lagrange associés a (ag,dy,...,a,)
sont les polynoémes (L, L1, ..., L,) définis par :

[[&X—a)

Vkelon]: Lx)=2 |
1_[ (ak_aj)
j#k

(ou Iindice j varie entre O et n en évitant la valeur k)

. La somme des polyndmes interpolateurs de Lagrange vaut 1 :

D LX) =1.
k=0

n
Démonstration. Posons les polyndémes Q,(X) := > Li(X) et Q,(X):=1.

k=0
Comme tous les L, sont de degré n, deg(Q,) < n donc Q; et Q, sont tous
les deux de degré au plus n.
Comparons leurs valeurs aux a; pour j € [0,n] :

n
Ql(aj)=ZLk(aj):o+---+o+%+0+---+0=1=Q2(aj).
k=0 (k=j)

Les polyndémes Q; et Q, sont de degré au plus n et prennent la méme valeur
en (n+ 1) points distincts : ils sont donc égaux.

7) Développements limités usuels a ’ordre 3

> p» Famille de

—X
1
—  =14+x+x*+x3+o0 (xg) (sommes géométriques)
1—-x x—0
1
=1—x+x>—x>+o(x?) (x ——x)
1+x 0
In(1+x)= x— % x2+ % x*+o (xs) (primitivation)
x—0
1 2 3 2
=1—x +0(x) (x <« x* dans )
1+x2 x—0 1+x
arctanx =  x—3x>+0 (x%) (primitivation)
x—0

» Exposants : pour a € RR une constante :

(1+)*=1+ax+ &N x2 4 (Dl 43 4 5 (x%)  (Taylon)
x—0
» Famille de ’exponentielle :
ex=1+x+%x2+%x3+o(x3) (Taylor)
x—0
ch(x)=1 + % x? +o0 (x3) (partie paire)
x—0
sh(x) = x + % x>+o (x3) (partie impaire)
x—0
cos(x)=1 —1x? +o(x%) (ch(x) alterné)
x—0
sin(x)= x — 2 x> +0(x?) (sh(x) alterné)
x—0

tan(x) = x + % x3+0 (xs) (sin(x)/ cos(x))

x—0
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Exercice 1

-4 3 -3
SoitM=| 2 —2 1
8 —7 6

Puissances d’une matrice

1) A l'aide d’un polynéme annulateur de M.

a. x Calculons M? :

—4 3 -3\ (-4 3 -3 2 3 -3
M2=|2 -2 1 |x|2 -2 1 =|—4 3 =2
8 -7 6 8 -7 6 2 —4 5

—10 9 —9

Onobtient de méme: M3=| 6 —4 3

24 =21 20

% Soit P(X)=X3+aX?+bX +ceR[X]. Alors:

P(M) =0,

— M3*+aM?*+bM+cl;=0,

= (_éo s _39)+a(:2421_g4:53)+b(_24—32_13)+c((1)(1)8)=03

24 —21 20 8 -7 6 001
—4+3a—2b+c=0 —4+c+3a—2b=0
- 3—2a+b=0 = 2a—b=3
24—2a+8b=0 2a—8b=24
c+3a—2b=4 c+3a—2b=4
= 2a—b=3 = 2a—b=3
—7b=21 b=-3
c=-—2
— 0
=-3

Réciproquement, on vérifie que les coefficients (a, b,c) = (0,—3,—2)
permettent bien d’annuler tous les coefficients de la matrice P(M).

Conclusion : Le polynéme P := X>—3X —2 est I'unique polynéme annu-

lateur de M unitaire de degré 3.

b. Le polyndme P admet —1 pour racine évidente. Partant :

PX)=X3-3X—-2=(X+1)(x?

—X-2)=X+DX+1)X-2)

C.

d.

=X+1)7?X—-2).
* Fixons n € IN. Il existe un unique couple (Q,R) de polyndmes tels que :

{X”=P(X)Q(X)+R(X) (%)
deg(R) < deg(P) =3.

Le polynéme R s’écrit donc :
an, by, Cp-

R(X) = a,X?+ b, X + ¢, pour 3 réels

e En évaluant (x) en2 eten —1 :
4a,+2b,+¢c,=2"
a,—b,+c,=(-1)".

En dérivant (x) : nX"!=P(X)QX)+PX)Q'(X)+2a,X +b,;
puisque —1 est racine double de P, il annule P(X) et P/(X), d’ou :

—2a, +b, =n(-1)""L.
* Il s’agit alors de résoudre le systeme linéaire :

4a, +2b, + ¢, = 2
a, — b,+c,= (1"
—2a, + b, n(—1)"1

Une résolution soigneuse par la méthode du pivot de Gauss donne :

a, =3 (2"=(-1)"=3.n(-1)"})
by=35(2.2"—2(-1)"+3.n(-1)"")
=3 (2"+8.(-1)"+6.n(-1)" ).

Conclusion : R,(X) = a,X?+ b, X + c, avec les valeurs de a,, b,, c, ci-
dessus.

* Puisque P est un polyndéme annulateur de M, quand on applique (x) en
M, on obtient : -0,

—~
M" =P(M)Q(M)+R(M)
=a,M*+b,M +c,1,.

* En utilisant les expressions de a,, b, et ¢, de la question précédente et
en factorisant par 2", (—1)" et n(—1)""!, on obtient :

M"=2"A+(—1)"B+n(-1)"'C pour A=} (M?*+2M+I;)
B=3(-M*-2M +381;)
C=3(-3M*+3M+61,).
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Remarque. En utilisant Uexpression de M? calculée au début de Uexercice, on trouve
finalement :

-1 1 -1 2 -1 1 0O 0 O
A=1 0 0 0], B=|0 1 0 et C=(2 -1 1
2 -2 2 -2 2 -1 2 -1 1

2) Par réduction de la matrice M.

2 0 0
On introduit la matrice T=({ 0 —-1 1
0O 0 -1
, 20 0 000
a.EcrivonsT=D+N,01‘1D=(0—1 O)etN—(om)
00%2 1 000
OnconstatequerN:(oo—1)=N><D,
00 0

donc les matrices D et N commutent.
On peut donc appliquer la formule du bin6me de Newton :

VnelN, T'=@D+N)'=>. (H)N"D”_k.

k=0 k

On remarque de plus que N2 = 05, donc N* =0, dés que k > 2.
On obtient :

T"=D"+nND" ' +0;+...4+0,

2" 0 0 0 0 0
0 (1" 0 J|+nfl0o 0 1|x|0 (1) o
o 0 (-1 0 0 0

A 0 0
=l o 1 a1
0 0 (—1)"

. Montrons que M L T ; pour cela, on montre que M et T représentent un
méme endomorphisme dans 2 bases différentes.

Posons f € ¥(R®) 'endomorphisme canoniquement associé & M (de sorte
que r;;at(f) =M).

Cherchons une base % = (e;, e,,e3) de R® telle que mgglt( f)=T.

+ Analyse. Supposons que % convienne. Nécessairement :

fler) =26y, flex)=—ey, et f(e3)=ey—es.

x Synthése. On ne suppose plus rien sur 93, et on la construit.
Soit V = (%) € R® quelconque. Alors :

f(V)=2V < MV=2V < (M-2I3)V=0;,
< VeKer(M—2I;).

-6 3 -3
Or: M—I3=| 2 —4 1 |. Onremarqueque C;—2C;=03;:
8§ -7 4

on prend e; := (_%2) et alors f(e;) =2e;.

De méme :

f(V)=—V < MV=-V < (M+I)V=0s,
& VeKer(M+1,).

-3 3 =3
Or: M—I3=| 2 -1 1 |. Cettefois, C;+C3=05:
8 =7 7

on prend e, = (?) et alors f(ey) = —e,.
Enfin :

fWV)=e—V = M+L)V=(

o

. 0
En observant M —1I;, on voit que C; +C, = (%)

On prend e == (é) et alors f(e3) =ey—es.

Reste a voir que % := (ey, e,, e3) est une base de IR® :
* Card(8) =3 = dim(IR%);

1 0 1 10 1 L1
e det(8)=|0 1 1|=|0 1 1 =‘1 2':1750
Bean 2 1 0| |o 1 2

donc % est bien une base de IR3, et m%at( f)=T.

Conclusion : M et T représentent un méme endomorphisme, donc elles
sont semblables.

. En reprenant les notations de la question précédente, appliquons le théo-

reme de changement de base a 'application f, de la base canonique vers la
base 2 construite dans la synthése. On obtient :

1
M =PTP™' pourlamatrice de passage P=| 0
—2

_ = O
O~
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d. On déduit de ce qui précéde :

VnelN: M"=(pTP)
=(TP)-(PTP) - (PTP)

=pT"p!
2" 0 0

=P 0 (1" n(=D)"'|pL
0 0 (-1)"

e. Par la méthode du miroir de Gauss-Jordan, on trouve (...) :

-1 1 -1
pl=—2 2 -1
2 -1 1

f. Pour alléger les calculs, on écrit la matrice T" sous la forme :
T"=2"A +(=1)"B’ +n(-1)"tC’,

ol les matrices A’, B et C’ sont les matrices trés simples :

0 0 0 O
0|, B:=[0 1 0| et C':=
0 0 0 1

o O O
o O O
o = O

Avec ces écritures :

VnelN: M"=2"(PAP)+(-1)"(PB'P')+n(-1)" ' (PC’'P).
A B c”

Un calcul patient donne les résultats suivants :

A=l 0 0 0], B’=[0 1 0] e C¢c'=[2 -1 1

N
|
N
N
|
N
N
|
[y
N
|
—
—_

On retrouve bien la méme expression que dans la premiére partie de
Pexercice!

- Raffinement de la formule de Stirling

1) a. Fixons n € IN* et calculons fln In(t)de.
Posons, pour tout t =1 : u(t) =1In(t) V(t)=1
u(t)=1 v(t)=t.

Les fonctions u est v étant de classe ¢ sur [1,n], on peut intégrer par
parties :

Inz[tln(t)]:—fn

1
=nln(n)—n+1.

%-tdtznln(n)—l ln(l)—f dt
1

n
b. Pour tout n € IN*, estimons S,, := Y. In(k) par la méthode des rectangles.
k=1

La fonction In est continue et croissante sur [1,+00[. Pour cette raison :

k+1

VkeIN*, In(k)< J In(t)dt < In(k +1).
k

Fixons n € IN* et sommons pour k € [1, n—1] :

n—1 n—1 k+1 n—1
In(k) < ZJ In(t)dt < Zln(k+ 1)
k

k=1 k=1 k=1
n

d’ou : S,—In(n) < J In(t)dt <S,—In(1)
1
et finalement : I, <S,<I,+1In(n)

nln(n)—n+1<S,<nln(n)—n+1+1In(n).
| —

a, b,

Les termes a,, et b, s’écrivent n In(n)+o (n ln(n)) donc sont équivalents a
nIn(n). Par le théoreme de I'équivalent par encadrement, on obtient :

S, o In(n).

n

c. Remarquons que S, = >, In(k) = ln(]_[ k) = In(n!). La question précé-
k=1

dente donne donc :

In(n')=S, =nlIn(n)+o (n ln(n))
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=nlIn(n) (1+0(1)),
puis en appliquant I'exponentielle :

n! = exp (n In(n) (1 + 0(1)))

=exp (n (1+0(1)) x ln(n))
— nn(1+o(1))‘

n
2) La formule de Stirling s’écrit : n!l ~ +2mn (E) .

n—oQ e

Pour raffiner la formule de Stirling, on introduit les suites réelles (u,)n>1> (Va)n=1
et (w,),>; définies par :

n"e "4/n
—’

n!

u, =

n Vn = ln(un) et W, ="Vpi1— V-

3) a. Estimons w,, :

Vn> 1: Wnp=Vn41 = Vn =1n(un+1)—1n(un):h—l(un‘H)
U

I (n+1)"e ™D /n¥1 y n!

N (n+ 1) nte "4 /n

(n+1)" N e D) /nt1 n! )
nn

=ln((n+1)>< on X J ><(n+1)!

= ln((l + %)HH/Q xe~ )
1.

=(n+Hm(1+21)-
Puisque % — 0, on peut utiliser le DL de In(1 + x) a l'ordre 3 :
n—

In(1+x)=x—3x>+3x>+o(x®):

x—0
1 1 1 1
_ 1
Wn—(n+§)>< E—Z—HZ'FﬁJrO(E) —1
n—oo

o)
= ol = |.
12n2 n2

. (s 1
b. La question précédente montre que w, . comme 735 = 0 pour

1 .
oo 12127
1 . (. .
tout n = 1 et que Zl T3z converge (multiple de série de Riemann d’exposant
n=z
a=2>1), lasérie >, w, converge par le théoréme de comparaison.
n=1

4) Soit (a,),>; une suite de réels positifs et (b, ),>; une suite de réels strictement
positifs, telles que
a, ~ b, et Z b,, converge.

n— o0
n=1

. . a
a. Soit ¢ > 0. Puisquea, ~ b,, ona — —— 1.
n—o0 b, n—ooo

Cette limite s’écrit en langage formel :

Ve>0,dn,eIN“/V¥n=ng:

Pour notre ¢, il existe donc un rang n, € IN* tel que, pour tout n = n,, :

a . a
<eg donc —e<-—"—-1<g puis 1—e<-—=—
b, b,

=

<1l+e,

et finalement: (1—e)b,<a,<(1+¢)b, en multipliant par b, = 0.

b.  Fixons un ¢ > 0 (par exemple ¢ = 1). De la question précédente, rete-
nons qu'’il existe un rang n, € IN* pour lequel :

Vnzng, 0<a,<(1+¢)b,.
Par linéarité de la sommation, la série Y. (1+¢,) b, est convergente car

n=1

> b, lest; il en est de méme pour Y. (1+¢,)b,.

n=1 n=ng,
Par le théoréme de comparaison, la série Y. a, est donc convergente,
n=n,
et la série Y. a, également.
n=1
[ee] oo
e Montrons que ». a, ~ . by, cest-a-dire :
k=n+1 =00 g=n+1
(o]
2 a
k=n+1 1
o) n—o0 ’
2 by
k=n+1

Fixons € > 0. D’apres la question 4a, il existe un rang n, € N tel que :

VkZzny: (1—e)b<a,<(l+¢)by.
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Soit n = n, quelconque. Lencadrement ci-dessus est valable pour tout
k = n+1 et fait intervenir les termes généraux de 3 séries convergentes.
On peut donc sommer les inégalités pour k € [n+1,00] :

oo oo
(1—e) D be< > ay<(1+e) Y. by
k=n+1 k=n+1 k=n+1
oo
Les b, sont strictement positifs dons >, b, > 0; on peut diviser et
k=n+1
conserver les inégalités :
oo
P
k=n+1
l—e< ; <l+e.
2 b
k=n+1

On vient donc de démontrer :

oo
Zak

k=n+1
Ve>0,IngeN/Vn=ny: = —1|<¢;

2 b

k=n+1
(o] oo
cela prouve I'équivalent : Z G~ Z by.
n—0oo
k=n+1 k=n+1

5) Rappelons que la série de Riemann )| %, donc ses restes R,, existent.
n=1
Par la méthode des rectangles, on cherche a estimer :

N
1 1 1 1 1 1 1
Yyn,NeN/1<n<N: —————+— — < ———.
/1< n N n2 N2 k;rlkz\n N

Quand N — oo, tous les termes ci-dessus ont une limite ; en passant a la limite
dans les inégalités larges :

1
Yn=z1l: —-——<R

N
:_I»—*

Le minorant est équivalent a % car % est négligeable devant % quand n — o0,
Par le théoreme des gendarmes pour les équivalents :
1
R, ~ —.

n—oo n

6) a. Onavuprécédemmentque: w . A partir d’un certain rang n,,

~

" nooo 12 n2
ces deux suites sont de méme signe, donc sont tous les deux strictement po-
sitifs.
Puisque la série Y. % converge, on peut appliquer le résultat de 1 -

q oz ge, p ppliquer le résultat de la ques

n=ng

tion précédente et obtenir successivement :

o o

1 1
Vn=ng: Z Wi~ Z Tok2 nose 12n°

k=n+1 k=n+1

b. Les définitions des suites (u,),>; et (v,),>; donnent :

n"e " y/n

n! = e yn =n"e"v/n-en. (%)
un

Cherchons un développement asymptotique de —v,,, en utilisant la série té-

lescopique :

n—1 n—1
—V, = E (Vkr1 = Vi) —vi =— E wi—Vvi =R 1 —S—w,
k=1 k=1

ol S est la somme de la série Y. w,.
n=1
Dans cette écriture, —S — v; est une constante K ; de plus :

R L e ra=shof2)
_ ~N e Y onc 1= ol — 1.
"1 hseo 12(n—1)2 nooo 121 17 19n n
On obtient alors :
= +o(3)
—v,=K+—+o|—|.
12n n

Appliquons 'exponentielle :
e Vn = eK X exp (L + O(l))
12n n

_ K L l)
—e x(1+12n+o(n)
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grace au DL a l'ordre de la fonction exponentielle en 0.
En reportant dans (%) :

n!=eKﬁ(g)n-(l+$+o(%)).

Ce résultat implique que : n! ~ e 4/n (g)n En confrontant cet équi-
valent & la formule de Stirling, on constate que eX = /2.

Conclusion : On a prouvé le développement asymptotique :

n\n 1 1
n!= Znn(—) 1+—+0(—)
e 12n n

n—,oo

Autour de la série harmonique alternée

Exercice 3

On étudie dans cet exercice la série harmonique alternée :
-1 n+1
S =
n=1 n=1 n
Tout au long de 'exercice, on notera (S,,),>; la suite des sommes partielles de cette
série.
1) Démontrer que la série harmonique alternée est semi-convergente.
. 1 p—
2) a. Pour tout entier k = 1, calculer fo tk1dt.
1
1—(=t)"
# dt

b. En déduire que: VYn=1, S, = f
o 1+t

C. content

1

—t)"

( )dt—>0.
1+t nooo

Justifier que :
0

d. Retrouver que la série harmonique alternée est convergente, et préciser la
valeur de sa somme.

A partir de maintenant, on note S la somme de la série harmonique alternée, et
(Ry)n>1 la suite des restes de cette série.

On cherche a obtenir des développements asymptotiques de la suite des sommes
partielles cette série.

3) Cette question ne nécessite pas de calculs compliqués.
a. Justifier que R, = O (%)

n—,oo

b. En déduire le développement asymptotique suivant :

)k+1

ST nevo(d).
=1

n—oo

Soit (a,),>1 une suite a termes strictement positifs, décroissante et qui tend vers O.
On suppose que la suite (a, — @, )= €St décroissante et que a,,; ~ a,.
n—oo

oo
4) a. Montrer que b, := >, (—=1)Xa; est bien défini pour tout entier n > 1.
k=n+1

b. Etudier la monotonie de la suite (I b, I)
a?’l
5

Indication. On pourra encadrer 2 | b, | en utilisant la question précédente.

n=>1"

c. Montrer que: b, ~ (—1)*!
n—.oo

5) a. Déduire de ce qui précede un équivalent simple du reste de la série harmo-
nique alternée.

b. En déduire la valeur de la constante a € R telle que :

n -1 k+1
>, % =1n(2)+%+0(%).

k=1 n—oo
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