LycEE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2025-2026

CORRIGE DU DEVOIR MAISON 2 - SERIES NUMERIQUES

Exercice 1 "

z
1. Si z =0 alors tous les termes étant nuls & partir du rang n = 1, la série Z — converge (absolument,
n!

précision utile pour la suite).

Soit maintenant z # 0. | |
n

oo e
n! |27 [n! n+1

Pour tout n €N, on a —

Comme lim ﬂ

z n
=0< 1, on en déduit par la régle de d’Alembert que la série Z u converge.
n—+oo 1, + n!

o L. z
Alinsi, la série Z — converge absolument donc converge.
n

On peut donc conclure :

. 2"
pour tout z € C, la série Z — converge (absolument).
n!

2. Soit (z,2") e C%

/n

Les séries Z Z et Z — convergent absolument d’aprés la question 1 donc par produit de Cauchy,
k m—k
la série an ou pour tout n € N, w,, = Z Z—Z—, converge absolument et on a :
= k! (n—k)!
f(z)f(zl)_iow _+w1i n! k/nk flz()k/nk +20301(Z+Z) f(Z+Z/)
= ! k:ok’!(”_k)! v {1 n=0T

d’apreés la formule du binéme de Newton.

Ainsi :
V(z,2') €C, f(z+2') = f(2) f(#).
_ 1 :—LSO ﬁ + 00 n—1 + 00 n
3.(a) On constate que pour tout z € R*, on a f(xgz = 2 _a;’l ol nZ::l xn! = 7;) (ni o
* Soit x €]0, 1].
- -1
On a & -1= < > 0 comme somme de termes positifs donc & > 1
x =(n+1)! x
1
De plus, pour tout n €N, on a D)l < 1 donc (nx 1 € <z™ (car x 2 0).

n
Comme les séries Z(— et Zx (série géométrique avec |z| < 1) convergent, on obtient par

croissance de la somme :

_1 +oo n 400 1
x “Z(n+1)! -z
Ainsi :
-1 1
ve o], 1< L1 ¢
x 1-x
* Soit x €] —1,0[.
flx) -1 « |"
-~ 7 1= n <0.
On a . 2 (n+1)‘ nZ;_( ) 1] car x <0
La série Z( 1)n( |z |1)| est alternée car pour tout n € N, on a % 2 0.



]

(n+1)!

Comme la suite ( ) tend vers 0 (car |z| < 1) et est décroissante (car c’est le produit des suites

(Jx™) et (1) qui sont décroissantes et positives), on obtient par le critére spécial des séries
n+1)!
+00 | |n
alternées que la somme Z(—l)" (1)l est du signe de son premier terme c’est-a-dire négatif.
= n+1)!
r)-1 xr)-1
Ainsi, ——— f( ) 1 <0 donc f( ) <1l
x x
De mé J(@) - (1+$) A > 0 par le critére spécial des séri
e méme, on a ———— — —|= > 0 par le critére spécial des séries
| Z 2 n=2 (TL + 1)' n=2 1)‘
alternées.
On a donc :

“1
Vxﬂ—LOL1+géigi——<1
xXr

(@) -1 _ ()~ [(0)
0

3.(b) On remarque que f(0) =1 donc est le taux d’accroissement de f en 0.

@1 1

T 1 x

On a pour tout z €]0,1[, 1

Comme lirgl ] =1, par le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que hI(I)l
=0t | —x z—0*

ESMSL
x

(x;—l 1

On a pour tout z €] - 1,0[, 1+

fu2_1=L

x
Comme lim (1 + 5) = 1, par le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que lim

z—0" z—0"
f@-1_,

T

Par propriété des limites a droite et a gauche, on en déduit que hm

Donc par définition :

la fonction f est dérivable en 0 et vérifie f/(0) = 1.

4.(a) Pour tout h € R* on a en appliquant la question 2 :

J(xo+h)— f(x) _ f (@) f(Rh) = f(z0)
h h

= f(xo

h

4.(b) Soit zg € R. Montrons que f est dérivable en xy et qu'on a f'(zg) = f(z0).
_ A
J(h ) =1 d’ou par la question précédente : }lin(l) fwo+h) - f(wo)

Ceci prouve que la fonctlon f est dérivable en zy et qu’on a f'(zg) = f(xo).
Ainsi :

= f(x0).

On a vu que }lnn

‘la fonction f est dérivable sur R et elle vérifie f' = f. ‘

4.(c) La fonction f est donc solution sur R de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier
ordre y’ =y donc il existe A € R tel que pour tout z € R, on a f(z) = Ae®.

Comme f(0) =1, on en déduit que A = 1.

Ainsi :

pour tout z € R, on a f(x) = e®.

5.(a) Soit z € R*. On a :

+oo Mx™ +oo "™ . _ . _ . .
— - -1 & +00 ;n.n-1 +00 ;nn—1 +oo  sm+l.m +00 n,n
g(x) g(O)_i:Zn_o ol _Z.:Zn—l =] _Z,:sz _Z,:sz :Zz x iy i"x
x x x = nl = nl ~(m+1)! H(n+1)!

par le changement d’indice m =n — 1.

o) -gO)

our tout z € R* .
P ’ x (n+1)!

n=1




5.(b) Soit x e R*. On a :

‘g(x)—g(o) e fz":" G f ar
x S+ D) |+ D]
De plus, pour tout n € N*, on a 0 < (Zfl)' = ( |:i|1)' |x| puisque (n+ 1) >n!>0 et |z[* > 0.
n n

Comme la série Z % converge (d’aprés la question 1), on en déduit par comparaison par inégalité
N

que la série Z W converge absolument.
n+1)!

Par inégalité triangulaire puis croissance, on en déduit alors que :

9(x)—g(0) | |& e | Ko |$|” o L
CASZAREAS S| < 1,
P B iresy| RV R RO SR
On a ainsi prouvé :
VreR*, M—i <elrl - 1.
x

5.(c) Comme lirr(l)(e|x‘ —-1) =0, on en déduit par le théoréme de limite par encadrement que :

(@) - g(0) _

z—0 x

ce qui signifie par définition que :

la fonction g est dérivable en 0 et ¢’(0) = i.

6.(a) Soit zp € R. On a pour tout h € R* par la question 2 :

g(wo+h)—g(xo)  flizg+ih) — f(izg)  f(izo) f(ih) - f(izo) g(h) -1
_ _ gl =L
h h h h
-1

Or, on a vu que lnré% =4 puisque ¢(0) = 1.
B) —

On en déduit que }lir% 9(zo+ ) = g(0) =1ig(xo).

Ceci prouve que la fonction g est dérivable en xy et qu’on a ¢'(xo) =ig(zo).

Ainsi :

‘la fonction g est dérivable sur R et elle vérifie ¢’ = ig. ‘

6.(b) La fonction g est donc solution sur R de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier
ordre y' = iy donc il existe A € C tel que pour tout x € R, on a g(x) = Ae'™.

Comme ¢(0) = 1, on en déduit que A = 1.

Ainsi :

pour tout z € R, on a g(x) = f(ix) = .

7. Soit z € C. On a par la question 2 :
f(2) = f(Re(z) +ilm(2)) = f(Re(2)) f(ilm(z)).
Comme Re(z)) et Im(z) sont des réels, on obtient par les questions 4.(c) et 6.(b) que :
f(Re(2)) = () et f(ilm(z)) = ™).
Ainsi :
F(2) = eRe@im() — o2

On a donc prouvé que :

VzeC, f(z):Zz—':
n=0 1




Exercice 2 Faxtrait Mines PC 2025
1. Soit (p,q) € (N*)2.
1
On a pour tout k € N, uy = (1) x avec 20

p/{: +q pk +q
La série Z“k est donc une série alternée.

De plus, la suite ( ) est décroissante (p > 0) et elle converge vers 0.
Pk +q/ 50

On en déduit par le théoréeme spécial des séries alternées que :

la série Zun converge.

2. Soit neN. On a:
1 1 (_4\n+l 11— (=)l
f dt _f ( t) dt=/ &dt
o 1+t Jo 1+t o 1+t
1/ n
[ (350 ) car o o 0,1, 41
0

= > (-1)F f tk dt par linéarité de l'intégrale

:n _1\k 1 k+1 !
I;)( 2 [k+1t ]0
- (EDF

_k;) k+1 =911(n)

Ainsi :

~ 1 1 1(_t)n+1
¢1’1(n)_/o il fo s

3. On a d’une part

Lot
fo =5 = [n[1+ 5= n(2)

et d’autre part, on a par inégalité triangulaire puis croissance de l'intégrale :

1 -t n+1 1 -t n+1 1 tn+1
f (G0 dt’ < f =0 = f dt < f ttldt = - 0
o 1+t 0 0 n + 2 notoo

1+t
1 (_t)n+1
donc par le théoréme des gendarmes, lir+n T3 dt = 0.
n—->+oo 0

On en déduit que

51,1 = nl_l)E_HOO le,l (TL) = 111(2)

4. Soit ¢ > 2. On a

oy

k:0k+q j=q-1 J+1

_( 1q+1 Z ( 1) q+1(z( 1)j Z( 1)J)

g+l g+l
= (-1 (In(2) - 611(a - 2)),

en posant j=k+q-1

d’ou :

=(-1)7(¢11(¢-2) - 1n2).




5. Soit pe N*. On a :

+o00o ( 1 k 1+oo ( 1)k 1
Spp = = =81,
PPk +p pkz[:)k+1 D
donc par la question 3 :
In(2)
Spp = :
p

6. Soit (p,q) € (N*)? tel que p< q et p|q.
Ainsi, il existe un entier ¢ tel que ¢ = ¢p et on a de plus ¢ > 2.

On a: 1)t 1t 1
Spq = = _ -
- Z::p +q pkz(:) k+€ =
-1
= ) ($11(£-2)-1n2) d’aprés la question 4
p
—1)¢+1 —
= Gl (ln )
p fe=0
1)1 C1(
=( ) (1112— )enposanti=k:+1
p =
On a donc :

A-1 )il
Spq = (= 1) (1 2- Z )avec/\=€=g.
b

7. Pour tout n € N, on a par croissance de 'intégrale :

(n+1)ap,q 1 1
q(n) f €T ZE< f x(n+1)o¢p,q dr =
0

- —
1 + 1%.q (TL + 1)Oép7q + 1 n—o+oo

On en déduit par le théoréme des gendarmes que :

lim 7,,(n)=0.

n—+oo

8. Soit x € [0,1]. Comme —z%3 + 1, on a :

_ (—,:Cap’q )TL+1

1+ %

INECOE
k=0

En intégrant 1’égalité précédente entre 0 et 1 , on obtient :
n —1)* 1 d 1 p(n+l)ap, 1
DY v D [y [ e + (-1
frard k:apq +1  Jo 1+x%a 0 1+x%a 0 1+a%a

n )k (1) (-1)kq
Z/{:apq+1 ,;)k‘p/(ﬁ—l Z = 4%pq(1).

iz kp+q

Or,

En combinant ces deux résultats, on obtient :

ona) =+ ([ e+ () ().

q 1+ z%%a

9. On déduit des deux questions précédentes que

L dx 1t de
Squ:nl_gpoogbp(I(n) A 1 + % :g‘/o 1+ gpla’

5

pa(1).



Effectuons le changement de variables t = 1/ ou encore x = t7. Comme dx = gt?~! dt, il vient
1 1 tq—l
Spq=- f T
TooqJdo 1+tp

1 tq—l

Ainsi :

S =
P Jo 1+tp

10. On a par la question précédente :

|
Soq = / dt = [arctan(t)]} = arctan(1) — arctan(0)
’ 0o 1+1¢2

donc

™
5271 = Z

11. Le polynéme X3 +1 est scindé a racines simples sur C et ses racines sont les racines 3-iémes de -1.
Ce sont donc les complexes

B eikn[3 = 2R DT/3 gvec ke {0,1,2)

c’est-a-dire
61,71'/3’ e = _1 et ez57r/3 — 67171'/3 = ein/3,

est donc de la forme :

En notant w = €/3, la décomposition en ¢léments simples de la fraction 31
+

1 _a . b . c
X3+1 X+1 X-w X-@

ol a, b et ¢ sont des nombres complexes.
Or, on a pour tout z e R~ {-1} :

1 1 a b ¢
= = + + .
2+1 2341 z+1 2-0 z-w

Par unicité de la décomposition en éléments simples, on en déduit que a = @ c’est-a-dire a € R et ¢ = b.
On a donc : :
1 __a b . b
(X+D)(X-w)(X-0) X+1 X-w X-w

Déterminons a. En multipliant par X + 1, on obtient :

1 B b(X+1)+E(X+1)

X-oX-0 “"Xx-w "TX-w

En évaluant en —1, on obtient :

1 1 1 1 s 1 V3
= - carw=e"=—+1—.

a:(1+w)(1+w):1+2Re(w)+|w|2 1+2><%+1:3 2 2

Déterminons b. En multipliant par X —w, on obtient :

1 _a(X—w)+b+l_)(X—w)
(X+1)(X-w) X+1 X-w '
En évaluant en w, on obtient :
. 1 1 1 1 e—im/6 e—im/2  p-i2n/3
T wrD)(w-m) (w+l)x2im(w) e (enlsteinl6) " /3 2cos(x/6) /3 3

6



Ainsi :

1 —i2m/3 1 . 1
on a la forme souhaitée avec a = =, b = ¢ =—— - zﬁ et w=eim/3 =4 zﬁ
3 3 6 6 2 2
12. On a :
b b WX -W)+b(X -w) 2Re(b)X -2Re(bw) —3X+3

X-w X5 (X-o)(X-3) X2 2Re()X+wf X2-X+1

1
On en déduit la décomposition en éléments simples de X311 dans R(X) :
I —3X +2
Xl XAl XO-XeT

13. Par la question 9., on a :

1o 111 1l -2
S :f dt== [ —dt-= [ ==t
T Jo 1+ 3Jo t+1 0 3Jo 2—t+1

On a déja :

fol L gt =+ 1)) = n(2).

t+1

T t-2 1 L 2t-1 3 1 1
— dt=- —dt- = —dt.
,/0 t2-t+1 2Jo t2-t+1 2Jo t2-t+1

On a également :

Or : A
—_ - 2 _ 1: _ _
fo =l -¢t+1g=lnl1-In1=0
et
! 2
[atma [ e 2B
0o Foirll (t—Q) +— “3Jo fe-DEel VB (Z t__) 1
donc :

fl Y Q[t(Qt 1)]1 9 t(1) 9 t(1) 4 7 o
——dt = — |arctan | —=t - —= || = —=arctan| —= |- —=arctan|-——= | = —=x - = ——.
o t2-t+1 V3 3 3/, V3 3] V3 V3] V3 6 33

On en déduit que :




