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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Cours

Prérequis : Les inégalités classiques suivantes sont & connaitre (avec leur preuve) :

VreR, e"—12x Vre]-1,+oo[, In(l+z)<x VreR, |[sinz|<|z|

Notations du chapitre :
» [ désigne un intervalle non vide de R
» K désigne R ou C

» (fu)ney désigne une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K c’est-a-dire que pour tout
n €N, f, est une application de I dans K.

[. MODES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE DE FONCTIONS

A. CONVERGENCE SIMPLE

—{ Définition 1 }

On dit que la suite (f,)ney converge simplement sur I lorsque pour tout x € I, la suite
numérique ( fn(x))neN converge.
Dans ce cas, la fonction f définie par :

Voel, f(@)= lim fu(x)

est appelée la limite simple sur I de la suite (f,)nen-
On dit alors que la suite (f,)nen converge simplement sur I vers f.

r+n
N B
n(1+4z?)
Etudier la convergence simple sur R de la suite (f,,)nens-

Exemple 1 : On note f, :x pour tout n € N*.

FExemple 2 : On note f, : x + 2™ pour tout n € N.
Etudier la convergence simple de la suite (f,,)nen-

A retenir pour Uétude de la convergence simple sur I : On travaille avec z € I fixé.

On remarque que la limite simple d’une suite de fonctions continues n’est pas nécessairement continue.
Pour conserver la continuité, il faut une notion de convergence plus forte.



B. CONVERGENCE UNIFORME

1. DEFINITION

Par définition, la suite (f,)ney converge simplement sur I vers la fonction f lorsque :
Ve el, Ve>0, 3N, . €N tel que si n e N vérifie n > N, . alors |f,,(z) - f(z)| <e.

I est important de noter que le rang N, . dépend de z.
Peut-on trouver un rang N. qui convient pour tous les x € I 7

1
Exemple 1 (suite) : On a pour tout x € R et pour tout n e N* |f,(z) - f(z)| = % <—.
n x n

Soit € > 0. On note N, = EJ +1.

Si n € N vérifie n > N, alors pour tout z € R, |f,(x) - f(x)| <e.
L’entier N, convient quelque soit la valeur de x.
On dit alors que la suite (f,)nen+ converge uniformément sur R vers la fonction f.




fu pour n = N

Ezemple 2 (suite) : Prenons ¢ =

E.
1 . ) —In(10
Pour z €]0,1[, on a |f,(z) - f(x)| < s et seulement si n > #
nx
. —1In(10) . : :
Comme hn%l— = +00, On ne pourra pas trouver un rang a partir duquel on aurait pour tout
a— nx

P €0,1L o) - £ < 5.

Ici, la suite (f,,)ney ne converge pas uniformément sur |0, 1[ vers la fonction f.
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—{ Définition 2 }

On dit que la suite (f,,)nen converge uniformément sur I vers la fonction f lorsque :

Ve >0, AN, € N tel que si n € N vérifie n > N, alors Vz e I, |f,(x) - f(x)| <e.

» Pour K =R, cela signifie que pour tout € > 0, il est possible de trouver un rang a partir duquel
le graphe de la fonction f,, est contenu dans le « tube délimité par les graphes des fonctions
f—cet f+e »

» Si la suite (fy,)nen converge uniformément sur I vers la fonction f alors pour tout intervalle
J c I, la suite (f,)ney converge uniformément sur J vers la fonction f.
En particulier, si la suite (f,)neny converge uniformément sur I vers la fonction f alors elle
converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers la fonction f.
Attention, la réciproque est fausse. L’exemple 2 fournit un contre-exemple.

Ezemple 2 (suite) :

1. Soit (a,b) € R? avec a < b.
Montrer que pour tout n € N et pour tout z € [a,b], | f.(x)| < @™ ot a = max(|al, |]).

2. En déduire que la suite (f,)nen converge uniformément sur tout segment inclus dans | -1, 1.
La suite (f,)neny converge-t-elle uniformément sur | —1,1[ ?

Ezemple 3 : Soit m € N*. Soit I1,..., I, m intervalles tel que | J I = I.
k=1
On suppose que pour tout k € [1,m], la suite (f,,)neny converge uniformément vers f sur .

Montrer que la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur 1.

2. LIEN ENTRE LES DEUX TYPES DE CONVERGENCE

Proposition 3

Si la suite (fy,)nen converge uniformément sur I vers une fonction f alors elle converge
simplement sur I vers la méme fonction f.

La réciproque est fausse. L’exemple 2 fournit un contre-exemple : la suite ( f,,)neny converge simplement
sur ]0,1[ mais ne converge pas uniformément sur |0, 1[.

3. NORME DE LA CONVERGENCE UNIFORME

On note Z(1,K) 'espace vectoriel des applications bornées de I dans K.
Pour toute fonction ¢ € %(1,K), on note ||, = Sup|p(z)|.
zel

Z(IK) - R

On rappelle que Papplication |.|L : - o ol est une norme sur A(I,K).



Proposition 4

La suite (f,)neny converge uniformément sur I vers f si et seulement si lim | f, - f||% =0
n—+00

» Cela suppose que les fonctions f,, — f sont bornées a partir d’un certain rang.

» Cas particulier ot pour tout n €N, f, € B(I,K) et fe B(I,K) :
La suite (f,,)nen converge uniformément sur I vers f si et seulement si la suite (f,,)nen converge
vers f dans l'espace vectoriel normé (B(I1,K), |.|%)-
C’est pourquoi la norme |.|L est appelée norme de la convergence uniforme.

Proposition 5

Si la suite (f,)nen converge uniformément sur I vers f alors pour toute suite (z,)nen
d’éléments de I, la suite numérique (f,,(x,) — f(2n))nen converge vers 0.

Méthodes pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions‘

» On commence par étudier la convergence simple de la suite (f,,)nen sur 1.
On suppose que l'on a prouvé que la suite (f,,),en converge simplement vers f sur I.
Notons que si la suite (f,)ney converge uniformément sur I alors c’est nécessairement vers f.

» Méthode 1 :
Pour tout n € N, on calcule || f, - f||% = Sup|f.(t) - £(t)| (par exemple en réalisant une étude de la
tel

fonction |f, — f| ou de la fonction f, — f pour en déduire celle de |f,, - f]).
Il ne reste alors plus qu’a regarder si cette quantité tend vers 0 et on conclut avec la Proposition 4.

Ezemple 4 : On note f, : &~ ne™"* pour tout n € N.

1. Montrer que la suite (f,)nen converge simplement sur ]0, +oo].
2. Montrer que la suite (f,,)ney ne converge pas uniformément sur 0, +oo.
3. Soit a > 0. Montrer que la suite (f,,)ney converge uniformément sur [a, +oo|.

A . 2
4. Mémes questions avec g, : x = x(x —ne™*") pour tout n € N.

» Méthode 2 :
On peut chercher & montrer que lir+n | fn = f|% = 0 en utilisant le théoréme de limite par encadrement.

On suppose que pour tout n € N et tout z € I, on a :

|fn(z) = f(x)| < u, o0t uy, est un réel ne dépendant pas de x vérifiant de plus lim w, = 0.

n—+oo

Soit n € N. Le réel u,, est un majorant de 'ensemble {|f,(z) - f(x)|,z € I}.
Puisque | f, — f|L est le plus petit majorant de cet ensemble, on obtient : 0< | fn, = f|L < tn.
Par le théoreme de limite par encadrement, on en déduit que lim Ifn = fI% =0.

Ainsi, la suite (f,)ney converge uniformément sur I vers f.

5



n +sin(nz)

Ezemple 5 : On note f, : x —~ pour tout n € N*,

Etudier la convergence uniforme de la suite (f,)nen+ sur R.

» Méthode 3 :
Si 'on trouve une suite (2, ),y d’éléments de [ telle que la suite (f, () = f(2,))neny ne tend pas 0
alors la suite (f,,)neny ne converge pas uniformément sur I vers f par contraposée de la Proposition 5.

1

-1 siz<——

"

FEzxemple 6 : On note f,:x < an si —— <x <~ pour tout n e N*.
n n

1
1 siz>-—
n

Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite (f;, )nene-

II. MODES DE CONVERGENCE D’UNE SERIE DE FONCTIONS

(fn)nen désigne toujours une suite de fonctions définies sur I et a valeurs dans K.

— Définition 6 |

» Pour tout n € N, on note S, la fonction somme partielle d’indice n :
I — K

Sp v ifk(x)
k=0

» On appelle série de fonctions de terme général f, et on note an ou Z fn la suite
n20
de fonctions (.S, )nen-

A. CONVERGENCE SIMPLE

— Définition 7 |

» On dit que la série Z fn converge simplement sur I lorsque la suite de fonctions
(Sn)nen converge simplement sur 1.
En d’autres termes, la série Z fn converge simplement sur I lorsque pour tout x € [,
la série numérique Y f,(z) converge.

» Dans ce cas, la limite simple de la suite (S, ),y ¢’est-a-dire la fonction
I — K

SR +ffk(f)
k=0

+00
est appelée la fonction somme de la série Z fn et on note S = Z fn-
n20 n=0




— Définition /Proposition 8

On suppose que la série Z fn converge simplement sur /.

» Pour tout n € N, on note R,, la fonction reste d’ordre n :
I — K
T > +Z fr(z)

k=n+1

R, :

» On a pour tout n e N, S =5, +R, et la suite (R,,) ey converge simplement sur I vers
la fonction nulle.

Exemple 7 : On note f, : x — z™ — 2™ pour tout n € N,
Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur | -1, 1].
Déterminer sa somme et son reste d’ordre n pour tout n € N.

A retenir pour Uétude de la convergence simple sur I : On travaille avec z € I fixé.

B. CONVERGENCE UNIFORME

— Définition 9 |

On dit que la série Z fn converge uniformément sur I lorsque la suite de fonctions (S, )nen
converge uniformément sur /.

— Proposition 10

Si la série Z frn converge uniformément sur I alors elle converge simplement sur I.

» On dispose alors de la fonction somme S et de la suite de fonctions (R,,),en, suite des restes.

» La réciproque est fausse. L’exemple 7 fournit un contre-exemple.

Ezemple 7 (suite) : Montrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur |-1,1].

» Attention, la convergence uniforme d’une série de fonctions sur tout segment inclus dans un
intervalle I n’implique pas la converge uniforme sur /.

Proposition 11

La série Z fn converge uniformément sur [ si et seulement si elle converge simplement sur /
et la suite des restes (R,,)nen converge uniformément sur [ vers la fonction nulle.




Proposition 12

Si la série Z fn converge uniformément sur I alors la suite de fonctions (f,)nen converge
uniformément sur I vers la fonction nulle.

’Méthodes pour étudier la convergence uniforme d’une série de fonctions‘

» Meéthode 1 :
On prouve la convergence normale de la série car elle implique la convergence uniforme de la série

(¢f paragraphe suivant).

» Méthode 2 :

On utilise la Proposition 11. On y pensera notamment lorsque pour tout x € I, la série numérique
> fa(x) est une série alternée.

(-1ar

Ezemple 8 : On note f, : x — pour tout n € N.

n+
Montrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, 1].

» Méthode 3 :

Si 'on prouve que la suite de fonctions (f,)neny ne converge pas uniformément sur I vers la fonction
nulle alors la série Z fn ne converge pas uniformément sur I par contraposée de la Proposition 12.
Ezemple 9 : On note f, : x — nz™(1 - x) pour tout n € N.

Montrer que la série Z fn converge simplement mais ne converge pas uniformément sur [0, 1].

C. CONVERGENCE NORMALE

Définition 13 }

On dit que la série Y f, converge normalement sur I lorsque la série Y | f,[ %, converge.
n>0 n=0

» Cela suppose que les fonctions f,, sont toutes bornées sur I.

La série Y. | f, |5 est alors une série numérique.
n20

Ezxemple 10 : Pour tout n € N, on note f,, : x = z"1.

. 1 : :
Montrer que la série Z fn converge normalement sur ]0, 5 mais pas la série Z fn-
nzl n20

» Attention, la notion de convergence normale n’existe pas pour les suites de fonctions.

» Attention, la convergence normale d’une série de fonctions sur tout segment inclus dans un
intervalle I n’implique pas la converge normale sur I.



— Proposition 14

Si la série Z fn converge normalement sur I alors pour tout x € I, la série Z fn(x) converge
absolument.

—{ Théoréme 15 }

Si la série Z fn converge normalement sur I alors elle converge uniformément sur I.

La réciproque est fausse. L’exemple 8 fournit un contre-exemple.

Ezemple 8 (suite) : Montrer que la série Y f, ne converge pas normalement sur [0, 1].
n20

Meéthode pour étudier la convergence normale d’une série de fonctions‘

» Méthode 1 :
Pour tout n € N, on calcule | f,|L.
I1 ne reste alors plus qu’a étudier si la série correspondante converge (cf exemple 10).

» Meéthode 2 :

On peut chercher & montrer que la série Y | f,||%, converge en utilisant une comparaison par inégalité.
nz0

On suppose que pour tout n € N et tout z €I, on a :

|fn(x)| € up, OU u, est un réel ne dépendant pas de z vérifiant de plus Z u, convergente.
n>0

Soit n € N. Le réel u,, est un majorant de 'ensemble {|f,(z)|,z € I}.
Puisque | f,.|% est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit :

0 < | falleo < tn-

Par comparaison par inégalité, on obtient que la série numérique )" | f, %, converge.
n20
Ainsi, la série Z fn converge normalement sur /.
nz0
In(1+x)

n2xy

Montrer que la série Z fn converge normalement sur ]0, +oo[.
n>1

Ezemple 11 : On note f, :x pour tout n € N*.

» Méthode 3 :

Si I'on trouve un réel 2 de I tel que la série Y |f, ()| diverge alors la série ) f, ne converge pas
n20
normalement sur I par contraposée de la Proposition 14 (cf exemple 8).

Plus généralement, si I'on trouve une suite (x,),.n d’éléments de I telle que la série Z| folxn)]

diverge alors la série Z fn ne converge pas normalement sur /.
n20



[II. REGULARITE DE LA LIMITE / DE LA SOMME

A. CONTINUITE

—{ Théoréme 16 }

Hyp. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f, est continue sur I,
la suite (fy,)nen converge uniformément sur I vers une fonction f.

Alors f est continue sur I.

—{ Corollaire 17}

Hyp. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur /,

la série Z fn converge uniformément sur I.

+00

Alors sa somme S = Z fn est une fonction continue sur I.
n=0

v

Notons qu'une somme finie de fonctions continues sur [ est toujours continue sur I.

v

(¢f exemple 2 et exemple 7).

v

Ces résultats peuvent étre utilisés pour prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme.

S’il y a seulement convergence simple, la continuité de la limite / de la somme n’est pas assurée

* Si une suite (f,,)neny de fonctions continues converge simplement vers une fonction f qui

n’est pas continue alors la suite (f,)ney ne converge pas uniformément.

* Si une série Z fn de fonctions continues converge simplement et que sa somme n’est pas

continue alors la série Z fn ne converge pas uniformément.

Important | La continuité est une propriété locale.

Soit f une fonction définie sur I.

v

La fonction f est continue sur I si et seulement si pour tout segment [a,b] inclus dans I, la

fonction fij,s) est continue sur [a,b].

| Point-méthode |

On suppose que 1'on a établi seulement la convergence uniforme sur tout segment inclus dans /.
On applique le Corollaire 17 sur chaque segment [a,b] inclus dans I et on obtient ainsi la continuité

de Sjfa) sur [a,b].
Par le caractére local de la continuité, on peut alors conclure que S est continue sur I.

+00
Ezemple 12 : Montrer que S:z ~ ) est bien définie et continue sur ]0,+oo].
n=0

— 1 +n+n2z?
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» On peut également établir la continuité sur tous les intervalles du type [a, +oo[ avec a > 0, pour
conclure a la continuité sur ]0, +oo[, ou choisir d’autres intervalles adaptés a la situation.

» Lorsque l'intervalle I sur lequel on souhaite prouver la continuité est symétrique par rapport a 0,
on peut se limiter aux segments du type [-a,a] avec a > 0, inclus dans I.

B. LIMITES

Sous les hypotheses du Corollaire 17, on a pour tout a € [ :

limJijo fo(z) =limS(z) = S(a) = io fn(a) = Jio lim f,(z).
=4 n0 rma n=0 n=07"°%

+00

Il est donc possible dans ce cas d’intervertir les symboles lim et Z
r—a n=0

+00 +00
Le théoreme suivant permet d’obtenir I'interversion lim )" f,(x) = > lim f,,(z) dans le cas ol a est
r—a r—a
n=0 n=0

une borne de [ (finie ou infinie).

— Théoréme 18 (Théoréme de la double limite)

Hyp. Soit a une borne de I (finie ou infinie). On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite finie en a que 1’on note ¢,,,

la série Z fn converge uniformément sur I.

+00

Alors la série ZEH converge, la somme S = Z fn admet une limite finie en a et on a :
n=0

r—a

e +00 +00
limS(z) = > ¢, cest-a-dire lLim) f,(z) =) lim f,(z)
n=0 =020 n=0""%

(interversion limite/somme infinie)

+oo 1

Ezemple 13 : Déterminer 'ensemble de définition de la fonction zéta de Riemann définie par ((z) = ), —.
n=1 n

Montrer qu’elle admet une limite en +oo et la déterminer.

C. INTEGRATION SUR UN SEGMENT

—{ Théoréme 19 }

Hyp. Soit a et b deux réels avec a < b. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [a,b],
la suite (f,,)nen converge uniformément sur [a,b].

Alors :

b b
lim f fau(t)dt = / lim fa(t)dt  (interversion limite/intégrale)

n—>+00

11



—{ Corollaire 20 }

Hyp. Soit a et b deux réels avec a < b. On suppose que :

pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [a,b],

la série )" f, converge uniformément sur [a, b].

b
Alors la série numérique ) ( f fn(t) dt) converge et on a :

fab (:gfn(t)) dt = g(fabfn(t) dt)

(interversion intégrale/somme infinie ou intégration terme a terme)

» Notons que l'interversion d’'un symbole intégrale et d’'un symbole de somme finie est toujours

possible par linéarité de l'intégrale.
Soit NV € N*. Si pour tout n € [1, N], la fonction f,, est continue sur [a,b] alors :

[ 5 nwu=3 [ o

1 1
Exemple 14 : Calculer li{rn 22+ —dux.
n—+oo J_1 n

D. CLASSE €*

— Théoréme 21 |

Hyp. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, est de classe € sur I,

la suite (f,,)nen converge simplement sur [ vers la fonction f,

la suite (f!),en converge uniformément sur [ vers la fonction g.

Alors f est de classe €' sur [ et f’ =g c’est-a-dire :

( lim fn), = lir+n fr (dérivation de la limite)

n—>+00

— Corollaire 22|

Hyp. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, est de classe € sur I,
la série Z fn converge simplement sur 7,

la série Z f} converge uniformément sur I.

+ 00

+ 00
Alors S = Z fn est de classe €1 sur I et S’ = Z f c’est-a-dire :
n=0 +o0 ' 4o n=0
(Z fn) = Z fr (dérivation terme a terme)
n=0 n=0

12



» Notons qu’une somme finie de fonctions dérivables/de classe ¢! sur I est toujours dérivable/de

classe €' sur I et on peut dériver terme a terme.

» Attention ! La convergence uniforme doit étre vérifiée pour la suite / série des dérivées.

Dans 'exemple 14, les fonctions f, sont de classe €' sur [-1,1], la suite (f,,)nen+ converge

uniformément sur [-1,1] vers f:z ~ |z| mais f n’est pas de classe €' sur [-1,1].

» La classe €' est une propriété locale.

| Point-méthode |

On suppose que l'on a établi seulement la convergence uniforme sur tout segment inclus dans 1.
On applique le Corollaire 22 sur chaque segment [a,b] inclus dans [ et on obtient ainsi la classe ¢!

de Sjfa) sur [a,b].

Par le caractére local de la classe €', on peut alors conclure que S est de classe €' sur I et on peut

dériver terme a terme sur /.

Exemple 13 (suite) : Montrer que la fonction ¢ est de classe €' sur |1, +oo].

— Théoréme 23 |

Hyp. Soit k € N*. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f, est de classe €* sur I,
la suite (f,,)nen converge simplement sur I vers la fonction f,
pour tout j € [1,k-1], la suite ( £ ))neN converge simplement sur I vers la fonction g;,

la suite ( fék))neN converge uniformément sur I vers la fonction g.

Alors f est de classe €% sur I et pour tout j € [1,k], fU) = g; c’est-a-dire :

(lim £,) = lim £

n—+0oo n—+oo

—{ Corollaire 24 }

Hyp. Soit k € N*. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f,, est de classe €* sur I,
la série Z fn converge simplement sur I,
pour tout j € [1,k - 1], la série Z féj ) converge simplement sur I,

P k . 4
la série Z fé ) converge uniformément sur I.

+00 TED .
Alors S'= )" f, est de classe €% sur I et pour tout j € [1, k], SO = > £9) crest-a-dire :
n=0 n=0

voo D) e
(Z fn) = Z fr(Lj)
n=0 n=0
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—{ Corollaire 25 }

Hyp. On suppose que :
pour tout n € N, la fonction f, est de classe € sur I,

la série Z fn converge simplement sur I,

pour tout j € N*  la série Z f,gj ) converge uniformément sur 1.

+o00

+00 .
Alors S = Z f,, est de classe € sur I et pour tout j € N*, SU) = Z féj).
n=0 n=0

» La classe €%/€> étant une propriété locale, on pourra penser a appliquer ces résultats sur un
segment [a,b] quelconque de I.

&

FExemple 15 : Montrer que la fonction S:x+ ) ——
Zn+x

est de classe € sur [-1,+oo].

Etudier la monotonie de S sur [~1,+oo].
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