Fiche n° 7. Dérivation

Réponses
Tl a) e 7.5 a) (22 +3)(2sin(z) + 3) — (a2 + 32) x 2c08(2)
BSa)...... Zem(z) 1 37
AT DO 52" — 6% + 4o — 15
5 T D) e _ 2o8r
ToLC) e (2 — 22+ 10) exp(2) | SNGETESIE
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
71d) (6x —1)In(z —2) + o 7.5¢)...... -2 CESIE
Te2 ) e |5(2% — 52)* (22 — 5)| 754) (4o + 3)In(z) — 22 — 3
BSd) 0 5
T2 D) i 4(22° + 42 — 1)(32% +2)| (In())
.1 1
7.9 C) ............. ’8(3082((5) 76COS(£€) sin(x) 74‘ 7.6 a) ........................ 2x sin (;) — COS (;)
7.2d)....... ’ —3(3 cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z)) ‘ 7.6 b) 9
BDh) 0 2o
2z
A3 T ) 5
Gl 7.6 ¢) 1
- WBC) T
T8 D) e .
zIn(z) 7.6 ) x cos(z) — sin(z)
Bd) . sy
T3C) i, ’ (—22% 4 32 + 1) exp(2® + z) ‘
10x -5
T3d)o ’6(:05(2;5) exp(3sin(2x)) ‘ TTa). B2 ta)?
6z 222 — 1
; 2 1++3 1-+3
Teda) oo EEEmE cos(m2+1) TAD) oo x+1<x+ 2f)(x—|— Q\f)
202 +22 -8 . 2z+1 222+ 2 +5
TAD) . @2+ 07 sin (xg T 4) TTC) CETEEE
cos(z) 2
Ted €)oot — x
o) | T CESYE
cos(y/a) >
TAd) oo NG TTe) e 2(1 - In(z))?
Corrigés

7.1 a) On caleule : f'(z) = (2 + 3)(2z — 5) + (2° 4 3z + 2) x 2 = 62° + 2z — 11.
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
7.2d)  On calcule : f'(z) = 3(3cos(x) — sin(z))*(—=3sin(z) — cos(z)) = —3(3cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

7.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

7.3 ¢) On calcule :

fl(x) = (=) exp(z® +x) + (2 — ) exp(z® + ) x 2z + 1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —x)exp(a® + z) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

244 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
7.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

7.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
7.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

7.5 c) On calcule : f'(x)
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7.5 d) On calcule : f'(x) = T —

7.6 c) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

, cos(x) X x —sin(x) x 1 T x cos(x) — sin(x
7.6 d) On calcule : f'(z) = (@) e (2) X () a(csin(x) ()
. —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z —5
TTa)  Onelaile: f(@) = g Y GE T Boof@ta? | BonP@ta)?
p— 2 p—
7.7 b) On calcule : f'(z) = 2z — . i 7= Q:B(a:x—:—ll) 1_2 ;rfgi !

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
v On calcule : f/(z) = - = :
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

7.7 d) On calcule :

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
SRS On celovle: f(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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Fiche n° 8. Manipulation des fonctions usuelles

Réponses
E3
8.1 a) ....................... g 8.4 C) __________________ _ingg; 8.7 d) . ’ [_ ln(4+\/ﬁ)71n(4+\/ﬁ)] ‘
O n
81b) it ) 8.Te)...... [ln(3 +V/10), +oo[
n
] 84d)................
T T ) n(20/3) 1
E3 87 . ..o, —00, 5 In(3)
3 VI7-1
8.1 d) ....................... z 8.5 a) ln< 2 ) 8 8 1 2 21’ 2
6] S0 n(2) Ba)..... ’xH n(2) x 2% + x‘
™ x T
8.1 e) ....................... Z 1 8.8 b) B — 15 1“(3/v5) +3%1In(3)
L= 85Db) .. 0; 3 (57 +1)2
81f) oo T 88¢)....... ’a: — (In(z) + 1)a”
Sl g ) | @
BC) —
In(3 84d).. z :
8.28) it n3)|  884d).. |am W e f———r
8.2Dh) i [0] ln(ﬁ;l) -
5 85d).............. 89a)......... T 2T
8.2C) i [ In(3) 1—at
4
1 8.6 a) ........................ 8.9 b) R S chQ(x) + shQ(x)
8.24) H
3| 86Db)...l [0] ()
89¢)......... T ——s
8.2 ) 13 86¢C)........... {2kn, ke Z} 1+ th?(z)
208 B
soq.. | (o rez) 8.9d)..... [ > sh(z)ch(ch())]
3 . oo o
42 Z
8.2 f) ....................... g U{ 3 + kﬂ” k € } 8-10 a) ................. T 0
8.3a) . iiiiiiiiiin. sh(z +y) 8.6¢€).. {5 +2km ke 810D 2= 0
Usgm— 5 +2km, k€Z -
; 8.11 a) o (In(z) + Ve
83Db) ...l ch(x — L a r e re
) St ) £) e X
In(2 8.11Db).. shiz !
8da). .o 1223; 8.7a).. ’ {In(v/5 — 2);In(v/5 4+ 2)} ‘ ). |z eh(2)? 5 /in(ch(z))
8AD) o 8.7Dh) .. In(1+v2)| 81lc).......... x + arcsin(z)
BT C) %111(2) BALd)..oeren @+ arctan(z)
Corrigés
arcsin(%) s
81b) Oncalcule: ——% =32 =2,
arccos(Tg) 6
81¢) O L V2 v2)_r
dc n remarque que arccos| — | = arccos Tixvs) arccos| o= | = 7
1
8.1d) On remarque que arctan (?) = arctan(%) = arctan <;§) = %
2
1 T
8.1 f) On remarque que arccos(g + 7> = arccos(f> =3
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8.2 ¢) On calcule : ch(In(2)) = 5 5 =
In(3) _ ,—1In(3) 3_1 8 4
8.2d)  On calcule : sh(In(3)) = < 26 =—2=2=2
In(2/3) | —In(2/3) 2,3 13
) e +e _53ft3_ &% _ 13
8.2 ¢) On calcule : ch(In(2/3)) = 3 =t STy T
In(2) _ ,—1In(2) 9_ 1 3 3
. e e B 5 _ 53 _ 3
8.2 f) On sait que th(In(2)) = O feW® 241 35
8.3 a) Développons :
Ty =T QY _ gy Y eV e _ o
ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) = ¢ te e e 48 te e e
2 2 2 2
(& e —e ) 4 (e e — )
B 4
Y _ oYy o¥mT _ o= (wty) 4 qrty gy | oy o (zty)
- 4
2%ty _ 9= (@+y)
_L —ee - 4e = sh(z + y).
. . 9 . 9° In(2)
8.4 a) Soit z € R. Alors on a les équivalences 3* = 5 < In(3*) =1In ?> < zIn(3) =2zIn(3)—In(2) & z = ()’

10%" =4 x 5" x 9% < In(10°") = In(4 x 5% x 92) & 221n(10) = In(4) + zIn(5) + gln(Q)

2In(3)\ _ In(4) _ @)
- ) =ln4) &z = 21n(2) +In(5) —In(3) ~ In(20/3)"

Sz (2 In(5) + 21n(2) — In(5)

8.5 a) Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—1++17 V17T -1 \/17—1<:>
2

1+ 16 = 17, d’ou deux racines, 5

z1n(2) :ln(\/Tz_l> Sx = @

. Seule la racine est positive, donc 2° +4° =4 & 2% =

10u4z:2<:>x:00u:r:%.
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8.5 ¢) Soit x € R. Posons X = 3”.

Alors on a I’équivalence 2 x 9" —3* -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 1 +4 x 2 x 3 = 25,

3

, . . . . 3
donc les deux solutions de I’équation sont , i.e. 3 et —1. La seule solution positive est > donc 2x 9° -3 -3 &

—_
=]

—~
DO

~

3 g o rhB) =hE) @) oz—1-

8.5 d) Soit = € R. Posons X = 3%.

Alors on a 'équivalence 3° +3** —1 =0 < X? 4+ X —1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+4 = 5, donc les deux
—1+5 V5 —1 V5 —1
2 > <

solutions de ’équation sont . La seule solution positive est ,donc 3" +3* -1 =0« 3" =

2
-1
:cln(?))—ln(\/5 >
2
8.6 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = g et, par stricte croissance de arcsin, l'unique solution est 1.
8.6 b) Soit © € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g + km, k € Z. Mais comme arccos est & valeurs
dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(x) = g <z =0.

arcsin(sin(z)) = % & sin(z) = sin<7> S e {% + 2km, k € Z} U {7r - % + 2km, k € Z}

xT —x - 1
ch(x):\/gﬁ%:\/5<:>e‘+e77“:2\f5<:>X+Y:2\/3<:>X2+1:2\/5X<:>X2—2\/3X+1:O.

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 —4 = 16, donc les deux solutions de ’équation
2v5+4 ,
sont \[T = /5 £ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc ’équivalence ch(z) = Ve =vVE+2a 1z =

In(v/5 & 2). Ainsi, les deux solutions sont {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)}

_ xX-1
8.7 b) smtxeR.onposeX:e“”.Alorssh(m):1@%:1@ X =16 X -2X-1=04de

24+/8
2

discriminant 4 + 4 = 8, de solutions

1+vV2 e z=1In(1+2).

= 1+ /2. La seule solution positive est 1+ v/2, donc sh(z) = 1 & ¢* =

1 e —e 1 X—-% 1 2 1, 2
§X2 — g =04 X° =24 X =+V2. Ainsi, la seule solution positive étant v/2, th(z) & ¢” = V2 &z = %ln(2)
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X+ %
8.7d) Soit z € R. On pose X = €”. Alors ch(z) < 4 & X

<4 X2+1<8X e X2-8X+1<0.

+2v1
Ce polyndéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines 8£2v15 = 4 + V/15. Les deux racines sont

positives, donc ch(z) < 4 & 4 — V15e” < 4+ V15 & In(4 — vV15) < =z < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 4+ V15

VB Govmarve Y

6 + 2410
du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines ————— = 3 £+ v/ 10. La premieére racine est négative,
la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) > 3 <= € > 3+ V10 < = > In(3 + V10).

8.7 f) Soit z € R, posons X = e”. Alors, on a
1 X—-% 1 X?-1_1
th(z) < = X<z <
2 X+% 2 X241 "2
X*+1
= xt o1 x5 <0
1
= X?<3«= e 3=z < §ln(3).
8.8a)  On noublie pas que 2° = ") Donc la dérivée de x — 2% est x > In(2).2"
8.8 ¢) On écrit que 2° = ”™(*)_ Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(x) + 1)e®™®)
8.8 d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si z €] — 1,1],
1 1 .
f) i arccos(z) + it arcsin(z) - .
arccos(z)? 2¢/1 — 22 arccos(z)?
8.9 a) On dérive une composée x — 2z =
—z
8.9 ¢) 11 s’agit de dériver th :
h h(z) —sh h h(z)? — sh(z)? h(z)?
(o) — @) —shia)shia) _ chi@)? ~sh@)® | sh()? oo
ch(x)? ch(x)? ch(x)?
La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.
. - e 1 1
8.10 a) La fonction est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est z — - =
Vi—z2 J1-—22
. - * e s 1 -1 1 1 1
8.10 b) La fonction est dérivable sur R* et sa dérivée est x — + — 5 = — =0.
1422 x?'l_'_(l) 1422 22+1
8.11 a) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de cette fonction est z +— (In(z) + 1)z F'(z") = (In(z) +
1)"6167(136)2 = (In(z) + 1)%’167121.
- - , ey sh(z)
8.11 b) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de = — In(ch(z)) est z — h2) = th(z)
x
Donc, la dérivée de x — F(4/In(ch(z))) est
h h
o Sh(@) 1 o Ineh(@) _ 8 (@2 L
ch(z) 2,/In(ch(z)) ch(z)? 2, /In(ch(x))
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