MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

TD n° 6.

Fonctions usuelles.

Applications directes du cours

Exercice 1 Calculez

2 —27 3m
arccos (COS <?)> ,  arccos (cos <7>) , arccos (cos (47)), arctan (tan <Z)) ,
. . 9 . . 137 177
arcsin (sm (7)> , arcsin (sm <_?)) , arctan (tan (7)) )

Exercice 2 Soit x € R. Déterminez des formules similaires aux formules trigonométriques pour les expres-
sions

sh(2z), sh(z), ch?(z),
et exprimez sh(x), ch(z) et th(x) en fonction de t = th(z/2).

Exercice 3 Etudiez la dérivabilité et donnez la dérivée des fonctions suivantes (sur leur domaine de dérivabilité) :

1
_ ) 4. fy(x) = arctan(sh x
1. fl(x)_W_@7 4() (1 )
9. fz(m):ﬁ7a>0; 5. fg,(a?):thx—gth?’x;
a,x
3. f3(x) = (cos )™ ; 6. fo(x) = arcsin (thx);
Exercice 4 1. Montrez que, pour tout > 0, on a sh(x) > z.

2. Montrez que pour tout z € R, on a ch(x) > 1+ z?/2.
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arccos(l—x)

Exercice 5 Etudiez les fonctions  — |zIn |z]| et z —> NG

. . . P J € P .. .
Exercice 6 Soit f la fonction définie sur R définie par f(z) = s 1 Montrez que f réalise une bijection
e J—

de R% sur un intervalle que 'on précisera, et déterminez I'expression de f -1

Exercice 7 Etudiez les limites suivantes (on pourra dans certains cas faire appel aux taux d’accroissement) :



1 qim BV AL 3 lim - L 5. tim o (ef 4ot —2).
T 250 4 /x4 + 12 ' z—0 ln(]_ + [L’) Z—+00
cos(3z) — cos(x)

8=

n € N*. 4. lim (14 x)=. 6. lim
z—0

im ,
=1 — 1 z—0 2

Exercice 8 Résoudre dans R les équations suivantes :
1. bch(z) — 3sh(z) = 4.
2. arccos(z) = 2arccos (32).
3. arccos(z) = arccos(1/4) 4 arccos(1/3).
4. arccos(x) = arccos(1/4) 4+ 2 arccos(1/3).

. 1 3 oom
5. arcsin T + arccos 5 =3

Exercice 9 Résoudre les équations d’inconnue = € R

2In(z) +In(2z — 1) = In(22 + 8) + 2In(z — 1),

Vr+4—4Vr+/r+9—6yr =1

Exercice 10 Calculez

§/13+5¢ﬁ </13—5\/ﬁ
2 + 2 ‘

Exercice 11 Soit n € N. Résoudre 1’équation d’inconnue z € R

Exercice 12 Donnez les domaines de définition puis simplifiez les expressions suivantes :
1+th
1. In ;(m) :
1 — th(x)
2. arcsin <L) ;
2+ 1

3. arctan .
1+z

Exercice 13 Montrez que

1
Vx € [0,1], arcsin (vz) = % + 3 arcsin (2z — 1).

Exercice 14 Résoudre dans R les équations suivantes (d’inconnue x) :

.

1. arctan(z) + arctan(2r) = 7 ;



2. arcsin(z) + arcsin (m) =z

Exercice 15 Simplifiez I’expression suivante :

1 1
arccos(cos(x)) + 3 arccos(cos(2x)) + 6 arccos(cos(3x)),

avec z € R.
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Exercice 16 (Formule de Machin) Montrez que
4 arct 1 ¢ 1 T
arctan [ — | —arctan | — | = —.
5 239 4
Exercice 17 Résoudre dans R 'équation 2V% = (1/z)".
Exercice 18 Soit y € R tel que

z=In (tan (% + %))

soit bien défini. Montrez que

Exercice 19 Montrez que pour tous z,y € R, zy # 1, on a

arctan(y) + arctan(x) = arctan (13: +y ) + km,

ouk=0sizy<l,k=1sizy>lavecz,y>0etk=—-1sizy>1letz,y<O.

Exercice 20 Soient a,b € R et n € N. Calculez

n n

> ch(a+kb) et Y sh(a+ kb).

k=0 k=0

Exercices™

Exercice 21 Pour x € R et n € N*, simplifiez

n—1

Uy = ZQk_”th(Qkx).

k=0

En déduire

lim  w,.
n—-+4o00



Exercice 22 Etudiez et tracez la fonction f définie par

f(z) = arccos(42® — 3x).

np
1
Exercice 23 Soit p € N*. On pose f(z) = @) —z — 1, et pour n > 2, S, = Zsh (—)
p
k=n
. Montrez que 1’équation 2sh(x) + 1 admet une unique solution sur R. On note aa cette solution.
. Montrez que, pour tout réel z, ch?(z) + sh(z) > 0.

1
2
3. Etudiez les variations de la fonction f sur R.
4

1
. Montrez que, pour tout z € ]0,1[, 1 + z < @ < :
—
1 —1
5. En déduire que : Vn > 2, ln(np+ )<5n<—1n<n )
n np

6. Déterminez lim S,,.
n—-+o0o



