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Probléme 1 : Comparaison des modes de convergence d’une série de fonctions
Dans toute la suite, Z fn est une série de fonctions définies sur un intervalle I de R a valeurs dans R.

Dans ce sujet exclusivement, on dira que la série de fonctions Z fn converge absolument sur I lorsque
pour tout x € I, la série numérique z fn(x) converge absolument.

Le but de ce probléme est de comparer les différents modes de convergence d’une série de fonctions :
convergence simple, convergence uniforme, convergence normale et convergence absolue.

1. Pour chaque couple d’assertions ci-dessous, préciser l'implication logique donnée par le cours en
indiquant < ou = entre les deux :

(a) [D. fa converge uniformément sur I] ... [Y. f, converge normalement sur /]
(b) [> fn converge uniformément sur I] ... [> f, converge simplement sur I]
(¢) [> fn converge absolument sur I] ... [} f, converge normalement sur /]

(d) [> fn converge absolument sur I] ... [) f, converge simplement sur /]

2. Etudier chacun des quatre modes de convergence pour la série de fonctions Z fn sur I dans les deux
cas suivants :

cos(nx) Sin(n$).

(a) I=RetpourneNetxeR, f,(x)=

on 3n
cos(nx)
(b) I=Ret pourneNetzeR, f,(z)=——.
n+1
, x2+n
3. Dans cette question, on pose pour n € N* et x € [0,1], fn(z) = (—1)”( 5 )
n

(a) Montrer que la série de fonctions Y  f, converge simplement sur [0, 1].
n>1

(b) Montrer que la série Y f,(x) ne converge absolument en aucune valeur z de [0,1].
nz1

(¢) Montrer que la série de fonctions ) f, converge uniformément sur [0, 1].
nxl

4. Dans cette question, on pose pour n € N et z €] - 1,1[, f.(x) = 2"



10.

(a) Montrer que la suite (f,,)neny converge simplement sur | -1, 1J.
(b) Montrer que la suite (f,,)ney ne converge pas uniformément sur | -1, 1[.

(¢) Montrer que la série de fonctions ) f, converge absolument sur ] -1,1[.

Dans les questions 5. a 8., (a;,)ns1 désigne une suite décroissante de réels positifs, I = [0, 1] et on a
pour tout n € N* et tout x e [ :

fo(x) = apz™(1 - ).

. Justifier que la suite (v, )1 est bornée et montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement

n=1
sur /.

nn
P e N* t n = Gn :
(a) Pour n , montrer que ng?|f (z)[=a (n+ 1)+

(b) Démontrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [ si et seulement si la série
nx1

Qp
de réels positifs Z — converge.

nx1

+0o

(a) Pour n e N* et z €I, calculer > aF.
k=n+1

(b) Montrer que si la suite (v, ),51 converge vers 0 alors la série de fonctions ) f,, converge uniformément
nx1
sur I.

On pourra observer que pour tout £ >n+1, on a ag < 1.

(c) Reéciproquement, démontrer que si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [
nx1
alors la suite (a,)ns1 converge vers 0.

Dans chacun des cas suivants, donner en détaillant, un exemple de suite décroissante de réels positifs
()1 telle que :

(a) La série de fonctions ) f, converge normalement sur I.
nz1

(b) La série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur /.
nz1

(c) La série de fonctions Z fn converge uniformément sur I mais ne converge pas normalement sur /.
nzl

Montrer & 'aide de contre-exemples tirés des questions précédentes que les implications réciproques
des implications établies a la question 1. sont fausses.

Existe-t-il des implications logiques entre les assertions [Z fn converge uniformément sur 7] et [Z fn
converge absolument sur 7] ? Prouver vos affirmations.



Probléme 2 : Théoréme de Weierstrass
Le but de ce probléme est de démontrer le théoréme de Weierstrass :

Si f est une fonction continue sur [0,1] & valeurs dans R alors il existe une suite (P,) de fonctions
polynomiales convergeant uniformément vers f sur [0,1].

1. On considére dans cette question la suite (uy,)qen+ définie pour tout entier n > 1 par :

CIx3xex(2n-1) & (2k-1
I T A x - x (2n) ‘,ﬂ( 2k )

(a) On pose pour tout entier naturel n > 1, v, = \/n u,.
Montrer que la suite (v, )nay+ €st croissante.

Un+1

(b) Etudier la nature de la série de terme général w,, = ln( ) pour n € N*.

n

(c) Démontrer que la suite (v, )ney+ est convergente . On note L sa limite.
L
v

2. On considére dans cette question la fonction ¢ : z — p(x) =1 -z pour x € [0,1] .

Comparer, pour tout entier n € N*, les réels u,, et

(a) Déterminer la dérivée d’ordre n de ¢ : x +— (™ () pour x € [0, 1[.

(b) Soit z € [0,1[ . La formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a ¢ sur [0, x] s’exprime sous
la forme ¢(z) = P,(z) + R,(x) ou P, est une fonction polynomiale de degré n et :

Ro(z) = % [yt

Exprimer les coefficients de P, en fonction de n. Donner la valeur de P;.

(c) Démontrer la majoration :

vz € [0, 1], |Rn(x)|<%unfw(1_t)—1/zdt
0

En déduire :

(d) Démontrer que la suite de fonctions polynomiales (P, ),y converge uniformément sur [0, 1]
vers la fonction .

Dans la question suivante, on note @, le polynome tel que @Q,(z) = P,(1 - x?).
(e) Soit € un réel strictement positif et M une constante strictement positive.

L2 M?
o2

Démontrer que si I'entier naturel N vérifie N > alors

Vo e [-1,1], 2] - Qn ()| < %

3. On considére dans toute la suite une fonction f continue sur [0, 1] et ¢ un réel strictement
positif.
On admet qu’il existe un entier naturel n > 2 tel que

V(z,y) €[0,1, ]z -yl <1/n=|f(x) - f(y)| <e

Dans la suite du probléme, n désigne I’entier ainsi défini.

3



k k
(a) Soit g la fonction définie sur [0,1], vérifiant pour tout k € N avec 0 < k < n, g(—) = f(—),
et affine sur chacun des intervalles [k/n, (k+ 1)/n] pour 0 <k <n-1.

k k+1
Déterminer 1’expression de g(x) lorsque — <z < :
n n

(b) Démontrer que Vz € [0,1], |g(x) - f(z)| <e.

On pourra remarquer que 'on peut écrire g(x) sous la forme af(£) + (1 - ) f(£1).

4. Dans cette question, on considére les matrice A, 1 € #,.1(R) et B,y € #,.1(R) de termes généraux

respectifs :
bij=-1sii+leti#n+1

— _1-n
bl,l = bn+1,n+1 =~ on .
(ai;=1i —]|)Km<n+1 et si |i—j|=1alors b;; = 5

1
bl,n+1 = bn+1,1 = o

b;; = 0 dans tous les autres cas

-1

1, = Byi1 (ce résultat est démontré en partie a la

On admettra que A, est inversible et que A
question 6.)

(a) Soit E,.1 'espace vectoriel des fonctions g définies sur [0,1] a valeurs dans R, telles que g soit
affine sur chacun des intervalles [k/n, (k+1)/n] pour 0 <k <n—1.
Soit d’autre part ® 'application de E,,; dans R"*! telle que

k
VgeE,a, ®(g) = (9(5))0 )

Démontrer que ® est un isomorphisme de £ dans R**! et expliciter I'unique fonction g, € E,41
telle que ®(g) = (ap, a1, .., a,) ot a = (ag, ay, .., a,) € R**1,

(b) Pour tout entier j avec 0 < j <n, on note f; € E,.; 'application
J

Montrer que la famille ( f;)o<;j<n €st une base de E,,; : on pourra par exemple expliciter la matrice
de la famille des vecteurs (®(f;))o<j<n dans la base canonique de R7+1.

(¢) Soit a = (ag,aq,..,a,) € R™! et g, € E,,; la fonction définie a la question 4.a), telle que pour
k
tout k€ {0,1,..,n} , ga (—) = ay.
n

Démontrer qu’il existe n + 1 réels A\g, A1, .., A, tels que :
Vo e [07 1]7 ga(x) = Z /\kfk(‘r)
k=0

Déterminer la valeur des coefficients A, pour 0 < k < n en fonction de (ag,as, .., a,).

5. (a) On considére la fonction g définie a la question 3.a)
Déterminer o € R™! tel que g = ¢,.
En déduire I'expression a I'aide de f des coefficients A\, pour 1 <k <n -1 de la question 4.c).

n
On pose M = Z |A\x| et on note Qx le polynoéme correspondant défini a la question 2.e).
k=0



(b) On pose
a k
R(z) = MQn (x - —)
k=0 n
Démontrer que :
sup |f(z) - R(z)| < 2¢

z€[0,1]

(c¢) Conclure.

6. On revient sur la matrice A,,; étudiée a la question 4.
Calculer det(A,.1) en fonction de n.
On effectuera pour cela les opérations suivantes :

x pour ¢ allant de n+1 & 2, remplacer la ligne L; par la ligne L; — L;_,

» pour j allant de 2 a n, remplacer la colonne C; par la colonne C; - C}

En déduire que A, est inversible.



