Chapitre 4 La continuité de f au point a est démontrée.

. L . » On affaiblit maintenant I’hypothése de convergence : on suppose seulement que
SUlteS et series de fonCt’ons la suite (f;,)n>0 converge uniformément sur tout segment de I.
’ On fixe a €I et on enferme a dans un segment J =[b,c]de I :
Complements de cours = si a n'est pas une extrémité de I, on prend b,c €1 tels que b<a<c;
= si a est I'extrémité gauche de I, on prend b =a et ¢ €I quelconque;
= si a est I'extrémité droite de I, on prend b €I quelconque et c =a.
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Dans tous les cas, le segment J =[b,c] est inclus dans I et contient le point a.
Comme la continuité est une notion locale, il suffit de prouver que la fonction f
restreinte a J est continue en a.

Or : la suite (f;),>0 converge uniformément sur J vers la fonction f, et les fonc-

s els . o tions f,, sont toutes continues sur J.
e Continuite de la fonction limite Le premier point s'applique avec J dans le réle de I, et la continuité de f au
Soit (f,)=0 une suite de fonctions définies sur I, a valeurs dans IK. Si: point a est démontrée.

1) pour tout n € IN, f, est continue sur I,
2) la suite (f,),>o converge uniformément sur tout segment de I vers une

Il Régularité de la limite d’une suite de fonctions

II.1 Continuité de la fonction limite

I1.3 Dérivabilité de la fonction limite

fonction f,
alors : la fonction limite f est également continue sur I. e Dérivabilité de la fonction limite
Démo. > » Dans un premier temps, nous supperons que la convergence de (f,)n>0 est uni- Soit (f,).=0 une suite de fonctions définies sur I, a valeurs dans IK. Si:

forme sur la totalité de I'intervalle I.

1) toutes les fonctions f, sont de classe ¢! sur I
Fixons a € I et montrons la continuité de f au point a, c.a.d. que f(x) —— f(a). ) f” g
xX—a

2) la suite (f,),= converge simplement sur I vers une fonction f,

3) la suite (f,),>o converge uniformément sur tout segment de I vers une
fonction g,

Il s'agit de montrer que :

Ve>0,36>0/Vxel: [|x—a|<5 = |f(x)—f(a)|<e] (%)

Soulignons que dans cette proposition, 6 peut dépendre de ¢ et de a, mais pas Alors :

de la variable x . . 1
Commencons par majorer |f(x)—f(a)| en reliant cet écart & une fonction f, 1) La fonctlonf est de classe 6~ sur I ;
quelconque : 2) Vxel: f'(x)=gx).

VnelN, Vxel: |f(x)—f(a) | = ) (f(x)—fn(x))+(fn(x)—fn(a))+(fn(a)—f(a))| Démo. S® Fixons un point a € I quelconque. Pour tout n € IN, f, est de classe 6! sur I. En
_ _ _ d’'autres termes, f, est une primitive sur I de la fonction fn’, qui est continue sur I.
< |f(X) f?(X) | * |fn(X) fal@) | * |fn(a)[ f(a)| Par le théoréeme fondamental du calcul intégral :
<[ =falloo + )= fa@ [+ £ = f [[co

=2 fo—f || + | 20— Ful@]. Vxel: f fa)de = [fn(t)]z = fu(x) = fu(a).
Démontrons maintenant (x).

Fixons ¢ > 0 quelconque. Puisque la suite (f,),>o converge uniformément sur I Fixons x €1 et faisons tendre n vers I'infini :

Lo I = Comme la suite converge simplement sur I vers f :
vers f, il existe un rang ngy € IN tel que ||fnO —f ||oo <ef3. Undnzo & P f

Pour ce rang ngy, la fonction est continue au point a, donc il existe un 6 >0 - .
tel que : 8o & P fulx) —= flx) et fula) - f(a)

Vxel: |: |x—a| <6 = |fn0(x)—fn0(a)| < &‘/3.] = Comme toutes les f sont continues sur I et que la suite (f),5( converge vers g
uniformément sur tout segment de I, le théoréme d'interversion limite/intégrale

Remarquons que le choix de ny et de 6 dépendent de ¢ et de a, mais pas de la L
sur un segment donne la continuité de g sur I et que :

variable x.
Sil'on prend x €1 tel que |[x —a| < &, la majoration ci-dessus donne au rang ny :

|fQ)—f@]<2-¢fs+ef3=e. f fit)de ——— f g(nyde.
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On obtient ainsi en passant a la limite :

Vxel: f g(t)de = f(x)—f(a).

Comme g est continue sur I, le théoréeme fondamental de I'analyse montre que f est
une primitive de g sur I. La fonction f est donc dérivable sur I ou elle vérifie f' = g.
g étant continue sur I, f est en fait de classe € sur I.

e Caractére ¢k de la fonction limite

Soit k € IN* et (f,,),>0 une suite de fonctions définies sur I, a valeurs dans IK.

Si:

1) toutes les fonctions f, sont de classe €% sur I ;

2) les suites (fn)n>0’ (fn/)n>07 (fn//)n>oa LR (fn(k_l))n>0 convergent Simple'
ment sur I vers des fonctions f = gy, €1, €25 ---» k-1

3) la suite ( fn(k))n;(, converge uniformément sur tout segment de I vers une
fonction g,

alors :

1) f est de classe €% surI;

2) Vke[[l:p]]’ f(k)=gk

Démo. ©® » Etape 1 : une conclusion supplémentaire au théoréeme de dérivation de la limite.

Supposons qu'une suite (p,),>o de fonctions de classe ¢! converge simplement
sur I vers ¢, et que (¢ )y converge uniformément sur tout segment de I vers 1.
Nous avons vu que f était aussi de classe €1 et que ¢’ =1 (théoréme de dériva-
tion de la limite).

Montrons que la convergence de (¢,),>0 est en fait uniforme sur tout segment
de I.

Soit [a,b] C I. Pour n € IN fixé, comme les fonctions ¢, et f sont de classe ¢!
sur [ :

Vx€[a,b], |<pn(X)—<P(X)|=‘(90n(a)+J w;(t)dt)—(sa(aHf @'(t)dt)

X

= ‘ (wn(a)—w(a))+f CAGETUG)LL:

a

J (pr()—¢'(1)) dt

<|en(@)— (@] +

< en(@)— ()| +J [en(t)—¢'(t)] dt.

[a,b]
Or: Vtelax], |en®)—¢'®|<|e,—¢ ||
donc par croissance de l'intégrale a bornes croissantes :

|wn(x)—go(x)|<|son(a>—<p(a)|+f on—¢' |l ae

= |en@—p@]|+ | ¢i—¢ | (x—a)

<Jea@—o@|+ ] oh =o' | (b —a).

Ce majorant étant indépendant de x, on en déduit que :
(a,b]
o —f I < | gu(@ = p@| + ]| wf— ¢’ [l (b=,
Puisque ¢,(a) —= ¢(a) et que la suite (@) )0 converge uniformément

sur [a,b] vers i) = ¢’, le majorant tend vers 0 quand n — ©o; par théoréme
d’encadrement, on a montré que (¢, ),>¢ converge uniformément sur [a, b] vers ¢.

» Etape 2 : preuve du théoréme par récurrence sur k.
Pour chaque k € IN*, notons 5#(k) I'affirmation « le théoréme est vrai pour les
fonctions de classe €* ».

= Initialisation. Pour k=1, 5£(1) n'est rien d'autre que le théoréme de dériva-
tion de la limite; 5#(1) a donc déja été démontrée.

= Hérédité. Fixons k € IN* et supposons (k) démontrée. On considére alors
(f)uso une suite de fonctions de classe ¥**' sur I, dont les dérivées
d'ordre j € [0,k] convergent simplement sur I vers des fonctions g, et dont
les dérivées d'ordre (k + 1) convergent uniformément sur tout segment de I
vers une fonction g,1-
Posons ¢, = fn(k) pour tout n>0. Les fonctions ¢, sont de classe ¢! sur I,
la suite (¢,)ns0 converge simplement sur I vers ¢ = g, et la suite (¢} )n>0
converge uniformément sur tout segment de I vers 1) = g 1.

Par le théoréme de dérivation de la limite, on obtient que g € ¢(I,K), que
g,’( = gx4+1 et surtout, d'aprés I'étape 1, que (¢,)nz0 = (fn(k))ngo converge uni-
formément sur tout segment de I.

Les conditions sont réunies pour appliquer (k) a la suite (f,);>0 : on en
déduit que f € €I, IK) et que fU) = g; pour tout j € [0,p].

Enfin, f® = g, € 4¢'(I,KK) donc f est en fait de classe €**! sur I, et
) =gl =g 1. L’hypothése #(k + 1) est démontrée.

Il Modes de convergence d’une série de fonctions

lll.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

e Lien entre les convergences

La convergence uniforme d’une série de fonction sur I implique sa conver-
gence uniforme sur tout segment sur I ; cette derniére implique sa conver-
gence simple sur I.
Démo.  On note (S, ),>o la suite des sommes partielles associée a la série de fonctions Y. f,.
n=0
= Supposons que Y. f, converge uniformément sur I.
n=0
Cela signifie que la suite de fonctions (S,),>¢ converge uniformément sur I.
Par conséquent, la suite (S,),>¢ converge uniformément sur tout segment de I,

autrement dit : la série . f, converge uniformément sur tout segment de I.
n=0

= De méme, si I'on suppose que Y. f, converge uniformément sur tout segment

nz
de I, alors (S,),=0 CUSTS de I, donc (S,),>¢ converge simplement sur I,

autrement dit Y. f, converge simplement sur I.
n=0
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e Conditions nécessaires pour la convergence uniforme
d’une série de fonctions

Soit Y. f, une série de fonctions de I dans K.
n=0
Sila série Y. f, converge uniformément sur I, alors :
n=0
1) les fonctions f, sont bornées a partir d’'un certain rang et la suite (f,),>0
converge uniformément sur I vers la fonction nulle;

2) Pour toute suite (x,),so € I"™, la suite numérique (f,(x,)) ., tend vers 0.

n=0
Démo. @ Soit (S,)ns0 la suite des sommes partielles associées a la série Y. f;.
n=0
Supposons que la série Y. f, converge uniformément sur I ; notons S sa somme.
n=0
1) Remarquons que: Vn=1, f,=8,—S,1.
Or, puisque . f, CU sur I, les fonctions S, sont bornées & partir d’un certain
rang ng. n>0
Une différence de deux fonctions bornées étant bornée, les fonctions f, sont donc
bornées sur I pour tout n = ng+ 1. De plus, dans I'espace vectoriel E = (I, IK)
muni de la norme uniforme sur I :

I 115
" T -1k
L donc fn=8,—S1 — S—S=(x~—0).
Sn1 TS (par différence de limites)

2) Soit (x,)n>0 une suite d'éléments de I.  Alors :

Vn=0, 0<|fy(x,)|< SUIIDIfn(X)l =l fallt -
Xe

Puisque || f, IILo —— 0 d’apreés le point précédent,
n—oo

fa(x) —= 0 par le théoréme d’'encadrement.

IV Régularité de la somme d’une série de fonctions

IV.1 Continuité et limites d’une somme de série de fonctions

e Continuité de la somme

Soit > f, une série de fonctions de I dans K. Si:
n=0

1) pour tout n € IN, la fonction f, est continue sur I,
2) la série Y. f, converge uniformément sur toute segment de I,

n=0
(o]
alors : lasomme S = ) f, est continue sur I.
n=0

Démo. @ Notons (S,),>0 les sommes partielles de la série Y. f, et S la somme de la série, définie
sur I. n>0
On applique le théoréme de continuité de la limite a la suite de fonctions (S,,),>0 :

n
* Pour tout n > 0, la fonction S, = Y. f est continue sur I en tant que somme
k=0
d’un nombre fini de fonctions continues sur I.

* Puisque la série >, f, CUSTS de I, par définition, la suite (S,),>0 CUSTS de I
n=0
vers S.

Ceci prouve que la fonction S est continue sur I.

IV.2 Intégration terme a terme d’une série de fonctions

e Intégration terme a terme d’une série de fonctions sur un segment
Soit Y. f, une série de fonctions de I dans K, a,b€l. Si:

n=0
1) pour tout n € IN, la fonction f,, est continue sur I,
2) la série de fonctions ). f, converge uniformément sur tout segment de I,
de somme S. n>0
Alors :

1) la fonction S est continue sur I ;

[ (o b
2) la série numérique Y| ( f . fn(x)dx) est convergente;;
n=0

b b oo %) b
3) fS(x)dx‘iéff > fux) dx“é“fon(x)dx.
a a n=0 n=0 Ja

Démo. & Notons (S,),>o les sommes partielles de la série de fonctions Y. f,,
S sa somme, définie sur I. n=0

. L ve . b . N . .
On applique le théoréme d'interversion fa / 11rro1o a la suite de fonctions (S,)>0 :
n— —

1) Toutes les fonctions S, sont continues sur I, en tant que sommes d'un nombre fini
de fonctions continues sur I.
2) La suite (Sp)ps0 CUSTS de I vers S car la série Y. f, CUSTS de I.
n=0
On en déduit que S est continue sur [ et que :

b b
j S(x)dx —f (nlinolosn(x)) dx (définition de S)

b
. . . b .
nlinolofa S, (x)dx (interversion fﬂ /nlirgo)

b n
nlinolofa kzofk(x)dx (définition de S,,)

n b
nlggo](zo . fi(x)dx.  (linéarité de I'intégrale sur un segment)

. Lo - b
On vient de prouver que la série numérique > fa fa(x)dx est convergente, et que :
n=0

b [} b
J S(x)dx :ZJ £,(x)dx.
a n=0Ja

Bertrand MICAUX, classe de PSI, Lycée Victor Hugo (Besancon)

[ C4-compl | ’26 | 23/10/2025 ]

Suites et séries de fonctions Compléments de cours Page 3



IV.3 Dérivation terme a terme d’une série de fonctions

e Dérivation terme a terme d’une série de fonctions

Soit Y. f, une série de fonctions de I dans K. Si:
n=0

1) pour tout n € N, la fonction f, est de classe 6 sur I,

2) la série Y. f, converge simplement sur I, de somme S,
n=0

3) la série > f, converge uniformément sur tout segment de I,
alors :
1) la somme S est de classe € sur I,

2) Vxel, s’(x)dzef% D) | =D
n=0 n=0

Démo. @ Notons (S,),>o les sommes partielles de la série D f,

S la somme de cette série, définie sur I. ">0
On applique le théoréme de dérivation de la fonction limite a la suite (S,),>o des

sommes partielles de la série Y. f, :
n=0

n
1) Toutes les fonctions S, := . f; sont de classe %' sur I, en tant que sommes d’un
k=0

nombre fini de fonctions de classe 61 ; de plus :
n n
Vxel, Si(x)= % (;fk(x)) = kgofk’(x). (linéarité de la dérivation)

2) La suite (S,)ns0 CS sur I vers la fonction S car la série > f,, converge simplement
sur [ ; n=0
3) La suite (S/)y50 CUSTS sur I car la série . f, CUSTS sur I.
n=0
On en déduit que : la fonction S est de classe 6! sur I et que :

Vxel, S'(x)= lim s,()= lim (Z fk’(x)) =l
k=0 k=0

) —nx
s . e
Exercice 25 » On considére la fonction S: x HZ .
— n2+x
n=1
e—nx
On pose, pourtoutn=1: f,:x— .
nZ+x

1) On applique le théoreme de continuité de la somme :
* Toutes les fonctions f, sont continues sur I = IR, (quotient d’une
exponentielle par un polynéme ne s’annulant par sur IR,)
* Montrons la CN de la série Y. f, sur IR,. On fixe n>1:

n=1

—nx

e 1
Vx=20, |f,(x)]= ek < = indépendant de x,

1
donc 0 <||fn|||§§ <=
n

De plus, la série >’ nl—z est convergente (série Riemann d’exposant

n=1
a=2>1).
Par théoréme de comparaison pour les séries numériques, Y. || f, ||f>o

n=1
converge,

donc la série Y. f, CN, donc CU sur RR,.

n=1
Conclusion. La fonction S est bien définie sur IR, et elle y est continue.

2) On va appliquer le théoréeme de dérivation de la somme sur tout segment
de J=IR% :
* Pour tout n>1, f, €6 (J,K) et :

Vx>0, fn’(x)zi( e )

n%+x
_ —ne™x(n+x?)—e™ x1
B (n+ x2)?
e nx+nd+1

* Lasérie >, f, CN sur I d'apres la question précédente, donc elle CS
surJ. ™1
* Montrons que Y. f/ CNSTS de J.

n=1

Soit [a,b] cJ =]0,+00[, de sorte que 0 <a < b.
Pour n>1 fixé, on a :

e nx+ni+1

Vxela,b], |fn’(x)| =e

(n2+x)?
nb+n®+1 e
e ™ — indépendant de x,
n
b _ nb+n®+1
donc o< f/[e" <eme 2T T2
) n4
nb+n®+1
Posons v, :=e™¢ ——,—— et montrons que > v, converge :

n n>1

v, _nb+n’+1 b

Yn>1, — —— 0, dou vn=o(e’”a).
e—na n4 n—oo n  n—oo
n—oQ
De plus, €™ > 0 pour tout n > 1 et la série géométrique >, e ™

n=1
converge car a> 0, donc la série > v, converge bien.
n=1
Par un deuxiéme théoréme de comparaison, . | f!
aussi. n>1
Par conséquent, la série > f/ CNSTS de J, donc CUSTS.

n=1

o Converge
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Conclusion. On a ainsi démontré que la somme S de Y. f, est de
n=1
classe ¢! sur J =]0,+00[, et qu'on peut dériver terme 3 terme :

def d = e ™
0, S = — R —
Vx>0, (x) dx (nzl:n2+x)

thm_ie,nx nx+n®+1
(n%+ x)?

n=1

3) Montrons que S’ est croissante sur IR’ par la définition de la croissance.
Prenons x,y deux réels tels que 0 < x < y, et prouvons que :

S(x)<S'(y) cad Y FAx)<DLFIY).
n=1 n=1

= Fixons n 21 et montrons que f est croissante sur IR?.
Comme f, est 2 fois dérivable, il suffit de prouver que f/ = 0 sur I.
Par la formule de dérivation de Leibniz :

Yx>0: f/(x)

d? 1

z—(e_”xx )

dx2 n2+x

T 1 N | 1
_E(e )Xn2+x+2d_x(e )Xa(n2+x)

d? 1
pemx L (—)
dx2 \ n?+x

=n?e™™ x

—2ne ™M x ——— +e ™ x

2
n 2n 2
=e ™ ( + + ) = 0.
n2+x (n2+4+x)2 (n2+x)3
La fonction f; est bien croissante sur IRY.
= Fixons x < y deux éléments de IR%. D’'apres le point précédent :
P ’ /
VnelN*: f/(x)<fl/(y).

Comme les séries > fl(x) et > £,(y) sont convergente, par crois-
n=0 n=0
sance de la sommation :

Z fllx) < Z f/(y) autrement dit : S'(x) <S'(y).
n=0 n=0

Conclusion. La fonction S’ est croissante sur ]0,+00][.

1 2
n2+x (n% 4+ x)? (n%+x)3

4) = Puisque la fonction S’ est croissante sur ]0,+00[, par le théoréme
de limite monotone, elle admet une limite £ € IRU {—00} en 0O*.
Soit x > 0; comme S’(x) est somme d'une série 3 termes négatifs,
elle est inférieure a ses sommes partielles. Pour tout x > 0 et tout
entier N =21 :

o 3 N 3
ey e x+n’+1 e x+n’+1
S(X)__Ze (n% +x)? <—Ze (nz+x)2 )

n=1 n=1

Observons ce qui se passe quand x — 0% :

* S'(x) — {;

N 3 N 3
*—Ze_”xnx+n +1 _Zn +1
i (n24+x)2  x-0+ ~ nt

(somme d'un nombre fini de limites).

On peut maintenant passer a la limite dans les inégalités (x) :

N 3 N 3 N
n°+1 n 1
1

n=1 n n=1 n=

y , ;. . 1 . ,
L'opposé de la série harmonique Zl—; est divergente (par un théo-
nz
réme de comparaison) et que ses sommes partielles tendent vers —oo.

Quand N — oo, par passage a la limite dans (xx), on obtient
{ £ —00, et donc { =—00.

Conclusion. S'(x) —— —oo.
x—0t

= Appliquons maintenant le théoréme de la limite de la dérivée a la
fonction S sur ]0,+00[ :
* S est continue sur [0,4+00[ ;
* S est dérivable sur ]0,+00[;
* §'(x) —— —o0.
x—0t
On en déduit que la limite du taux d'accroissement de S en O vaut
également —oo :
S(x)—=5(0)
X_O X"O+

—0Q.

Cela montre que la fonction S n'est pas dérivable en 0, et que sa
courbe présente en ce point une demi-tangente verticale.

e Caractére %% d’une somme de série de fonctions

Soit Y. f, une série de fonctions de I dans K, k € IN*. Si:

n=0
1) pour tout n € IN, la fonction f, est de classe €* sur I,
2) les séries Y. f, > f1,..., > f*V) convergent simplement sur I,

n=0 n=0 n=0

3) la série >. fn(k) converge uniformément sur tout segment de I,
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oo

alors : lasomme S = f, est de classe 6~ sur I, et
n=0

e (& 2
Vielok],Vxel: SO)E —|> f(x) | =D FP).
dxi m
n=0 n=0
Démo. < On applique le théoréme de dérivation de la limite & I'ordre k & la suite (S,),>¢ des

sommes partielles de la série Y. f, :
n=0

* Les fonctions S, sont de classe € sur I en tant que sommes d’un nombre fini de
fonctions de classe 67 ;
* Pour chaque k € [0, k—1], les suites (S,(IJ)),QO convergent simplement sur I, res-

pectivement vers les sommes gj des séries Z f,fj) ;
n=0

x La suite (S,(ik)) converge uniformément sur tout segment de I vers la somme g; de
la série Y. £

n=0

oo
On en déduit que g := 2. f,, =S est de classe ¢k sur I, et que :
n=0

Vielok]: sP=g=> 0.
n=0
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