Classe de PSI
Corrigé du devoir maison n° 2
b.
Racines n-iémes complexes d’une matrice non diagonalisable
-3 3 =5
Soit A=(—-1 2 —1], nelNtelquen=>2 et P=X>—4X%2+5X—2.
3 -2 5
1) a. Puisque 1 est racine évidente de P :
P=X3—4X?45X—-2=(X—-1)(X>-3X+2)
=X-1DX-1DX-2)=X-1)*(X-2).
b. Calculons P(A) :
P(A) = (A—13)* x (A—21,)
—4 3 -5 —4 3 -5 -5 3 -5
=-1 1 —-1(fx|-1 1 —-1]x|-1 0 -1
3 -2 4 3 -2 4 3 -2 3
-2 1 =3 -5 3 =5
=| 0 0 O |x{-1 0 -1
2 -1 3 3 -2 3
0 0 O
=10 0 O
0 0 O
Conclusion : P est un polynéme annulateur de A. c
Soit F=Ker(A—2I3) et G=XKer((A—I;)?).
-5 3 =5 -5 3
2) a. * Ona: rgA—2I3)=rg{—-1 O -1 =rg|—-1 0 |=2
3 -2 3 3 -2
car C; = Cs, et les deux colonnes restantes sont non colinéaires.

* La matrice (A—I5)? a été calculée dans la question précédente, et :

-2 1 =3
rg((A—I3)2) =rgl 0 0 O |= rg(—2 1 —3) =1
2 -1 3

car L, =0, 3, Ly = —L;, et la ligne restante est non nulle.
Conclusion : rg(A—213)=2 et rg((A—1;)?) =1
¢ Le théoréme du rang matriciel donne, pour toute matrice M :
N (M) = dim(Ker(M)) +rg(M).
Appliqué aux matrices A— 21, et (A—1;)?, on obtient :
dim(F) = dimKer(A—21I3) =3 —rg(A—2I3)=3—-2=1
et dim(G)=dimKer((A—13)*)=3—-rg((A—13)*)=3—-1=2.

e Pour trouver une base de F, il suffit donc de trouver un vecteur non nul

de F =Ker(A—213). Or:
-5 3 =5
A— 213 =1-1 0 —1 vérifie Cl = C3, d’ou Cl - C3 = 03’1.
3 -2 3

Onentire: V;:= (_(1)1) €Ker(A—13)=F et(V;)estune basedeF.

¢ Pour trouver une base de G, il suffit de trouver 2 vecteurs non colinéaires
de G =Ker((A—15)?). Or:

—2
0
2

1
0
-1

-3
0
3

C1 +2C2 = 03,1

(A-15)" =
3C2 + C3 = 03’1.

vérifie : {

1 0
En posant V, = ((2)) et V3 = (?), on aV,,V; € G et les vecteurs
(V,, V3) est une base de G.

Montrons que F et G sont supplémentaires dans C3.
Par le théoréme de juxtaposition de bases, il suffit de montrer que la fa-
mille & = (V;, V,, V3) est une base de €3 :

» Card(Z) =3 =dim(C3);

V,, V3 ne sont pas colinéaires :

1 10
e det(#)=(0 2 3
Hean -1 0 1

2 3
1 1

1
0
0

=N =
= w o

‘:_1;&0.
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Z est bien une base de C3,
donc F et G sont supplémentaires dans €3 : Fe& G = C>.

Soit u: Ve —AV e .

3) a. u est 'endomorphisme de €3 canoniquement associé a la matrice A,
donc sa matrice dans la base canonique de €3 est A.

SO oON
O = O
)

b. Cherchons une base %’ = (ey, e,,e3) de €2 ol H%a}t(u) =

» Analyse. Supposons une telle base 9 construite.
En lisant les colonnes de la matrice de u, on obtient les équations :

u(e;) =2e (A—2I3)e; =03,
u(e,) = ey donc (A—1I3)e; =03,

u(es) =e3+e, (A—I3)e3 =€y #05;.

Nous retiendrons :

* ¢, est dans Ker(A—213)=F.

* ¢, se déduit de e, par la relation e, = (A—13)es.

* ey n'est pas dans Ker(A—13),
mais il est dans Ker((A—13)%) = G.
Eneffet: (A—I3)%e;=(A—13)e, = 031.

» Synthése

* Prenonse; :=V; = (_(1)1 ), de sorte que e; € F.

Regardons si le vecteur V, de G est dans Ker(A—1;) :

-4 3 -5 1 2
A-I)v,=1-1 1 -1 2 =11 [#03; :cen’estpasle cas.
3 -2 4 0 -1

Nous prendrons donc : e;:=V, = (%) et e, :=(A-13)V, = (_%1 )

e Lafamille 8’ := (e, e,, e3) est bien une base de €3 car elle comporte
3 vecteurs et :

det(e;,eq,e3) =] 0 =—1#0.

Bean -1 -1

2
1
1

— N =

1 2
11

* Calculons les images des e; par u, c’est-a-dire les vecteurs Ae; :
* e; €F donc (A—2I3)e; =03; doliAe; =2e;;

e =52 2)(5)=(1)
xAe, =12 )1 ])=(1)=e,;
2 3 25 J/\ =) 2>

x ey =(A—1I3)e; donc Ae; =e, +es.

Finalement : n;aat(u) = =T.

SO ON
O = O
—= = O

. . 1 2 1
Conclusion : Silon pose: e = (—01 ), ey = (_11) et e; = ((2)),
alors B’ := (e,,e,,e3) est une base de €3 et ng}t(u) =T.

c. Ecrivons la formule de changement de base, de 98 vers ', pour 'endomor-
phisme u. La matrice de passage de la base canonique % a4 %’ est

1 2 1
pP=]0 1 2 etona: A =P T pL.
N N~
-1 -1 0 B BB B

Les matrices A et T sont donc semblables dans €, mais aussi dans IR car
toutes les matrices de cette formule sont a coefficients réels.

4) Soit p € £(C3), M = n}ga}t(np). On suppose que M" =T.
a. Puisque T = matg (u), ¢" =u.
Alors : uOLp:Lp”O(p:(p”'H:(p”ogp:uogp,
Conclusion : Les endomorphismes u et ¢ commutent.
b. * Rappelons que F =Ker(A—2I3) =Ker(u—2id¢s)
et que G =Ker((A—1I5)?) =Ker((u—id¢:)?).
Puisque ¢ commute avec u, ¢ commute également avec u — 2id¢s et
(u—idg:)?. Pour cette raison, F et G sont stables par ¢.

* Les sous-espaces F et G sont supplémentaires dans €3 et sont stables
par . Dans la base %', qui est adaptée & F & G, la matrice de ¢ est
donc diagonale par blocs, de la forme :

a O
M= 1,2 ’
02’1 Y

ol a € CetY estlamatrice de 'endomorphisme ¢ induit par ¢ sur G
dans la base B; = (e,, €3).

c. * Puisque uo ¢ = @ ou, en prenant les matrices dans la base %’ , on
obtient TM =M T. Ennotant U :=(}1) et en calculant par blocs :

C o)) )0 o)
donc (2.“ U'Y)=(2.“ Y'U) doi UY=YU.

La matrice Y commute donc avec U := (§ }).
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-EcrivonsY=(ab) UY=YU donc (01)( Z) (?3)( )’
do (a+cb+) (a a+b)

c c+d
at+c=a et b+d=a+0b,

puis ¢=0 et a=d.
La matrice Y est donc de la forme (§ Z) oua,beC.
d. Soit N :=(J}), de sorte que Y =al, +bN.
Remarquons que N2 = 0,, d’ott N¥ = 0, pour tout entier k > 2

De plus, I, et N commutent, donc on peut appliquer la formule du binéme
de Newton pour calculer Y™ (rappelons que, dans tout 'exercice, n = 2) :

Y"=(al,+bN)"

_ Z (Z) (@) x (bN)*

k=0

=a"l, + na"'bN + 0, +---+0,
—_— @ Y
k=0 k=1 Nk =0, cark>2

_(a" na"'b
—\o a" ’
5) Soit M € #5(C) une matrice quelconque.
a. ¢ Lesracines n® de l'unité sont les nombres complexes :

i2kn/n - pour k € [0, n—1].

Wy = ¢€
* Les racines n® complexes du nombre 2 sont les nombres :
2l/mgi2kn/n — ol/n ¢y pour k € [0, n—1].

En effet, pour z € C* quelconque que I'on écrit sous forme exponentielle
z=re? (oir>0etfeR), ona:
g =9 — rneinezzeio
rm=2=(2/")"
nb =0 [27n]

—

{ r=2ln (car x — x" est bijective sur ]0,+o0o[)
—
0 =0 [27/n]
r_zl/n
— 2k
dke[0,n—1]/ 6==F [2n]
< dJke]o,n—1]/ Zzzl/nelzkn/n.

b. Résolvons I'équation matricielle M" = T, d’inconnue M € #5(C), par
analyse-synthese.
* Analyse : supposons que M" =T.
Les résultats de la question 4 s’appliquent.
D’apres les questions 4b et 4c, la matrice M s’écrit :

a O
M = 12 pour Y = (a b), oua,a,beC.
0y; Y 0 a

Comme M" =T, en calculant par bloc :

an 01 2 2 01 2 (Xn =2
== ’ donc
02’1 Yy" 02’1 U Yn =U.

Ainsi a est une racine n¢ de 2, et d’aprées la question 4d :

a® na"'bh)_ (1 1
0 a" —\0 1

On en tire que a est une racine n® de l'unité, et que b se déduit de n et

a par la relation b = En conclusion, nécessairement :

nan—l :
21/n wy 0 0
(k,0)efo,n—1]*/ M= 0 w, %we—(n—l)
0 0 wy

* Synthese : si 'on considére une matrice M de la forme ci-dessus, c’est-

a-dire :
21/n Wi 01,2
M= ~(n-1)
051 wl, +1 7 W, J

on peut calculer M" par blocs :

M" = ((Zl/n wk)n 01 )
B 2.1 (w[12+ w_(n DJ)
012
0y7 Wfly+nwipoyy X 5 we(" 1).])

o
o )
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Conclusion : Les racines n¢ de la matrice T sont les matrices

2w, 0 0
M, = 0 w, 1t we_("_l) pour (k,£) € [0, n—1]>.
0 0 Wy

Elles sont toutes distinctes car le couple formé par les deux premiers coeffi-
cients diagonaux est différent pour chaque valeur du couple (k, £).
La matrice T admet donc exactement n? racines n¢ distinctes.

12
c. Soit R € #4(C) quelconque. On reprend la matrice P = ( o1 %) de la
question 3¢, pourlaquelleA=P TP}, etonpose M :=P 'RP, desorte

que :

R'=A (PMPYYy'=pTpP!
pM"pl=pTP!
M'=T
Ik, 0) €0, n—1]*/ M=M,,
I(k,0)e[0,n—1]*/ R=PM,, P

11111

Conclusion : Les racines n¢ de la matrice A sont donc les matrices :

2w, 0 0
Ry =P 0 w; * wz(”_l) P! pour (k,£) € [0, n—1]>.
0 0 Wy

d. Soit (k,£) € [0, n— 1]]2 quelconque. Soulignons que la matrice P est a
coefficients réels, et remarquons que les racines n¢ de I'unité s’écrivent w*
pour w =exp(i27/n). Ona:

Ry € Ms(R) < Ry =Ry < PM, P 1=PM,P"!
— PMk’gP71 :pMk’€P71 — Mk,f =Mk,[
21/n @k = 21/m ok
= ol = o
1 "¢ — 1, —(n—1)¢
n w (n-1)¢ = n w n .
= wFzwf, wlzw!, D=yt
e wzk — 1, wzé — 1, wz(n—l)f =1.

Or: w/ =1 sietseulement si j est un multiple de n; si 2k et 2¢ sont
des multiples de n, c’est automatiquement le cas pour 2(n —1){ aussi.

Puisque 2k est dans [0, 2n—2], c’est un multiple de n si et seulement
si k =0 ou k = n/2 (ce dernier cas ne se produit que si n est pair, et dans ce
cas w* =—1) ; méme chose pour £.

Conclusion : Si n est impair, la matrice A admet une seule racine n¢ a
coefficients réels :

2" 0 0
Ryo=P| 0 1 Lfp™
0O 0 1
Sin est pair, la matrice A admet 4 racines n¢ a coefficients réels :
ol/n o o 2t/n 0 0
_ 1)l _
Roo=P| 0 1 1|p, Ronp=P| 0 —1 & |pt
0 01 0 0 -1
—2Un o 0 —21/m 0 0
R pl o 1 if|p? R =p| 0o -1 & |p?
n/2,0 — n ’ n/2,n/2 — n .
0 0 1 0 0 -1

d’apres E3A PSI 2020

Exercice 2

Etude de la somme d’une série alternée de fonctions

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie par :
fa: R,—R

(="
v1+ nx

X —

1) Convergence simple
Soit x € IR, fixé.
e lercas:six > 0.
% La suite (f”(x))HZO =((-1)"/v/T+nx)
pourtoutn€IN, 1/v/1+nx=>0;
+ La suite (1/v/T+nx) _ est décroissante est tend vers 0.

Par le critére spécial des séries alternées (CSSA), la série Z fa(x) est
convergente. n=0

>0 €St alternée car,

e 2¢cas:six =0.
La suite (fn(O))n>0 = ((—1)”)n>O ne tend pas vers 0, donc la série > f,(0)
diverge grossiérement. n=0
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Conclusion : La série D f, converge simplement sur lintervalle
1:=1]0,+00[. n=0

On note alors S la somme sur I de cette série de fonctions.
2) Convergence normale et uniforme
a. Soita,beRtelsque0<a<b. FixonsnelN:

1
Vxela,b]l, |fu(x)|]=———=, mais 1+nx=1+na>0

\/1+nx’

donc en appliquant t — 1/4/t, décroissante sur IR :

1
1/1+na.

Comme, de plus, il y a égalité pour x =a € [a, b], on en déduit :
1
Ji+na

(On aurait également pu procéder par étude de fonction.)

Vxela,b], [fi(x)|<

b1 _
I fu i =

- la,b] _ 1 . .
b. ¢ La série nZo I fullss = HZO —=— est divergente car :

1 1

~ L.
1+na nosoco vna’

1 .
x* Yn=1, == 05

rs 1 .
* La série g Wi est divergente
n=1 (multiple de série de Riemann d’exposant a = 1/2 < 1).

La série Y, f, ne converge donc pas normalement sur [a, b].
n=0

*

* Puisque R* > [a,b], | f, |||§§; = || fa IIE;’b] pour tout n € IN.

ro IR . . r.
La série > || fullos est donc également divergente : la série Y. f, ne
n=0 n=0
converge donc pas non plus normalement sur IR}

o] : *
c. La série go fn converge simplement sur RRY.
nz
Notons (R, ),>o 1a suite de ses restes sur cet intervalle.

Pour prouver la convergence uniforme de > f, sur tout segment de IR, on
n=0
montre que ses restes convergent uniformément sur ces segments vers la

fonction nulle. Fixons un segment [a,b] C R} et un entiern € N :

e ey
Vxeladl RI=| X ==

(_1)n+1
V1i+(n+1)x
1

Vv1i+(n+1)x

1
< ————, indépendant de x, donc:

Vit(n+Da

1

\/1+(n+1)a'

0 donc par le théoreme d’encadre-

N

(par le CSSA)

VnelN, |R,|%"<

1

v 1+(n+l)a  n—oo

ment, la suite (R,),>o converge uniformément sur [a, b] vers la fonction
nulle.

Puisque a > 0,

Conclusion : Cela prouve que la série >_ f, converge uniformément sur
tout segment de IR*. n=0

3) Limite de S en +o0
Appliquons le théoréme de sommation de limites a la série > f, au voisinage
de +00 : n>0

* Fixonsne€ N :

fn( ) ( ) 1 ’ (1 i ini )
vli+nx ~* o 0 sin=1. tm !

* On a vu que la série Y. f, convergeait uniformément sur tout seg-
n=0
ment [a,b] C IR}, ce qui n’est pas suffisant pour appliquer ce théoreme.
Toutefois, la preuve faite dans la question 2¢ ne fait pas intervenir la borne b

. A I [1,00[ 1
du segment : on montre de la méme maniere que [|R,, [ oo~ " < 7= et donc

que Y. f, converge uniformément sur J :=[1,4+00[.
n=0

Le théoréme s’applique sur I'intervalle J et on obtient :

o
Jim SC)= 2, lim () =1+0+0+-=1,

4) Développement asymptotique au voisinage de +oo

_1 n _1 n
PourneIN*,onnoteunz( ) etvnzu

vn nyn’
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a. Puisque : Z|u| Z Z|V| Zn3/2’

n=1 n>1 n=1 n=1
séries de Riemann respectivement dlvergente et convergente, la série > u,
n=1
n’est pas absolument convergente, mais Y. v, 'est (et elle est donc conver-
n=1
gente). Enfin, . u, est convergente par le CSSA.
n=1

Conclusion: >’ u, estsemi-convergente, tandis que Y. v, est absolument

n=1 n=1
convergente.
1 3
1 1 —5)x(—3
b.Ona: =(1+h)*1/2=1——h+wh2+o(h2)
1+ h 2 2 h—0
= 1——h+ h2+o(h2)
h—0

c. Dapres le développernent 11m1te qui précéde, il existe une fonc-
tion g: [0,+00[ — IR telle que :

Vh=0, 1/11?=1—%h+§h2+h2£(h) et s(h)mo
Posons : VYh>0, npo(h)zlx( ! _1+lh)_
h*  \V1+h 2
de sorte que :
Yh>0, ! =1—1h+h2<p0(h). (%)
V1+h 2

La fonction ¢, est continue sur ]0,+00][, et:
3 3 e
Vh>0, @)= 3 +¢e(h) W 3 limite finie.

On peut donc prolonger ¢, par continuité en O : on pose

_ [@o(h) sih>0,
()= {3/8 sih=0.

La fonction ¢ obtenue est alors continue sur [0,+00[. De plus :

1 1 1
o) ~ —x—h=— —
h—+oo h2 2 2h h—+oo
La fonction ¢ est continue sur [0, +00[ et admet une limite finie aux deux
extrémités de lintervalle : lintuition dit que ¢ sera bornée sur [0,+00[
pour cette raison. Montrons-le :

* Comme lrim(go) = 0, il existe un intervalle [x,,+00[ et un majorant
oo
M; € R tels que | ¢ | < M; sur [xy,+00][.

% Sur le segment [0, x,], la fonction ¢ est continue, donc par le théo-
réme des bornes atteintes, ¢ y est bornée (et atteint ses bornes) : il existe
M, € R tel que | ¢ | < M, sur [0, xq ].

En posant M := max(M;, M,), on obtient que | ¢ | < M sur [0,+00[ : ¢ est
une fonction bornée sur IR, .

Enfin, pour tous n € N* et x 2 1, on a % > 0. Puisque ¢ = @, sur
1

10,+00o[, d’apres (x) avec x « - :

1,1 1 1
Jirs 2 P “”(E)

d. Partons de la définition de S(x) :

o (1" o (1" - (=1)"
Vx>0, Sx)=) ——=1+> —Z_—=1+4+» —— 7
;"1""”5 nzzl:v1+nx ; nxx,/1+$

(e 1 1 1
=i ; Vnx * [1_ 2(nx) - (nx)? w(ﬂ)]
S G A G
[ Jnx  2(nx) " (nx)*> w(ﬂ)]'
_—

un(x) Vp(x) wp(x)

||
&M

A x > 0 fixé, les trois séries D u,(x), D, vo(x) et D, w,(x) sont conver-
n=1 n=1 n=1

gentes : la premiére par le CSSA, la seconde car elle est en O(1/n”?) et la

troisiéme car elle est en O(1/n”?) puisque ¢ est une fonction bornée.

Par linéarité de la sommation, on obtient :

" 1 GO (D" (1
Vx>0, S(X)_l—i_TnZl: n xfz 2132 S/z; n/2 ('O(E)

La fonction ¢ étant bornée sur IR,, ona || ¢ ||'§g <400 et:

i 5/2 (nx)

Cela prouve que le dernier terme du développement asymptotique est un
0(1/x).
Conclusion : On a démontré que :

S llelles
<Z , indépendant de x.

Vx>0, 7
n=1

B Y 1 < (= _ (="
S(X)—1+7+—f+ox(_))izi) 21:7 ———Z NEPE
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