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CORRIGE DU DM4 (SUITES ET SERIES DE FONCTIONS)

Probléme 1 Sujet inspiré CCINP MP
1. Le cours donne les implications suivantes :

Théoréme 15
=

[> f, converge uniformément sur /] [> f, converge normalement sur /]

) . Proposition 10 )
[Z fn converge uniformément sur /] P Z fn converge simplement sur ]

Proposition 14
<

[> f, converge absolument sur I] > fu converge normalement sur /]

[Z fn converge absolument sur 7] = [Z fn converge simplement sur ]

par le Théoréme 14 du cours SERIES NUMERIQUES en travaillant avec x € I quelconque fixé.
2.(a) Soit n € N. Soit x € R. On a par inégalité triangulaire :

cos(nx)

1 1
sm?();w) < on + 3 (ne dépend pas de x).

[fu(2)] <

1 1
On en déduit que 7wt est un majorant de ’ensemble {|f,(z)|,x € R} et | f.|% est le plus petit

majorant de cet ensemble.
1 1

On en déduit que pour tout n € N, 0 < an 1B

n’

TL
1 1 e
De plus, les séries géométriques Z et Z = convergent car 3 <1et [=| < 1. Par linéarité,
1
on obtient que la série Z on + I converge.

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Y || f,[&

Z fn converge normalement sur R.
En utilisant les résultats établis a la question 1, on en déduit que :

converge ce qui signifie que la série

la série Z fn converge normalement sur R

‘donc elle converge aussi uniformément, absolument et simplement sur R. ‘

2.(b) Considérons le cas a: 0.

I .. . . :
La série Z fn = Z — diverge (série harmonique) donc la série Z fn ne converge pas
n20 n>0 nz1
simplement sur R.

En utilisant les résultats établis a la question 1, on en déduit que :

la série Z fn ne converge pas simplement sur R

’donc elle ne converge ni absolument, ni uniformément, ni normalement sur R.

3.(a) Soit z € [0,1].

2
ri+n
> 0.

La série numérique Z fn(x) est une série alternée car pour tout n € N*,

2
n=1 n



2

La suite (—2 + —) est une suite décroissante et elle converge vers 0.
. "I'L n / neN*

On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
nxl

3.(b) Soit x € [0,1]. On a pour tout n € N*, |f,,(z)| = i—z + %

La série Z ZE_Z converge (série de Riemann avec 2 > 1 et constante multiplicative) mais la série Z %
diverge (félrie harmonique) donc par somme, la série Y |f,(z)| diverge. i
Ainsi : "~

la série Y. f,(z) ne converge absolument en aucune valeur z de [0, 1].
nxl

3.(c) Soit z € [0,1]. Par le critére spécial des séries alternées (dont les hypothéses ont été vérifiées
en 3.(a)), on obtient également pour tout n € N :

= z? 1 1 )
|Rn(x)| = kzzn;lfk(x) < fnsr ()] = i+ 1) t < CESIE t— (ne dépend pas de z).
Ainsi, est un majorant de 'ensemble {|R,,(z)|,x € [0,1]}.

+
(n+1)2 n+1
Comme | R, [!2" est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit que pour tout n e N :

1 . 1
(n+1)2 n+1

0< R, |5o" <

1 1
Comme lim + = 0, on en déduit par le théoréme des gendarmes que lim | RHHES,’H =0
n—+oo (n + ]_)2 n+1 n—+oo

]

ou encore lim IR, = 2 = 0 en notant ¢ : 2+ 0.
n—+oo

On a ainsi prouvé que la suite des restes (R, )ney converge uniformément sur [0,1] vers la fonction
p:x = 0.
Ainsi :

la série de fonctions ) f, converge uniformément sur [0,1].
nzl

4.(a) Soit x €] - 1,1[. La suite géométrique (2"),en converge vers 0 car |z] < 1.
Ainsi :

la suite de fonctions (f,,)neny converge simplement sur | -1, 1[ vers la fonction ¢ : z — 0.

4.(b) Soit n e N. On a par définition, | f, — |5 "= Sup [fu(z) - @(z)|= Sup |z|".
ze]-1,1] ze]-1,1]

Comme la fonction x — |x|" est paire, on a | f,, - @\\1,;1’1[ = Sup z".
x€[0,1]
Comme la fonction z — a™ est croissante sur [0, 1[, on en déduit (théoréme de la limite monotone)

que | fo -] = lim 2" = 1.
On en déduit que lim | f, - o L = lim 1=1.

Comme la suite (| f,—¢["" ) nen ne converge pas vers 0, on en déduit que la suite (f, )ney ne converge
pas uniformément sur | -1, 1[ vers la fonction ¢ : 2~ 0 et donc :

la suite (f,,)neny ne converge pas uniformément sur | —1,1].




4.(c) Soit z €] -1,1[. Lasérie Y |fn(x)| = > |z|" converge (série géométrique de raison |z| €] - 1,1[).
On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions ) f,, converge absolument sur ] -1, 1[.

5. La suite (a,)ns1 est décroissante et positive donc Vn e N*, 0 < oy, € .
Ainsi :

la suite (v, )ns1 est bornée.

Soit z € I. On a pour tout n e N* :
0<apz™(1-x) <aga™.
La série ) 2" converge (série géométrique de raison z €] - 1,1[).

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z fu(x) converge.
On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions Z fn converge simplement sur I.

6.(a) Soit n € N*. On a pour tout x € I, |f,(x)| = f.(z) puisque a,z"(1-xz) > 0.
La fonction f,, est dérivable sur I et on a pour tout z €1 :

f1(2) = ap(na™t = (n+1)z") = apa™ ' (n—z(n+1)) du signe de n - z(n +1).

La fonction f,, est donc croissante sur [O, —] et décroissante sur [—, 1[.
n+1 n+1

On en déduit qu’elle admet sur I un maximum atteint en 1 qui vaut f, (—1) =y,
n+ n+

. e
insi :
nn
I = —_——
”fn|oo an(n+1)n+l'
6.(b) Soit n e N*. On a | f.|L = a, n = A1 oonin(ieg)

(n+1)™t n+1
1 1 1 ) 1
Comme lim —=0,onaln{l+—|)~—donc lim nln{1+—)=1.
n—+oo n L n n n—>+0oo n
“nIn(1+3) = =1 par continuité de la fonction exponentielle.
an

On en déduit que lim e

n—+oo
Comme e # 0, on a donc e ™™(+3) ~ ¢! et donc | f, |, ~
ne
De plus, pour tout n € N* || f,||% > 0.

. L1 , . a -
Par comparaison, on en déduit que les séries > | f, ], et Y — sont de méme nature.
nx1 nzl
Ainsi :

L . . . . L. A
la série de fonctions Z fn converge normalement sur [ si et seulement si la série Z — converge.
nx1 nzl

7.(a) Soit z € I. Soit n e N. Soit N e N avec N >n + 1.

Comme z # 1, on a :
N L l’"+1 —Z‘N+1
D
k=n+1 l-z

Comme z €] — 1, 1[, on obtient par passage a la limite :

+0o0 :L,n+1




7.(b) On suppose que la suite (a;, )ney+ converge vers 0.
D’apreés la question 5., la série de fonctions Z fn converge simplement sur /. Montrons que la suite
des restes (R, )nen converge uniformément sur I vers la fonction nulle.
Soit x € I. Soit n € N.
La suite (v, )nen+ est décroissante donc pour tout k& > n+1, on a ay, < @, donc comme 2*(1-x) > 0,
on a :

(1 - 1) < aper (1 - )2k,

Soit N €N, N 2n+ 1. Par croissance (les séries en jeu sont convergentes), on obtient :

+o0 +00
0< R, (x) = Z arz®(1 - 1) < aper (1 - 2) Z 2 = a2 < gy (ne dépend pas de ).
k=n+1 k=n+1

Ainsi, .1 est un majorant de ensemble {|R,(x)|,z € I}.
Comme ||R,||L, est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit que pour tout n € N :

0< | Rull%, € e

Comme lim a,,; =0, on en déduit par le théoréme de limite par encadrement que lim |R,|. =0.
n—>+00

n—>+00

On a donc prouvé que la suite des restes (R,,),en converge uniformément sur I vers la fonction nulle.
Ainsi :

si la suite (ay, )neny converge vers 0 alors la série de fonctions z fn converge uniformément sur 1.

7.(c) On suppose que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur 1.

La suite (ay, )nen+ est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers un réel ¢ positif et on a
pour tout ke N*, oy > /.

Soit n e N et x € I. On a alors par croissance (les séries en jeu convergent) :

+00 T
Ro(z)= > apa*(1-z)20(1-2) ) aF =tz

k=n+1 k=n+1

On a également R,(z) < |R,|L (car ¢’est un majorant).

On en déduit que £z < |R,|L (ne dépend pas de z).

Ainsi, |R,|L est un majorant de 'ensemble {fz"*! x € I} donc Sup/z™*"! < |R,|L.
xel

Or, la fonction x ~ £x™*! est croissante sur I = [0, 1] donc Sup £z = lir{1 Ot =4,
xel r=>1"

On a donc pour tout ne N, 0 </ < |R,|L.

Comme la suite des restes (R, )nen converge uniformément sur I vers la fonction nulle, on a lim ||R,|., =0
n—>+oo

et on en déduit par passage a la limite que £ = 0.

Ainsi :

si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur I alors la suite (ay,),51 converge vers 0.

1
8.(a) Pour tout n € N*, on pose a,, = —.
n

La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

. a - . N . -
La série E — = g — converge (série de Riemann avec 2 > 1) donc d’aprés la question 6.(b), la série
n
nzl nz1

Z fn converge normalement sur I.
nx1

. 1 . .
Si pour tout n € N*, o = — alors la série de fonctions » converge normalement sur 1.
7
n n>1




8.(b) Pour tout n € N*, on pose «,, = 1.
La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

Comme elle ne converge pas vers 0, d’aprés 7.(c), la série de fonctions Z fn ne converge pas
n>1
uniformément sur /.

Si pour tout n € N*, a =1 alors la série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur /.
nx1

1
8.(c) On pose a; = — et pour tout n > 2, a;, = —
) In2 o Inn
La suite (o, )ns1 est décroissante et positive.

Elle converge vers 0 donc d’aprés 7.(b), la série de fonctions Z fn converge uniformément sur 1.

Montrons que la série Z z
nz1 n n>2 n

diverge.

est continue et décroissante sur [2,+oo].
xln(x)
1 1

k+1
Soit k € N avec k > 2. Onaalorsf dt < :
ko tlnt klnk
Soit N e N, N > 3. En sommant pour k allant de 2 & N — 1, on obtient :

La fonction z

N-
- _ N — _
Z:: k‘lnk f dt [In|Int|]y =In(In N) —In(In 2)

d’ou :

N
1
z:: lnk T N+ln(lnN)—ln(ln2).
N1

+In(In N) - In(In 2)) = +00, on en déduit que hm g - teopar inégalité.
N—+o0 k=2

Comme lim (
N—+o0

Nln N
Ainsi, la série Z

In
On en déduit par 6.(b

diverge.

n

) que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur .
n>1

1
Si aq =1 et pour tout n > 2, o,, = —— alors la série de fonctions Z fn converge uniformément
nn nx1

sur I mais elle ne converge pas normalement sur /.

9.(a) ‘La convergence uniforme n’implique pas la convergence normale. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 8.(c) converge uniformément sur / mais ne converge
pas normalement sur /.

On a également la série définie & la question 3 : elle converge uniformément sur [0, 1] d’aprés 3.(c) mais
elle ne converge pas normalement sur [0, 1] d’aprés 3.(b) (puisque sinon elle convergerait absolument
sur [0,1]).

9.(b) ‘La convergence simple n’implique pas la convergence uniforme. ‘

Contre-exzemple : La série définie a la question 8.(b) converge simplement sur I (d’aprés la question 5)
mais ne converge pas uniformément sur 1.

On a également la série définie a la question 4 : elle converge simplement sur | —1,1[ d’aprés 4.(c)
(puisqu’elle converge absolument sur | - 1,1[) mais elle ne converge pas uniformément sur | -1, 1]
d’aprés 4.(b) (car sinon la suite (f,,)neny convergerait uniformément sur | -1, 1[).

9.(c) ‘La convergence absolue n’implique pas la convergence normale. ‘
Contre-exemple : La série définie & la question 4 converge absolument sur | —1,1[ (d’aprés 4.(c))




mais ne converge pas normalement sur | —1,1[ (car elle ne converge pas uniformément d’aprés 4.(b)
puisque la suite (f,,)ney ne converge pas uniformément sur | -1, 1]).

9.(d) ‘La convergence simple n’implique pas la convergence absolue. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 3 converge simplement sur [0, 1] (d’aprés 3.(a)) mais
ne converge pas absolument sur [0, 1] (d’apres 3.(b)).

10. ‘La convergence uniforme n’implique pas la convergence absolue. ‘

Contre-exemple : La série définie a la question 3 converge uniformément sur [0,1] (d’aprés 3.(c))
mais ne converge pas absolument sur [0, 1] (d’apres 3.(b)).

’La convergence absolue n’implique pas la convergence uniforme. ‘

Contre-ezemple : La série définie a la question 4 converge absolument sur | —1,1[ (d’aprés 4.(c))
mais ne converge pas uniformément sur | -1, 1[ (d’aprés 4.(b)).

Probléme 2 (Ecole de l’air PC 2003)
1.(a) Soit n e N*. On a v, >0 et :

Uit VA Lup R+l 20+l mg
Uy, N v 2(n+1)  \/n(n+1)

2 2
car (n+3) =n2+n+1>Vn2+n avecn+1i>0et/n(n+1)>0.
On a donc v,.1 2 vy,.
Ainsi :

>1

la suite (v, )nen+ est croissante.

1.(b) Soit n e N*. On a :

wn:n(vml):ln 1+l(1+i) L
Up, n 2n 1+%
=11n(1+1)+1n(1+i)—1n(1+1)=—11n(1+l)+ln(1+i)
2 n 2n n 2 n 2n

1(1 1 . (1))+1 1 N (1)
=—|--—+0|l—= — ——+o|—
2\n 2n2 n? 2n  8n? n2

Pour tout n € N*, on a = > 0 et la série de Riemann ¥, & converge (2 > 1).
) ’ 8n ) n
Par comparaison, on en déduit :

la série Z W, CONverge.
nx1

1.(c) La série télescopique Y w, = ¥ (In(vps1) - ln(vn)) converge donc la suite (ln(vn))neN
vers un réel a.
Par continuité de la fonction exponentielle sur R, on en déduit :

converge

*

la suite (vn)

converge vers L = e®.

neN*

. . L
Comme la suite (v, )nen+ €st croissante, on a pour tout n € N*| v, < L donc u, < 7
n

Notons de plus qu'on a v, ~ L car L # 0. Par suite, u,, ~ —.

N



On a pour tout n € N*, u, < % et de plus, u, ~ %

2.(a) La fonction x = 1 -z est de classe € sur [0, 1] & valeurs dans R? et la fonction racine carrée
est de classe € sur R*. Par composition, on en déduit que la fonction ¢ est de classe €’ sur [0, 1].
On a pour tout x € [0,1] :

113

1 11
©'(r) = —5(1—95)_1/2 , @' (x) = —55(1—95)_3/2 ;B (2) = —555(1—1’)_5/2 , oW (z)=-2222 (1-z)7?

Par récurrence immédiate, on montre que pour tout ne N, n > 2 :

n—1
S0 (2) :_11§...2” 3 (1= g)-Cnviz 2 L 511 2k L1 = g)-@-np
222
n-1
(n 1) H 2’;}{ 1 x)—(Qn—l)/Q (n 1) Up- 1(1 )" (2n-1)/2
k=1

Ainsi :

pour tout z € [0,1[, ¢'(z) = —3(1 - z)~/2 et pour tout n > 2, (M (z) = —("71)#(1 - )~ @n-1/2,

2.(b) Soit n € N. Notons ay,...,a, les coeflicients de P,.
*) (0 _
On a pour tout k € [0,n], a, = £ ( ) donc ag = 1, a1 = -3 et pour tout k > 2, ak=_%=_u§—;.
Onaag=1,a;= —% et pour tout k € [2,n], a = —=5*.
On obtient par le calcul :
Py=1-g0—%a?- 23 -2t =1- x—%ﬂ—l%x?’ lgsm“.

2.(c) Soit n e N*. Soit z € [0, 1[.
On a R,(z) = 1 f (z - )" D () dt = _% f (2 - )"(1 - )"+ D2y,
0 0

On a pour tout te [0, 2] :
0< (:L’ _ t)n(l _ t)7(2n+1)/2 < (1 _ t)n(l _ 25)—(2n+1)/2 _ (1 _ t)fl/z'

Par croissance de l'intégrale (avec 0 < x), on en déduit :

0< [ o=ty (-t Crirar s [T (-7 ar,
0 0

Ainsi :
Vae[0,1], [Ry(@) = 2 [ (o-ty(1- ey Croar < 2 [T (1) .
0 0
On a i )
f (1-)""2dt = [—2\/1 - t]o =2(1-V1-2)<2.
0
Ainsi :

\\m € [0,1[, [Ru(z)| < un\

2.(d) Soit n e N*.

Les fonctions ¢ et P, sont continues en 1 donc la fonction R,, = ¢ — P, est continue en 1.

En passant a la limite x — 1 dans U'inégalité précédente, on obtient |R,,(1)| < w,.

On a donc pour tout x € [0,1], |R, ()] < uy.

Comme u,, ne dépend pas de x, on en déduit que u,, est un majorant de 'ensemble {|R, (x)|, x € [0,1]}.

7



Puisque || R, |2 est le plus petit de ses majorants, on en déduit | R, |2 < u,.

On a ainsi pour tout n € N* 0<|R, H V<
On a d’apres 1.(c), u, ~ \/ﬁ donc lim uy, = 0.

On en déduit par encadrement :

lim R ) = lim P = ol =

n—>+oo

Ainsi :

la suite de fonctions polynomiales (P, )y« converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction ¢.

2.(e) Notons qu’on a pour tout n € N* et pour tout y € [0,1] :

l(y) = Pu(®)| = |Ru(v)] < | R |2 <, <

Sl=

L2 M2

Soit N un entier vérifiant N >

£

£
On a \/LN < 57 donc pour tout y € [0,1], on a |p(y) - Py(y)| < 57

Soit z € [-1,1]. En appliquant cette inégalité & y = 1 — 22 € [0,1], comme (1 —22) = Va? = |z] et
Pn(1-22%) =Qn(x), on obtient ||z| - Qn(z)| < 57

2M2

L
Si N vérifie N > alors pour tout x € [-1,1], on a ||z| - Qn(z)| < 7.

2

3.(a) Soit ke N avec 0 <k <n—1.
La fonction g est affine sur U'intervalle [k/n, (k+1)/n].
Ainsi, il existe deux réels « et 3 tels que pour tout = € [k/n, (k+1)/n], g(z) = az + 5.

On o g(%) = £(E) et g(521) = (E21).
Les réels «a et [ vérifient donc f(%) = a% +06 (1) et f( - ) @ + 5 (2)

(2)-(1) donne 2 = f(£1) - f(£) d'ot a = n(f (’“”) ().
Par suite,ﬁzf(%)—ﬂ(f(%) ( )) (1+k)f(§) ( )

Ainsi :

lorsque £ <z <& on a g(z) = n(f(%)—f(%))x+(1+k:)f(§)—k:f(%)=(1+k:—nx) (£ ) + (nz - k) f(%2L).

3.(b) Soit z € [0,1].

Si nz est un entier alors g(x) = f(x) donc on a |g(z) - f(x)|=0<e.

On suppose désormais que nz n’est pas un entier et on pose k = |nx].
L’entier k£ vérifie 0 <k<n—-1et ona—<x< kgl

On a alors d’aprés la question precedente g(x)=(1+k- na:)f(%) + (nzx - k:)f(%)
On constate par ailleurs que f(z) = (1+k—-nz)f(x)+ (nx -k)f(x).

Par suite, on a :

() - £ = [+ k=) (1 (2) - @) + e =W (£ () - 1)
(5)- 1@+ =0 |1 (22) - p)

<(l+k-nx)e+(nx-k)e=¢

<(1+k-nx)|f

car [z - &[ < Let |z -2 < L

Ainsi :

pour tout = € [0,1], |g(x) — f(z)| <e.

8




4.(a) Soit (g,h) € E2,,. Soit a € R.

n+1-
On a:

®(ag+h) = ((ag +h) (g))oskgn = (ag (%) +h (g))%k@ =a (g (g))oskanr(h (S))Osk@ =a®(g)+®(h).

Donc I'application ® est linéaire.

De plus, il est clair qu'une fonction g de E, ; est entiérement caractérisée par les valeurs qu’elle
prend aux points % pour k € [0,n] donc ® est bijective.

Plus précisément, soit « = (ag, a1, - .., a,) € R**1.

L’unique antécédent de a par ® est la fonction g, définie sur [k/n, (k+1)/n] pour k € [0,n— 1] par :

Vae[k/n,(k+1)/n], go(z)= n(ak+1 - ak)x +(1+k)a — kager = (L+k —=nx)a, + (nx — k)ag

(méme preuve qu’a la question 3.).
On a encore ¢,(1) = a, et pour tout = € [0,1] :

ga(2) = (1 + |nx| = nx)apn, + (nx - [nx|)apg -

® est un isomorphisme et 'unique fonction g, € E,,; telle que ®(g,) = a ou a = (ay, . .., a,) € R**!
est la fonction définie sur [0,1] par g.(1) = a,, et pour tout z € [0,1] :

go(x) = (1 + [nx] = nx)apng| + (nz = [nx])apng -

4.(b) Comme ® est un isomorphisme, la famille (f;)o<j<n €st une base de E,.; si et seulement si la
famille (<I>( f]-)) 0 j<n €St UTE base de R*1.

De plus, la famille (CID( f])) 0<j<n est une base de R™*! si et seulement si la matrice M de cette famille
dans la base canonique de R™*! est inversible.

Pour tout j € [0,n], la i¢me coordonnée de ®(f;) dans la base canonique est f;(£) =
On en déduit que M = £ A4,,;.

On sait que la matrice A,,1 est inversible donc M est inversible.

Ainsi :

i3]
rat

la famille (f;)o<j<n €st une base de E,.1.

4.(c) La famille (f;)o<j<n st une base de E,.q et g, € E,4q donc :

il existe n + 1 réels Ao, A1,..., A\, tels que g, = Z A fr Clest-a~dire Y € [0, 1], go(x) = Z Mo fr(z).
k=0 =0

On a alors en appliquant I'application linéaire & :
(I)(ga) = Z )\kq)(fk)
k=0

puis en prenant les vecteurs-coordonnées dans la base canonique :

Qo Ao
a 1 A
-1 = _An+1 -1
n :
an An
Comme B, = A}, on obtient :
)\0 Qo
A a
:1 = an+1 :1
A7’!; a”fl

On en déduit :



/\0 = I_T”ao + %(11 + %an
Ak = 5ap-1 —Nag + 5ap pour 1<k<n-1

n 1-n

_1
)\n_ 500 + 50p-1+ 5" Ay

5.(a) La fonction g définie a la question 3.a) est la fonction g, pour :

0= (FO) S (D)1 (2. d (301D

On obtient donc avec I'expression obtenue en 4.¢) :
vhe[ln-1], M = 5 (%) - nf(3) + 5/(5).

5.(b) Soit x € [0,1]. En appliquant 3.(b) puis 2.(e), on a :

() = R(x)| < |f(x) = g(2)| + |g(x) - R(z)| < e +

kz:/\k (fk(ﬂ?) -Qn (1: - S))

() 32 (o~ k)‘

n
Aol

e+ M

n n e
<5+Z|)\k| <€+Z|)\k|—<2€
k=0 k=0

k
car pour tout k € [0,n], x — — e [-1,1].
n

Ainsi :

sup |f(z) - R(z)| < 2e.
z€[0,1]

5.(c) On a ainsi montré que pour tout € > 0, il existe une fonction polynémiale R telle que | f - R)| 04 < 2.

1
Soit n € N*. Pour € = — > 0, il existe une fonction polynémiale R, telle que 0 < ||f — Ran[g’l] < %
n

Comme lim — =0, on a par encadrement, lim |f - R,|2 =0.
n—+00

n—+oo

Donc la suite polynémiale (R,,),en+ converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction f.

Ainsi, il existe une suite (R,,) de fonctions polynémiales convergeant uniformément vers f sur [0,1].
On a ainsi prouvé le théoréme de Weierstrass et on a méme déterminé explicitement une telle suite.

6. En faisant les opérations de I’énoncé, on obtient :

0 1 2 n 01 2 n (1) _12 _22 ”_‘21 _”1

10 1 - n-1 1 -1 -1 - -1 L2 2 -

det(An+1) =12 10 =1 1 -1 -1 1= 1 0 0 ' :
; L : A

" 2 10 1 - 1 0 - - 0 -1

On remplace alors la colonne C; par la colonne C; + C,,,1, on obtient le déterminant d’une matrice
triangulaire :

n 1 2 -« n-1 n

o -2 -2 ... =2 -1

0O 0 -2 : : n, on-
det(A,41) = 00 0 E = (-1)"n2""t,

F : - =2 -1

0 O oo e 0 -1

On a det(A,41) = (-1)"n2""1 # 0 donc la matrice A,.; est inversible.
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