Chapitre 5

» [1=2] Supposons qu'il existe A € K tel que u(x) =Ax.

Reéduction des endomorphismes
Compléments (v2)

Démonstrations

| Eléments propres d’un endomorphisme

I.1 Vecteurs propres et valeurs propres

e Caractérisations des vecteurs propres
Soit E un espace vectoriel, u € Z(E), x un vecteur non nul de E.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1) Le vecteur x est un vecteur propre de u : IreK/u(x)=Ax
2) La famille (x, u(x)) est liée :
I(a,B)€ K2/ (a,B)#(0,0) et ax+ Pfu(x)=0z.
3) La droite vectorielle Vect(x) est stable par u :
Yy € Vect(x), u(y) e Vect(x).
4) u induit une homothétie sur Vect(x) :
drelK/VyeVect(x), u(y)=2Ay.

Démo. ® Prenons x un vecteur de E non nul.
Formalisons les 4 affirmations, en utilisant que Vect(x) ={ax;ac K} :

1)

2)

3)

4)

—

1ey 1o

(|

dAelK/ ulx)=2Ax ;

H(a,ﬁ)elKZ/ (a,B)#(0,0) et ax+ Pu(x)=0g
I(a,B)eK?/ (a#0 ou B#0) et ax+fu(x)=05 ;

Yy € Vect(x), u(y) € Vect(x)
VYaelK, u(ax)e€ Vect(x)
Vael, 3B, €K/ ulax)=Pp,x ;
Attention! B, dépend de a car 3 vient aprés V a.

drelK/VyeVect(x), u(y)=Ay
dreK/VaeclkK, u(ax)=A(ax).

Ici, A ne dépend pas de a car A vient avant YV a.

Alors : Ax—u(x)=0g donc le couple (a,B)=(A,—1) #(0,0) convient.
= [2=>1] Supposons que (x,u(x)) liée : alors il existe un couple (a, ) de scalaires
tels que
(a#0 ou B#0) et ax+pPulx)=0g.
= Casou f5#0: u(x) =—%x donc A ::—% convient pour 1.
» Casou f=0: alors a#0 et ax =0g, donc x =0,
ce qui contredit I'"hypothése sur x dans tout le théoreme;
ce cas ne se produit pas.
= [1=4] Supposons qu'il existe A € K tel que u(x)=Ax.
Prenons a € IK quelconque. Alors :

ulax)=au(x)=a(Ax)=A(ax)

et 4 est démontré.

» [4=3] Supposons qu'il existe A € K tel que : VaclK, u(ax)=A(ax).
Soit a € IK quelconque; alors u(ax)=A(ax)=(Aa)x,
donc f, := A a convient pour 3.

» [3=>1] Supposons que, pour tout a € I, il existe ff, € IK tel que u(ax) = f, x.
On peut prendre a =1, et ainsi : u(x) = f3; x.
Le nombre A := f3; convient donc pour 1.

.3 Sous-espaces propres

. e Nature des sous-espaces propres
Soit E un espace vectoriel, u € £(E), A une valeur propre de u.
Alors E,(u) est un sous-espace vectoriel de E non réduit a {Og}.
Démo. S Puisque A est une valeur propre de u, le sous-espace propre E;(u) est effectivement
défini, et :
E;(u) = {x €E /ulx)= lx} = Ker(u—Aidg).
Ce sous-espace propre est le noyau d'une application linéaire définie sur E, donc c'est
un sous-espace vectoriel de E.
De plus, puisque A est valeur propre de u, il existe un vecteur propre x, associé a la
valeur propre A. Ce vecteur vérifie u(xy) =Axy donc xy € E;(u).

Mais x, # O car un vecteur propre ne peut pas étre le vecteur nul.
Ainsi : E;(u) # {0g}.

e Stabilité des sous-espaces propres
Soit E un espace vectoriel, u,v € £(E), A une valeur propre de u.
1) Si v commute avec u, alors E,(u) est stable par v.
2) E,(u) est stable par u, et u induit sur E,(u) 'homothétie de rapport A.
Démo. > 1) Puisque v commute avec u, il commute aussi avec u— Aidg :
(u—Aidg)ov=uov—Aidgov=uov—Av
=vou—vo(Aidg) =vo(u—Aidg).

On en déduit que Ker(u—Aidg), qui n'est autre que E; (u), est stable par v.
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2) Puisque u commute avec lui-méme, le premier point s'applique donc E;(u) est
stable par u. Notons F = E,(u) pour alléger les notations et constatons que
I'endomorphisme induit par u sur F est Aidp :

VxeF=E(u): u(x)=Ax=2Aidp(x)=(Aidp)(x).

1.2 Eléments propres d’une matrice carrée

e Correspondance vectoriel/matriciel pour les éléments propres
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, 9 une base de E;
ue %(E), Ac #,(K) la matrice de u dans la base 4,
A€ K, x,ey,...,e, des vecteurs de E;
V,E,...,E, les matrices de leurs coordonnées dans la base 2.
Alors :
1) A est valeur propre de u si et seulement si A est valeur propre de A;
2) x estvecteur propre de u associé a A si et seulementsi V est vecteur propre
deAassociéad; x€E,(u) < Ve€E,;A);
3) 'endomorphisme u et la matrice A ont le méme spectre ;
4) pour toute valeur propre A de u : (e1,---,e,) est une base de E; (u)
si et seulement si  (Vy,...,V,) est une base de E;(A);
E,(u) et E;(A) ont méme dimension.

Il Eléments propres en dimension finie

.1 Compléments pour les endomorphismes
en dimension finie

e Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme en dimension finie
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € £Z(E) et A € K.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) A est valeur propre de u;

2) L'endomorphisme u— Aidg n’est pas bijectif ;
3) Ker(u—Aidg) # {0g};

4) rg(u— Aidg) # dim(E);

5) det(u— Aidg) = 0. HR)=Ax <= AV=AV

Démo. <> Tout s’appuie sur I'observation de I'endomorphisme u —2Aidg.
Comme u—Aidg est un endomorphisme de E et que E est dimension finie, on a :

Démo. S Puisque, relativement a la base 98, u a pour matrice A et x a pour matrice V, on a :

Dans toute la preuve, on notera (¢4, ...,¢&,) les vecteurs de la base 8 (qui contrdle de

passage de part et d'autre du du miroir).
u—Aidg est bijectif <= u—Aidg est injectif <<= u—Aidy est surjectif.

1) A est valeur propre de u
& 3dx€E/ x#0g et u(x)=2Ax
(2) u—Aidg non bijectif <= (—I) u— Aidg non injectif PN IVEK'/ V#0,, et AV=AV
& (=S) u—Aidg non surjectif.

&= A est valeur propre de A.

En prenant le contraire de chaque proposition :

Passons a la démonstration du théoréme : L *
N - Vee ey . T Plus précisément : = se montre en prenant V := mat(x),
= Le noyau sert a caractériser |'injectivité ; un endormorphisme est injectif si et seule- B

* n
ment si son noyau est |'espace nul : < en notant V = (vy,...,v,) et en prenant x := . v; &;.
s k=1
(-I) u—Aidg non injectif <= Ker(u—Aidg) # {0z} (3). 2) x est vecteur propre de u associé a A
De plus, comme Ker(u—Aidg) contient de toute facon le vecteur nul, il est différent x#0g et u(x)=2Ax
de I'espace nul si et seulement si il contient un vecteur non nul : <= V#0,; et AV=AV

(3) Ker(u—Aidp)#{0;} < 3Ixg€E/xo#05 et (u—Aidg)(xp) =0z & V est vecteur propre de A associé a A.

— 3dxg€E/x9#0p et u(xg)=Axg
&= A est valeur propre de u (1).

= Le rang caractérise quant a lui la surjectivité des applications linéaires; un endo-
morphisme est sujectif si et seulement si son rang est égal a la dimension de son
espace d’arrivée :

(=S) u—Aidg non surjectif < rg(u—Aidg) #dim(E) (4).

= Enfin, le déterminant caractérise la bijectivité des endomorphismes; un endomor-
phisme est bijectif si et seulement si son déterminant est non nul :

(2) u—Aidg non bijectif <= det(u—Aidg)=0 (5).

De méme : x € E;(u)
< xeKer(u—Aidg)
< VeKer(A—-AL,)
> VeE(A.
3

~

A € Sp(u)

&= A est valeur propre de u
&= A est valeur propre de A
< AeSpA) ;

donc :  Sp(u) = Sp(A).
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4) Pour relier les sous-espaces propres de u et de A, on fixe une valeur propre A de u
(et donc de A) et on construit un isomorphisme entre E, (u) et E;(A) :

v: | E(u) — Ep(4)
x —> rrglt(x).
L'application ¥ est bien un isomorphisme car :
» Elle est bien définie : si x € E;(u), alors mg;lt(x) € E;(A) d'apres 2).
= Elle est linéaire car I'application matg est linéaire (cours de sup).
= Elle est injective car |'application matg est injective (idem).
= Elle est surjective : prenons un élément V = (vq,...,v,) de E;(A).
Le vecteur x := ZZ=1 v; &; se trouve dans E,(u) d'aprés 2),
et U(x) =matg(x) =V : x est un antécédent de V par .
Ainsi, les espaces E;(u) et E;(A) sont de dimension finie et isomorphes,
donc dimE, (u) = dim E, (A).
Par ailleurs, les isomorphismes transportent les bases dans les deux sens,

donc (ey,...,e,) est une base de E(u) si et seulement si (Vy,...,V,) est une base
de E;L(A)

II.3 Polyndome caractéristique

e Soit C,D € #,(IK) deux matrices carrées.
Alors l'application x — det(x C — D) est un polynéme de IK[X ] de degré infé-
rieurouégalan :

AP eK,[X]/VxelK: det(xC—D)=P(x).

Démo. € On montre par récurrence sur n € IN* les propositions :
An): «VC,Desy(K),IPelK,[X]/VxelK: det(x C—D)=P(x).»

= Initialisation : pour n =1, prenons C =cl;,D =d1; € #,(IK). Alors, pour tout

xelK:

det(x C —D) =det(xc11 —dll) =det((cx—d)11) =cx—d
=P(x),

si I'on pose P :=cX —d € IK;[X]. #(1) est établie.

» Hérédité : soit n € IN tel que 5#(n) est vraie. Montrons s (n+ 1).

Prenons C = (¢;;),D = (d; ;) € Mpi1(IK). Pour tout x € IK, en développant le
déterminant par rapport a sa derniére colonne :

n+1
det(x C—D) = Z (1) (x ¢ a1 — di 1) det (M (x)),
i=1
ol M;(x) est la matrice obtenue en supprimant, dans x C —D, la ligne i et la co-
lonne n+1. C'est aussi la matrice x C; —D;, en effectuant les mémes suppressions
dans les matrices C et D.
Puisque les matrices C; et D; sont de taille n, I'hypothése s (n) s'applique :
il existe des polynémes P; € IK,[X] tels que :

Vie[l,n+1]: det(Mi(x)) = P;(x).

On en déduit que :
n+l

det(x C—D) = > (—1)*™ (c; 41 X — dy 1) Pi(x)
i=1

=P(x) sil'on introduit le polynéme :

n+1
P(X) = > (=1)* ™ (¢ a1 X — dj 1) Pi(X).
i=1
Comme tous les polynémes P; sont de degré au plus n, le polynéme P ci-dessus
est de degré au plus n+1 : #(n + 1) est donc démontrée.

e Propriétés élémentaires du polyndme caractéristique
Soit A une matrice carrée de taillen = 1. Alors :
1) Le polynéme y, est un polynéme de IK[X] de degré n.
2) 3 des coefficients de y, ont une expression simple :
x son coefficient dominant vaut ¢, = 1,
autrement dit y, est unitaire;
* son coefficient de degré n—1 vaut : c,_; = —tr(A);
x son coefficient constant vaut : ¢y = (—1)" det(A).
3) Les valeurs propres de A sont exactement les racines du polynéme carac-
téristique y,.

Démo. ® = D'aprés le lemme (avec C < I, et D < A), y, existe et c'est un polynéme de

IK[X] de degré au plus n. |l restera a montrer que deg(ys) = n exactement;
nous le constaterons plus bas en montrant que son coefficient de degré n vaut
toujours 1.

Concernant son coefficient constant cg, il est égal a la valeur de y4 en 0 :
co = xa(0) = det(0.1,, —A) = det(—A) = (—1)" det(A).
Le point 3) découle de la caractérisation des valeurs propres par le déterminant.
Pour A € IK quelconque :
A est valeur propre de A & det(A—AIL,)=0
— (—1)"det(A—21,)=0
— det(A1,—A)=0
= yA)=0
&= A est racine de y,.
Ainsi, les valeurs propres de A sont exactement les racines de son polynéme carac-
téristique.
= |l reste a démontrer, pour toute taille n > 1 de matrice :
H(n): «SiAe #,(K), alors les coefficients (c;) du polynéme y, véri-
fient ¢, =1 et ¢,_; = —tr(A). »
= Le cas n =1 est traité hors récurrence.
Soit A=al; € #,(K). Alors :
VxelK, yalx)=det(xI; —A)=det(x]; —al;)= det((x —a)Il) =x—a.
Ainsi:  ya=X—a et ses coefficients vérifient ¢, =c¢; =1
et ¢, =¢op=—a=—tr(A). (1) est établie.
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= Le cas n =2 est le cas d’initialisation.

Soit A= (‘C’ 2) € M,(K). Alors :
VxelK, ya(x)=det(xl,—A)= x_—ca x_—bd ’ =(x—a)(x—d)—bc

=x2—(a+d)x+(ad—bc).

Ainsi © x4 = X?—(a+d)X + (ad — bc) = X% —tr(A)X + det(A). #(2) est

démontrée.
= Hérédité.

A(n+1).

Pour cela, prenons A= (a; j)1<i,j<n+1 € #Hns1(IK) quelconque.

On développe le déterminant définissant ys(x) par rapport a la derniére co-

Soit n = 2 un entier pour lequel 5 (n) est vraie. Montrons

lonne :
X—da; —Ain —ain+1
VxelK, yalx)=det(xl,_4—A)= :
_an,l X = an,n _an,n+1
—Anp+1,1 —Apn+1 X —An4+1,n+1

= Z (=1 (—a; 1) Dy () + (=12 (x — @y 1,041) Dpga ()
i=1

= D (1) @y D) + (X — Qi1 e1) D () ()
i=1

ou les déterminants D;(x) s'écrivent :

X—ap —ayi-1 —ay; —a,
—Qi_1,1 X—Qj—1i-1 —qi—1; —ai_q,
Vie[lLn], Di(x)=|-aj1,1 —@ir1i-1 ikl X Gt —Qiy1,
—Ait+2,i+1 :
X —ay,
—ap41,1 —An41,i-1 —Apt1,i —Apt1,
X—ay; —a12 c —Ain
—az1 ' ' :
et Dyy(x)= >
—An—1,n
—dn1 —dpn—1 X —0apn

Dans ces écritures, on remarque que :

» D,,q(x) est la valeur en x du polyndme caractéristique de la matrice
B € #,(K) obtenue en rayant la n® ligne et la n® colonne de A : c'est
xg(x). Par I'hypothése de récurrence, ce polynéme s'écrit :

25 =X"—tr(B)X" 1+ P(X) ol PelK, ,[X].

= Les déterminants D;(x) sont de taille n > 2 et leur derniére ligne ne com-
porte pas de x. On peut développer une nouvelle fois ces déterminants
par rapport a la derniére ligne. On obtient une combinaison linéaire de dé-
terminants de taille n—1 de la forme det(x C —D) : il s’agit d’expressions
polynomiales en x de degré au plus n—1 d'apreés le lemme. Formellement :

Vie[ln], 3Q; € K,y[X]/ ¥Vx €K, Di(x)=Q;X).

L'expression (x) se réécrit donc sous la forme suivante :

n

2aX) = Z ()™ ;41 QX)) + (X — apg1 1) 28 (X)
i=1

= (X = Qy101) (X" = 0 (B)X"1 4 P(X)) + D (=10 @31 Qi(X)
i=1
= X" —(t(B) + @1 1) X" +REX),

en posant R(X) = (X = api1n41) PO+ 2 (1) @ 41 Qi(X),
~—~— ~——

i=1

d°<n—2 d°<n-—1

qui est un polynéme de degré au plus n—1. Remarquons enfin que :

n n+1
tr(B) + Ant1n+1 = Zai,i + AQnt1n1 = Z a;; = tI‘(A)
i=1 i=1

et I'on obtient :
24X) =X —tr(A) X" + R(X).
~——
d°<n-1
Dans cette écriture apparaissent les deux coefficients de degré maximal de y, :
Che1 =1 et ¢, =—tr(A). #(n+ 1) est démontrée.

Il Diagonalisation en dimension finie

.1

e Condition nécessaire de diagonalisabilité

Si un endomorphisme ou une matrice est diagonalisable,
alors son spectre est non vide.

Définitions et caractérisation par les vecteurs propres

Démo. © Supposons un endomorphisme u € ¥£(E) diagonalisable : il existe une base de E for-
mée de vecteurs propres de u. Comme ces vecteurs propres sont associés a des valeurs
propres de u, il existe au moins une valeur propre de u donc Sp(u) # @.

De méme, si une matrice A est diagonlisable sur IK, il existe une base de IK" constituée
de vecteurs propres de A, donc A admet au moins une valeur propre dans K.

e Condition suffisante de diagonalisabilité
Siun endomorphisme d’un espace de dimension n (resp. une matrice de ., (IK))
admet n valeurs propres distinctes, alors il (resp. elle) est diagonalisable.

Démo. S® Soit u € Z(E) ou dim(E) = n. Supposons que u admette n valeurs propres disctincts
Al,...,Ay. Pour chaque valeur propre Ay, il existe un vecteur propre x; de u associé.
Comme ces valeurs propres sont distinctes, la famille & = (xq,...,x,) est libre;
puisque Card(Z) =n = dim(E), c'est une base de E.
Ainsi, & est une base de E constituée de vecteurs propres de u : I'endomorphisme u
est donc diagonalisable.
On raisonne de méme pour une matrice A€ #,(IK) en remplacant E par IK".
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IV Utilisation des polyndmes annulateurs
pour la diagonalisation

IV.1 Polynémes annulateurs et diagonalisation

e Caractérisation de la diagonalisabilité par les polyndmes annulateurs
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € £(E).
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1) Lendomorphisme u est diagonalisable.

2) Le polynéme Z(X) := l—[ (X — A) est un polynéme annulateur de u.
A€Sp(u)
3) u admet un polynéme annulateur simplement scindé.

Ce théoréme reste vrai en remplacant u par une matrice A € M, (IK).

Démo. & Les implications [1=>2] et [2=3] ont été montrées en cours.
[3=1] Supposons que P soit un polynéme annulateur scindé a racines simples de u.
= Ce polynéme s'écrit donc :

q
P=c l_[ (X —ax) ol c#0 et les a; sont des scalaires distincts.
k=0

Comme P est un polynédme annulateur de u, on a :
c(u—agidg)o(u—ayjidg)o---o(u—ayidg) =0. (®)

= Les a; ne sont pas forcément des valeurs propres de u.
Quitte a les réordonner, on peut supposer que ay,...,a, sont des valeurs propres
de u, et que ap;q,...,0q n'en sont pas.
Les endomorphismes (u— a; idg) sont donc bijectifs pour pour k€ [p+1, q];
en composant a droite (#) par les (u—ayidg)™!, pour k variant de g a p+1, et
en divisant par ¢ # 0, on obtient :

(u—apidg)o(u—ajidg)o---o(u—a,idg) =0 ;

en d'autres termes : le polynéme Q(X) := i:o (X —ay) est également un poly-
néme annulateur de u, et toutes ses racines sont des valeurs propres de u.

» Comme ay,...,a, sont des scalaires disctints, on peut considérer les polynémes
interpolateur de Lagrange Ly,...,L, associés. On sait que :

P P
ZLk(X) =1, donc en appliquant en ue %(E): ZLk(u) =idg. (€]
k=0 k=0

Montrons que la somme des sous-espaces propres Eak(u) vaut E, ce qui suffira 3
prouver que u est diagonalisable.

Rem. ¢ 1) Noter que ces espaces sont effectivement des sous-espaces propres car les
oy sont des valeurs propres de u.
2) Rien ne garantit que toutes les valeurs propres de u soient présentes, mais
ce n'est pas nécessaire dans la caractérisation des endomorphismes dia-
gonalisables par les sous-espaces propres.

p
* On a immédiatement I'inclusion Y. E,(WCE
k=0
car les Eak(u) sont par définition des sous-espaces vectoriels de E.

* Pour l'inclusion réciproque, prenons un vecteur x € E quelconque, et mon-
trons qu'il peut se décomposer sur cette somme de sous-espaces.
En appliquant () au vecteur x, il vient :
P

x =3 [L@)]x). (%)

k=0
Appelons xj les vecteurs [Lk(u)] (x).

Montrons que chaque x; se trouve dans le sous-espace propre Eg, ().
Pour cela, on calcule leur image par (u— oy idg) :

Vke[o,p], (u—ayidg)(xy)
= (= idg) ( [Le@)] ()
= [w-aridp) o 1w | )
=[x L) @]eo.

Calculons le polynéme (X —a;) x L en utilisant la définition des polynémes

LkZ
1
K-a)xL=&-a)x = [ [ &x-a)
k o<j<p
P Jj#k
1
=— | |X—a))
Ck !:(! )

1
[N QX).

Pour obtenir (u—ay idg)(x), il reste & appliquer ce polynéme en I'endomor-
phisme u, puis a évaluer I'endomorphisme obtenu au vecteur x.
Mais puisque Q est un polynéme annulateur de u :

1
Vkelopl: (u-aidg)(v) = | Q) () =009 =0,
On a bien x; € Ker(u — a; idg) = Eq, (u).
p
La relation (&) prouve donc que x € Y, Eq, (u),

p k=0
et finalement, que :  E C )] Eg, (u).
k=0

V Trigonalisation en dimension finie

e «Dans C, tout est automatiquement trigonalisable »
Toute matrice carrée a coefficients complexes, ainsi que tout endomorphisme
d’'un C-espace vectoriel de dimension finie, sont trigonalisables.
Démo. < Soit A € #,(C). Son polynédme caractéristique y, est un polynéme de C[X], de de-
gré n =1 : il est donc non constant. Par le théoréeme fondamental de I'algébre, ce
polynéme est donc scindé; on en déduit que la matrice A est trigonalisable sur C.
On raisonne de méme pour un endomorphisme u d'un C-espace vectoriel E.
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Corrections d’exercices

Exercice 3 » 1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de |I'endomor-
phisme A: €°(IR,R) = €*°(IR,R), f — f'.
2) Mémes questions pour I'endomorphisme 6: IR[X] — IR[X], P — P’
Commenter.

Solution

1) Résolvons I’équation aux éléments propres.
Pour A€ Ret f € €°°(R,IR)\ {(x — O)} quelconques :

Af)=Af <= f'=Af
— VxeR: f/(x)=2Af(x)
< f estsolution sur R de I'équa. diff. y' = A f.

Cette équation a pour solution toute fonction de la forme x — Ce**, ot C
est une constante réelle. Cette constante ne peut pas étre nulle car sinon f
serait la fonction nulle. Ainsi :

A(f)=Af < 3JCeR'/VxeR: f(x)=CeM
= EICeIR*/f=C.(x»—>eAx).

Pour chaque réel A, on a trouvé des vecteurs propres de A, qui sont les

multiples non nuls de la fonction exponentielle x — e**.

Conclusion. Tous les réels A sont valeurs propres de A, et les vecteurs
propres associés a A sont les fonctions C . £, oll &,: x — e** et C € R*.

2) On étudie I’équation aux éléments propres 6(P) = AP, d’inconnues A € R
et P € R[X]\ {0}.

* Analyse. Supposons que A et P conviennent : alors P’ = AP.

Puisque P est non nul, deg(P) € IN (ce n’est pas —o0), et on peut écrire

d
ce polyndme P = Y. a, XX, ott d = deg(P) € N et a; # 0.
k=0
Dégalité P’ = AP devient :
d d d—1 d

Sap kx¥1 =3 Aax* donc D (k+1) a1 XK= Aaxk
k=1 k=0 k=0 k=0

En identifiant les coefficients de degré d, on obtient :
0=Aa; etcomme a; # 0, nécessairement A =0.

De ce fait, on a aussi P’ =0, d’ou P est un polynéme constant.

* Synthése. Prenons A =0 et P = a un polynome constant non nul.
Onabien 6(P)=P'=0=0.P,
donc P est vecteur propre de 6 pour la valeur propre 0.

Conclusion. Lendomorphisme & : P — P’ défini sur IR[X ] a une unique va-
leur propre : 0. Les vecteurs propres associés sont les polynéomes constants
non nuls.

Rem. ¢ Sur I'exemple des endomorphismes de dérivation, on constate que |'espace
de définition de I'endomorphisme est trés important pour I'étude des valeurs
propres :

= Sur E = €°°(IR,R), tout les réels A sont valeurs propres de I'endomor-
phisme A de dérivation ;

= Sur E' = IR[X], seul 0 est valeur propre de I'endomorphisme & de dériva-
tion.

= La dérivation sur I'espace 2(IR, IR) des fonctions dérivables sur IR n'est pas
un endomorphisme : ses images f’ ne sont pas toujours dérivables elles-
mémes. Cela explique pourquoi on se place sur I'espace E des fonctions
de classe €°°.

Exercice 4 » Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E tel
que tout vecteur non nul de E soit vecteur propre de u.
Montrer que u est une homothétie.

Solution

Il sagit de montrer que u est une homothétie, c’est-a-dire :
JdacK/ u=aidg
cad. JaclK/ VxeE, u(x)=aidg(x)
cad. Ja€lK/ Vxe€E, u(x)=ax.

Prenons un vecteur x € E non nul. D’aprés 'hypothése, x est un vecteur
propre de u, donc il existe un scalaire A € K tel que u(x) = A x.

Attention ¢ Ce scalaire A dépend de x! On a démontré ici :
Vxe€E\{0g},IreK/ u(x)=2Ax,

ce qui est encore assez loin de ce qui est souhaité du fait de I'ordre des quantifica-
teurs (le vecteur Oy et la notation A au lieu de a ne posent pas de probléme sérieux).

Comme E est de dimension finie, on peut considérer une base 8 = (eq,...,e,)
de E et regarder la matrice M de u dans la base 2.
Puisque ¢, est non nul pour chaque k € [1,n], e, est un vecteur propre de u
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pour une certaine valeur propre A;.
La matrice de u dans la base & est donc diagonale :

A
Az (0)
M =
(0)
An

Montrons que tous les A; sont égaux.

Prenons i,j € [1,n] tels que i # j.

Le vecteur e; + e; est non nul (sinon la famille 2 serait liée),

donc c’est un vecteur propre de u; il existe un scalaire u tel que :

u(e; +e;) =u(e; +e;) donc ule)+ule;)=ue; +ue;
dot Aje;+Aje;=ue; +ue;.

Comme la famille (e;, e;) est libre, on peut identifier les coefficients et obtenir :

{ ' donc A;=A;.
On a prouvé que tous les A, étaient égaux; notons leur valeur commune a.

On obtient alors :

M =al, donc rrgt(u) = m;t(aidE) dot u=aidg.

L’endomorphisme u est bien une homothétie.

Rem. ¢ L’hypothése de dimension finie n’est pas nécessaire pour conlure.

En dimension quelconque, on montre que, pour tout vecteur x non nul, il existe

un A, € K tel que u(x) = A, .x. Il s'agit ensuite de démontrer que tous les A,

sont égaux; on prend deux vecteurs x,y € E non nuls et on distingue deux cas :

= si (x,y) est une famille libre de E, on calcule comme ci-dessus u(x + y) de
deux manieres;

= si (x,y) est liée, comme x # Og, y s'écrit B x et on calcule u(y) de deux
maniéres.

On constate ainsi que tous les A, sont égaux a un unique scalaire @, donc que

u(x) =a.x pour tout x € E (y compris Og!)

RN . . x 2x—2y—z
Exercice 8 » On considére I'endomorphisme de IR® suivant : u: (y) — (22 e )
z x—20y—3z

1) En examinant des rangs, montrer que —2, —1 et 1 sont des valeurs
propres de u.

2) En déduire la dimension de chaque sous-espace propre associé.

3) Trouver un vecteur propre V;, V,, V5 associé a chaque valeur propre.

4) Justifier que B’ =(V;,V,, V,) est une base de IR®.
Quelle est la matrice de u dans cette base?

Solution
1) Pour A € R quelconque, constatons que :

Aestvp.deu < u—Aid n’est pas injectif
< rg(u—Aid) # dim(IR®) (IR® = espace de départ de u)
— rg(A—Al; #3),

en notant A la matrice de u dans la base canonique de IR,

) 2 —2 -1
Cette matrice est A = ( 1 -1 -1 )
22 —20 —3

4 —2 -1
e A+2I; = (212 120 7%) estderang2car: C;+Cy+2C;=0;;;
C, et C, sont non colinéaires.
3 -2 —
c A+I; = (212 9 —%) estderang2car: C;+GCy+C3=03;;
C, et C, sont non colinéaires.
1 -2 -1
c A—I; = (212 2 —(11) estderang2car: L;—L,=0;3;
L, et L sont non colinéaires.

Conclusion. Aucune des 3 matrices n’est de rang 3 : cela prouve que —2,
—1 et 1 sont des valeurs propres de u.

2) Pour chaque valeur propre A de A, le théoreme du rang donne :
dimKer(A—AI3) =3 —rg(A—Al;) donc dimE,(u)=3—rg(A—AL).

Puisque ces 3 matrices sont de rang 2, les 3 sous-espaces propres associés
sont de dimension 1.

3) Les relations sur les colonnes des matrices a montré que :
1 .
V= (%) € Ker(A+21;3) = Ker(u + 2idgs) = E_,(u)
Vy = G) € Ker(A+1;) = Ker(u +idgs) = E_;(u).

Pour la troisieme valeur propre, on effectue des opérations sur les lignes de
A—15 pour échelonner la matrice et simplifier le probleme :

1 -2 -1 1 —2 -1 1 —2 -1
1 —2 —-1]|~|l0 0 o]~[l0 0 o
22 —20 —4)%\o 24 18/ %\o 4 3
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Sur cette derniére matrice, on remarque que : 2C; +3C, —4C3 =03 ;.
(explication : les coefficients devant C, et C3 nous sont donnés par la derniére ligne; on en

déduit celui devant C; en exploitant la premiére ligne)

Cestdonc que: Vj:= (é) € Ker(A—13) = E;(u).

4) Pour prouver que (V;,Vs,V;) est une base de R®, on remarque que cette
famille comporte 3 vecteurs et on calcule son déterminant dans la base ca-
nonique : il est non nul, donc il s’agit bien d’une base de IR3.

Comme les V; sont des vecteurs propres de u, on obtient immédiatement :

-2 0 O
mat (u)=| 0 -1 O
(V1,V,,V3) 0 0o 1
1111
1001
Exercice 11 » Soit n un entier au moins égal a 3 et M = ( Lo ) e ,(IR).
1001
1111

1) Déterminer une valeur propre évidente de M et la dimension du sous-
espace propre associé.

2) Déterminer les autres valeurs propres de M en résolvant I'équation aux
éléments propres.

Solution

1) On remarque que M n’est pas inversible car car C; = C, (et n = 2) : donc 0
est valeur propre de M.

Calculons son rang en éliminant les rangées inutiles :

O
o=

1 1 11
1 1 10
— .. .. _ .. _ 11Y)
rgM)=rg| :: ::|=rg| :: —rg(lo)—Z-
10 - 1 10 ~—~—
1 1 11 2 colonnes
non colinéaires

=o
—Oo

Par le théoréme durang : dimE,(M)=n—rg(M)=n—2.
X1

2) PrenonsV = ( : ) € IR”\{On,l}, A € R et résolvons I'équation aux éléments

XH

propres :
MV =AV.

On suppose que A # O car ce cas a déja été traité ; on procéde par analyse-
synthése.

* Analyse. Supposons que MV =AV. Nécessairement :

n

S xe=2Ax dont en retient :

k=1 AXZZAX:g:“':AXn_l
x;+x,=Ax

Lran 2 Axy=Ax,,

() A
puis, en divisant par A # 0 :
{x2=x3=“':xn—1

Xl = Xn.

X1 +x,=Ax,

n
> X =Ax,.
k=1

Notons a = x; et b =x,; alors V =(a, b, b,...,b,a).

2a+(n—2)b=2Aa
2a=Ab

donc Ab+(n—2)b= %2 b, puis (A>—2A—(2n—4)) b=0.

Mais b # 0, car sinon a s’annulerait et le vecteur V également.

Endivisant par b: A2—2A—(2n—4)=0.

Cette équation du deuxieme degré a pour discriminant

Les deux premieres lignes se réécrivent : {

A=4+4(2n—4)=4(2n—3)>0 carn=3.

Onendéduit: A=1x+2n—3, V=b(%,1,...,1,%) et b#O.

* Synthése. On ne suppose plusque MV =AV.
. (2 A
Prenons A:=1++v/2n—3, b#0etV = (5 b,b,...,b,5 b) #0,1.
On vérifie que (x) est satisfait :

n AZ
D ixe—Ax;=2Ab+(n—2)b—b=0
k=1 2

car A est solution de I'équation du second degré de I'analyse.

Deplus: x;+x,=Ab=Axy=Ax3="-"=AX,_;.

La derniere équation est vraie elle aussi.

Onabien MV =AV : A =1+ +/2n— 3 est bien valeur de propre de M.
La preuve est la méme pour A = 1—+2n—3.

Conclusion. Les valeurs propres de M sont 0, A; =1+ +/2n—3
et A, =1—+/2n—-3.

Exercice 12 » Soit J € #,(IK) la matrice dont tous les coefficients valent 1.
1) Calculer J2.

2) En déduire les éléments propres de J.
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Solution

IWEE RS Y ERESE [ R
1 -1 1 -1 n - on

2) Comme J2=nJ, le polyndéme P = X2 —nX est annulateur.
Les valeurs propres de J se trouvent parmi ses racines : 0 et n.
Testons-les I'une aprés 'autre :

x Pour A =0 :1g(J) =1 < n donc 0 est bien valeur propre de J.
Par le théoréme du rang : dim(E,(J))=n—1.
On cherche donc une famille libre de (n— 1) vecteurs de J.
Dans la matrice J : )
-1

0
1
C; =C, donc V; :=( 0 ) €Ey(J); Cy=CsdoncV,:= (—.1) €EyJ);

0

0
0
etc. jusqu'a C,_; =C, donc V,_; := ( 0 ) € Ey(J).
i
-1
Calculons le rang de (V;,...,V,_1) :
1 (0)
-1 1
rg(Vy,..., V1) =rg -1 - =n-—1
0) AR

car la matrice est échelonnée en colonnes; la famille est bien libre donc
c’est une base de Ey(J).

x Pour A =n : Dans J—nl,, on remarque que la somme des colonnes est
nulle.
Cela prouve que n est bien valeur propre de J,
et que V, :=(1,...,1) est un vecteur propre associé.
De plus, comme E(J) est de dimension 1 et que la somme cumulée des
dimensions des SEP ne peut pas dépasser n, E,(J) est de dimension 1;
de ce fait (V,,) en constitue une base.

ENY R

R . -3 3
Exercice 18 » Trouver un polynéme annulateur de la matrice A=[ - %]

Solution

Le théoréme de Cayley-Hamilton affirme que le polynéme caractéristique y4
est un polynoéme annulateur de A. Calculons-le :

X-1 3 -3 X+2 3 -3 1 3 -3
ya=detXI;—A)=|-—2x+5 2 |=| 0 x+5 2 [=(X+2)| 0 x+5 -2
-4 9 X2 —X-2"9 X-2 -1°9 X2

=(X+2))6X3'5 =
012 X-5

=X +2) %5 A =X +2) [(X +5) (X —5)+24]

=X +2)[x*—1]
=X+2)(X—-1)(X+1).

(On a effectué les opérations sur les rangées : C; « C; — C; puis Ly « Ly +1L;)

Conclusion. Lamatrice Aadmet pour polynéme annulateur (X+2) (X—1) (X+1)
(et, accessoirement, son spectre est {—2,1,—1}).

Exercice 24 » Calculer le polynd6me caractéristique des matrices suivantes, puis dire si elles
sont diagonalisables ; les diagonaliser dans IR ou dans € quand c’est possible :

1 2 -1 2 1 3 3 0 -1 5 4

A=|3 —2 1|, B=|l0o 1 —1|, M=|2 4 2|, N=|9 5

0 4 =2 0 1 1 -1 0 3 6 4
Solution

* Matrice A: y,=X-(X—2):-(X+5) est scindé a racines simples sur IR :
la matrice A est diagonalisable sur IR (et donc sur €), et les 3 SEP sont des
droites.

On trouve comme vecteurs propres :

0 1 5
V=1, V,=[1], et Vy=|-9
2 1 12

donc on obtient comme diagonalisation :

0o . . 01 5
A=PDP™! pour D=|. 2 . et P=|1 1 -9
-5 2 1 12

e Matrice B : yp = (X —2)-(X?—2-X +2) n’est pas scindé sur IR, donc B
n’est pas diagonalisable sur IR.
En revanche, yz =(X—2):(X—1—1i)- (X —1—1i) est simplement scindé sur C,
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donc B est diagonalisable sur C.
On trouve comme vecteurs propres :

1 —1-2i L —1+2i
Vo=[0], Viy= i , et Viy=Viy=| i
0 1 1
et comme diagonalisation dans .#,(C) :
2 . . 1 —1—-2i —1+42i
B=PDP! pour D=|. 1+i . et P=(0 i —i
1—i 0 1 1

e Matrice M : y,; = (X —4)?- (X — 2) est scindé sur IR, mais pas a racines
simples.
Regardons si la dimension des SEP est égale aux ordres de multiplicité :
* Comme 2 est valeur propre simple, dim E,(M) =1 =m,(M).
* Pour la valeur propre 4, on détermine dim E,(M) :

-1 0 -1
M—-4I;= 2 0 2 est de rang 1,
-1 0 -1

donc par le théoréme du rang, dimE,(M)=3—1=2=m,(M).
La matrice M est diagonalisable sur IR (et donc sur ().
On trouve comme vecteurs propres :

1 0 1
v=[-2], v,=|1], e v/=|0
1 0 -1
et comme diagonalisation dans ., (C) :
2 . . 1 0 1
M=PDP' pour D=|. 4 .| e P=[-2 1 0
4 1 0 -1

e Matrice N : yy = (X —1)- (X + 1)? est scindé sur IR, mais pas a racines
simples.
Comme pour M, dimE;(N)=1=m;(N).

. 6 4 —8
Ensuite, N +1; = ( g 2_18) est de rang 2,

doncdimE_;(N)=3—-2=1#2=m_;(N).
La matrice N n’est diagonalisable si sur IR, ni sur C.

En revanche, comme yy est scindé sur R, N est trigonalisable sur R (et donc
sur €).

Exercice 25 » Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et

1 2 o on—1 n
2 0 0 n—1
M= . : . .
n—1 0 0 2
n n—1 --: 2 1

Montrer que M est diagonalisable.

Solution

M est symétrique a coefficients réels donc elle est diagonalisable.

Exercice 26 » 1) Trouver une matrice A € .#,(C) qui soit symétrique, non nulle, mais de

trace et de déterminant nul.

2) Cette matrice A est-elle diagonalisable ?
Quel enseignement tire-t-on de cet exemple ?

Solution

1)

2)

Prenons A= (‘j g) € #,(C) quelconque. Par analyse-synthese :

* Analyse. Supposons que A convienne.
Puisque A est symétrique, ¢ = b; puisque tr(A) =0, d = —a.
DoncA= (¢ %) etdet(A) =—(a®+b?).
Comme det(A) =0, b?>=—a? = (ia)?, dou b =+ia.

* Syntheése. Sionprenda = 1 et que conformément a I’analyse, on prend
b=c=ietd=—1,lamatrice A obtenue est (! ). Elle convient effec-
tivement.

* La matrice A a pour polynéme caractéristique
2= X% —tr(A) X + det(A) = X2.

On en déduit qu’elle a une unique valeur propre : 0.

Si A était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice
diag(0,0) = 0,, donc on aurait A=P0,P~ ! =0,.

Ce n'est pas le cas, donc A n’est pas diagonalisable.
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¢ On a trouvé une matrice A qui est symétrique, et pourtant non diagonali-
sable. Dans le théoreme précédent, I’hypothese « a coefficients réels »
est donc trés importante.
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