Mathématiques PCSI 2 : devoir a la maison Lycée Victor Hugo

DM4 - Etudes de fonctions
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(‘Exercice 1:

Premiére partie : un encadrement de sh

1. a) Montrez que ’équation 2sh(z) + 1 = 0 admet une unique solution sur R. On note a cette solution (on ne cherchera pas la
valeur exacte de a....)

b) Justifiez que la fonction u : z — ch?z + sh x est dérivable et montrez que pour tout réel x, ch? +shxz >0
2. Soit f:x +— eﬁh(w) —x — 1.

a) Justifiez que f est dérivable deux fois sur R et calculez f'(z) et f”/(x) pour tout = € R

b) En déduire les variations de f’, puis de f sur R.

3. Montrez que 1 +z < eSh(@)

4. En déduire que pour tout =z € R,

pour tout x € R

1
l—z< ———,
— esh(z)
puis que pour tout = €]0, 1],
1
1+CL‘SES}1(I) <
1—=x

5. Conclure que Vz €]0, 1],
In(1 4+ z) <sh(z) < —In(1 —x)

Deuxiéme partie : étude d'une somme

Soit p € N* et soit n > 2.
On considére la somme

e Ba(})

k=n

1 1 1
111<1+7> Ssh(f) S—ln(l—f)
k k k

1 —1
1n<ﬂ)gsng—1n(n )
n np

1. Justifiez que Vk € Net k > 2,

2. En déduire que Vn > 2,

3. Déterminer la limite de S;,, quand n — +oco

Premiére partie

1. a) Considérons la fonction x +— 2sh(x) + 1.
Cette fonction est dérivable sur R, de dérivée x — 2ch(z).
Or, pour tout x € R, 2ch(x) > 0, donc la fonction est strictement croissante.
De plus, lim 2sh(z)+ 1= —occet lim 2sh(z)+1=+o0
T—>—00 r—>+00

Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection monotone, z +— 2sh(x) + 1 est bijective de R
dans I'image de R qui est R également, grace aux limites et a la continuité de la fonction.

Comme 0 est dans R (...), 'équation 2sh(x) + 1 = 0 admet bien une unique solution.

b) La fonction u est dérivable comme produit et somme de fonction dérivable, et on a
u'(z) = 2sh(z) ch(z) + ch(z) = ch(z)(2sh(z) + 1)

Comme ch(z) > 0, u/(z) est du signe de 2sh(z)+1, c’est a dire u décroissante sur | —oo, al,
croissante sur [a, +00]

Elle a donc un minimum en a, et ce minimum vaut u(a) = ch(a)? + sh(a).
1 1
Orsh(a) = —5 et ch(a) > 1 (1 est le minimum de ch), donc ch(a)? > 1 et u(a) > 1—5 > 0.

Notez qu’on peut aussi utiliser le fait que ch?(x) = 1 +sh?(z) pour montrez qu’en réalité,

On a bien | ch?(x) +sh(z) > 0




Vous étes plusieurs aussi a utiliser un chemin totalement différent, qui marche bien égale-
ment.

En utilisant ch?(z) = 1 4 sh?(z), on arrive
u(z) = sh?(z) + sh(z) + 1

Depuis 14, deux chemins, on peut :

— poser X = sh?(z) pour tomber sur un polynoéme avec A < 0, donc toujours positif
pour tout X, donc u(xz) > 0 pour tout z € R

— eécrire u(z) = (sh?(z) + %)2 + % (c’est en fait une forme canonique cachée) pour en
déduire immeédiatement u(z) > 0.
a) Par composition de fonction de classe C*° sur R ,f est C* sur R donc elle est dérivable
autant de fois que 1’on veut... Donc deux fois ;-)
On a alors, Vo € R

F(x) = ch(z)es™™® — 1 et f"(2) = sh(z)es™™® + ch?(2)e"®) = (sh(z) + ch?(z))eP®)

h(z)

b) D’apres la question 1b et comme e° >0, on a f’(x) > 0 pour tout x € R, ainsi f est

strictement croissante.

Or #(0) =1 — 1 =0, donc f'(x) < 0 pour z < 0, et f'(x) > 0 pour z > 0.

La fonction f est donc décroissante sur | — oo, 0], puis croissante sur [0, +00[.
0

3. D’apres I’étude précédente, f admet un minimum en 0 et on trouve f(0) =e° —0—1=0.

Ainsi, pour tout z € R, f(x) > 0, c’est a dire @) gz —1>0.
On en déduit bien

1+ <@

. L’inégalité est vraie pour tout x € R, et pour tout x € R, —z € R aussi.
Donc on peut remplacer dans I'inégalité précédente :

1—2< esh(fx)

1
—sh
Or sh(—z) = —sh(z) et e @) = h (@)
On en déduit

L=7s G
Attention : on a envie maintenant de passer & l'inverse, ce qui n’est pas possible pour tout
x € R. ¢a tombe bien : on veut le faire pour z €]0, 1]

Pour tout =z €]0,1[, 1 —x > 0 et h(2)

> 0 également : on peut appliquer l'inverse qui est

décroissant sur |0, +oof :

1 1

1— 1
T esh(z)

1
1—=x

donc ) <

En combinant I'inégalité obtenue en 3 avec celle ci, on a donc

l4o<eh@ o 1
1—=x

. Pour tout x €]0,1[, 1 +z > 0, tout comme (@) et : on va pouvoir appliquer la fonction

11—z
In a I'inégalité précédente. Comme cette fonction est croissante, on obtient

’1n(1 + ) <sh(z) < —In(1 —x) ‘




Partie 2 :

Assez impressionnante a priori, mais bien moins technique que la partie 1!

1
1. Pour tout k € Net k > 2, % €]0, 1[, donc on peut remplacer dans l'inégalité obtenue en fin de

premiére partie, et on a immédiatement

(D)=

2. Effectuons la somme de ces inégalités pour k variant de n a np.

Il vient

np 1 np 1 np 1
l;m <1+ k) < ;Sh (k> <> -In <1 - k)

On reconnait S,, au milieu.
Pour les autres sommes :

iln (1 + ;) = im (lﬁzl) = iln(kz—i— 1) — In(k)

On reconnait un telescopage et il vient

Igln <1+;> =In(np+1) —In(n) = In <np7:r1>

De méme,

§—1n<1—11) :i—ln (T) :iln(k)—ln(k—l)

k=n k=n

A nouveau un telescopage et

i—ln (1 - i) —In(np) —In(n—1) =In <n7?91> = In <”np1)

k=n

On obtient bien ’encadrement voulu.

3. Il reste a calculer les limites de tout ca :

np+1 n(p+ 1 1
p+l_np+;) _ptd
n n n
1 1
donc lim np =pet lim In <np+ >:1n(p)
n—+0o00 n n—+oo n

-1 1 -1 1
De méme lim = — et donc lim —In (n > = —In(-) = In(p)
n—+oo NP P n—+00 np p

Par le théoréme des gendarmes, on a donc

lim S, = In(p)

n—-+o0o

@Exercice 2 : Trigonométrie réciproque et calcul de dérivées

1—=x 1—=x
u T et f:x — arctan
1+ 1+

Soient les fonctions u et f définie par

1. Déterminer ’ensemble de définition de w, justifiez qu’elle est dérivable sur ] — 1, 1[ et calculer sa dérivée. On simplifiera au maximum
I’expression obtenue.
2. Déterminez ’ensemble de définition de f et justifiez qu’elle est dérivable sur ’intervalle ] — 1, 1[.

3. Calculez f’ et en déduire une expression plus simple de f.



-z
1. u(x) existe si et seulement si z # —1 et —— > 0.

14z
Un tableau de signe donne alors = €] — 1, 1], qui est donc I'ensemble de définition de u.
De plus, u est dérivable sur | — 1, 1] par composition de fonctions dérivables (le 1 est exclu a

priori puisque la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0, mais on ne sait pas si ¢’est
vraiment non dérivable... et ce n’est pas demandé!).

On a alors, pour tout x €] — 1,1 :

1 1z —(1—
u'(z) = X v (2 z)
9. /1== (1+2)
1+x
1 [T+a 2
2V 1l—2 " (1+x)2
_ 1
V1—zv1+z(l+2x)
-1 1
= X
1-2)1+z) l+=z
—1 1
u'(z) =

X
Vi—z2 14z
2. la fonction arctan est définie sur R, donc f est définie sur le méme ensemble que u, c’est & dire
sur | — 1,1].
Elle est dérivable sur | — 1, 1] par composition de fonctions dérivables.
3. Pour tout z €] —1,1[, on a

’ u'(z)
T = T oy
—1 1 1
VT2 1tz 14z
-1 1 14z
T2 l+tz lvztl-z
—1

2v1 — 22

On reconnait % arccos’ (z)!

Ainsi, il existe C' € R tel que, pour tout = €] — 1, 1], f(x) = %arccos(:n) +C
Or f(0) = arctan(1l) = % d’une part,

et arccos(0) = g, donc on a f(0) = % + C d’autre part.

On en déduit que C' = 0 et donc que

1
fix— 5 arccos(z)



