Chapitre 7 : Séries numériques et vectorielles

Exercices

Exercice 1. Déterminer la nature des séries :

LY s 6. 3 ey

2L 7% (v )
3. YN 8 YevE

LY 9. 5 -Vt

5. 3 Frciamn | 10. S nle= V.

Exercice 2. Etudier la nature des séries :
1. Y sinn;

2. Znil’% ;

3. Z(\/n2+n+l—\/n2+n—1).

Exercice 3. Etudier la nature de la série

n®(Inn)™
Z (n! )

n=2

Exercice 4. Intégrales de Wallis On pose pour tout n € N :

i ™

3 3
I, = / sin®(¢)dt et J,= / cos™(t) dt.
0 0

1. Montrer que : Vn € N, I,, = J,,.
2. Montrer que la suite (I,)nen est décroissante et convergente.

3. Montrer que : Vn € N, I, 15 = ZI;I

Indication : utiliser une intégration par parties.

4. En déduire la valeur de I,, pour tout n € N.
On écrira les expressions obtenues au moyen de factorielles.

5. Montrer que : I, et Ity et queVn € N, (n+2)hi0lpni1 = (n+ 1)Ly 1.

6. En déduire un équivalent de (I,)nen.

7. Etudier la convergence de la série 3 I,,.

Exercice 5. On considéere la suite u définie par : Vn € N* u,, = \% (f)n

1. Montrer que la série Y In (%) converge.

2. En déduire que la suite (uy,)nen converge vers un réel K > 0.

3. On utilise ici les résultats de ’exercice précédent sur les intégrales de Wallis (I, )nen,
en particulier :
(2n)!

Iy = —*=x = et I ~ —.
n 22np |2 2 ¢ " notoo \ 2n

3
3

Déterminer la valeur de K.

4. Conclure par la formule de Stirling :

Exercice 6. Constante d’Euler et développement asymptotique de la série harmo-
nique.

1. Montrer que Vk € N*,

2. En déduire que Vn € N*,

n
3. En déduire un équivalent de H, = Y 1
k=1

1 1
4. Montrer que la série Z ( —1In (1 + )> converge et donner un équivalent des
n n

restes.

On note « sa somme : on ’appelle la constante d’Euler.
n
5. Montrer que la suite u définie par : Vn € N*,u, = (3 ) — In(n + 1) converge et
k=1
préciser sa limite.

n

6. Montrer que : Y %zln(n)—i—*y—ki-&- o
k=1 n—+4oo

()

Exercice 7. Soit a € R* et u la suite définie par : ¥vn € Nu, =

\/a+\/a+ Va+---++/a o le terme a apparait n fois.

Montrer que la suite u converge et préciser sa limite.
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Exercice 8. Théoréme du point fixe de Picard
Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie, f : E — FE une application k-
lipschitzienne avec k € ]0;1[ et (un)neny € EN une suite telle que Vn € Nyu, 11 =

1. Montrer que la suite (u,),en converge.
Indication : On pourra étudier la série télescopique associée.

2. Montrer que f a un unique point fixe.

Exercice 9. Regle de Duhamel
Soit (up)nen une suite strictement positive. On suppose qu’il existe @ € R tel que :
Unt1 :17g+0(l)
Un n nl’
1. Montrer que la série Y u, converge si « > 1, et diverge si a < 1.
Indication : on pourra introduire v,, = n®u, pour un A3 bien choisi.

1-4-7--(3n—2)

2. Déterminer la nature de la série : ) ~—==73

Exercice 10. Regle d’Abel.
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites numériques. On suppose :

o la suite (un)nen est réelle positive, décroissante et converge vers 0;

e la série » v, est bornée : la suite (.5, ),en de ses sommes partielles est bornée.
n €

1. Montrer que la série Y (u, — un41)V; est convergente.
2. En déduire que la série > u,v, est convergente.

. . . 7o sinn cosn
3. Application : montrer que les séries = et > =-— sont convergentes.
Sont-elles absolument convergentes ?
indication : [sinn| > sin®(n).

4. Cette reégle s’applique-t-elle si (v, )nen est une suite d’éléments d’un espace vectoriel
normé ?

Exercice 11. Soit (a,)nen une suite arithmétique de raison r > 0 et de premier terme

ag > 0.
2n

1
=1 Y Qk—10kCk41.

Soit u la suite définie par : Vn € N, u,, = CPmE
"k

Montrer que (up)nen converge et exprimer sa limite en fonction de 7.

Exercice 12. Soit (a,b) € R*\{(0,0)}.
Soit (ap)nen et (bn)nen les suites réelles définie conjointement par : ag = a,by = b et

An4+1 = 73 3
Vn e N, O FOn
ntl = g 2452

Etudier la convergence des suites (an)nen et (bn)nen-
Indication : on pourra poser z, = an + iby.

a4

Exercice 13. Déterminer la nature de la série 3 (cos (%))n (o a € R).

Exercice 14. Montrer que la série Zn>1 Arctan (%) converge et déterminer sa
somme.

Indication : on pourra montrer que Arctan (%) = Arctan(n + 1) — Arctan(n — 1).

Exercice 15. Soit (un)nen une suite décroissante telle que la série Y u,, converge.

2n

1. Montrer que lim > wug =0.
n——+oo k=n+1

2. Montrer que lim nu, = 0.
n—-+00

3. En déduire que la série Y % diverge.
n>1

4. Réciproquement, si lim,,_, 1o, nu, = 0, peut-on affirmer que > u,, converge ?
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Banque CCINP

Exercice 16 (CCINP 5).

1. On considére la série de terme général u,, = oun=2etacR.

n (lnn)®

(a) Cas <0
En utilisant une minoration tres simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0

Etudier la nature de la série. 1

z(Inz)e’

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =
1
1+~

- (2))e

(In(n? 4+ n))2

2. Déterminer la nature de la série E
n>=2

Exercice 17 (CCINP 40).

Soit A une algebre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’une
norme notée || ||

On suppose que : V(u,v) € A%, ||Ju.v|| < ||u|].]v]].

1. Soit w un élément de A tel que |lul| < 1.

(a) Démontrer que la série Z u™ est convergente.
“+oo
(b) Démontrer que (e — u) est inversible et que (e — u)~! = Z u”.
n=0
,un
2. Démontrer que, pour tout u € A, la série Z p converge.

Exercice 18 (CCINP 46).
On consideére la série :Z cos (7‘(‘\/ n?+n+ 1).
n>1
i

ou «
n

. Prouver que, au voisinage de +o0o, mvn2+n+1=nm + g + ozz +0 ( 5
n

est un réel que 'on déterminera.

. En déduire que Z cos (TF\/ n2+n+ 1) converge.

n>1

. Z cos (Tl’ vn2+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n>1

Exercice 19 (CCINP 54).
Soit F I'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des suites a valeurs
réelles.

2. On pose : Vu = (up)nen € E, ||[u]| = sup |uy|.
neN

(a) Prouver que || .|| est une norme sur F.

(b) Prouver que : Vu = (up)nen € F, Z 21:11 converge.
+oo u

(¢) On pose : Yu = (up)neny € E, f(u) = Z 27:_1.
n=0

Prouver que f est continue sur E.
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