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SERIES ENTIERES

Cours

— Définition 1|

Soit (@, )neny une suite complexe.

On appelle série entiére associée a la suite (a,)qen la série de fonctions Z fn ot pour tout
n20

- C
= anpz™.

n €N, f, est 'application { (S

Cette série de fonctions est abusivement notée Z a,2".

» Cette notation est ambigiie car Z%Z" peut ainsi désigner :

- la série de fonctions Z fn ot pour tout ne N, f,: 2z~ a,2",
n>0

- la série numérique Z a,z" ou z est un complexe fixé.

n20

» Au lieu d’étre des fonctions de la variable complexe, les fonctions f,, peuvent étre considérées
. : . R - C
comme des fonctions de la variable réelle c¢’est-a-dire -
(o d n .
On note alors plutot la série entiére Z anx".

» 2z 29 désigne I'application constante égale a 1 donc par convention ici, 00 = 1.
Noter que pour tout n € N*, £,(0) =0 mais f,(0) = ao.

Ezemples :

z . . .

> — une série entier nt les ceefficients sont : Vn ap, = —
|est e série entiére dont les cee ts sont : VneN, '
n! n!

x2n+1

n!
Une telle série entiére est dite lacunaire.

. . . 1
est une série entiére dont les coefficients sont : Vn € N, ag, =0 et ag,.1 = -
n!

I. RAYON DE CONVERGENCE

On s’intéresse tout d’abord & la nature de la série numérique Z a,z" pour z complexe fixé.

A. DEFINITION

Théoréme 2 (Lemme d’Abel)

Soit zg € C tel que la suite (a2 )nen €st bornée.
Alors pour tout z € C tel que |z < |z, la série )" a,2" est absolument convergente.




—‘ Théoréme 3 ‘|

On note R ’élément de [0, +oo] défini par :
R =sup{r e R, tel que la suite (a,r")ney est bornée}.

» Si z € C vérifie |2| < R alors la série ) a,2" converge absolument.

» Si z € C vérifie |z > R alors la suite (a,2")ney n'est pas bornée donc la série ) a,,2"

diverge grossierement.

R est appelé le rayon de convergence de la série entiére Zanz".

» L’ensemble A = {r € R, tel que la suite (a,7™),y est bornée} est un sous-ensemble non vide

(car il contient 0) de R. S'il est majoré alors A admet une borne supérieure R € R, et s’il ne
I’est pas, on pose par convention R = +o00.

» On poura noter R (Z anz”) le rayon de convergence de la série entiere Z an2".

» On peut résumer le comportement de la série numérique Zanz" suivant la localisation du
complexe z par le dessin suivant :

Tout est possible

n n . .
anZ converge absolument apz" diverge grossiérement

lim a,z" =0

n .
Lot (an ) diverge
R ‘

(anz")

. .
est bornée (anz") nrest pas bornée

Notons D ={z € C, |z| < R}. Pour tout z € D, la série Z a,z" converge absolument.
D est appelé le disque ouvert de convergence.
Notons C'={z € C, |z| = R}. Pour z € C, la série ) a,z" peut étre convergente ou divergente.
C est appelé le cercle d’incertitude.

Pour la série entiere de la variable réelle, | - R, R[ est l'intervalle ouvert de convergence et les
points R et —R sont les points d’incertitude.

+oo

La fonction somme de la série entiére est la fonction S définie par S(z) = Z anz".
n=0
La fonction S est définie en tout point de D et elle peut aussi I'étre en certains points de C'.
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Si on note Zg 'ensemble de définition de la somme en tant que fonction de la variable réelle,
on a :

|- R, R[c Zs c [-R,R].

FExemple 1 : Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes et préciser leur compor-
tement aux points du cercle d’incertitude.

n n
n z " on z Inn
Zz , — n"z , — 2",
n?ln\/ﬁ

n! n>1 n>l 1

B. DETERMINATION DU RAYON DE CONVERGENCE

— Proposition 4

Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z an, 2",
On a:

R =sup{r e R, tel que la suite (a,r")ney est bornée}
=sup{r € R, tel que la suite (a,r"),n converge vers 0}
=sup{r € R, tel que la série ) a,r" converge}

=sup{r € R, tel que la série Z a,r™ converge absolument }

» Remarquons que les ensembles considérés ne sont pas nécessairement les mémes mais ils ont
la méme borne supérieure.

-1 n?
Ezemple 2 : Pour quelles valeurs de r € R, la suite ( (n_) 7"”) tend-elle vers 0 ? est-elle bornée 7
n neN*

2
s L -\ n—1\"
En déduire le rayon de convergence de la série enticre Z (—) 2",
n>1 n

— Proposition 5

» Pour tout A € C*, on a R(Z )\anz") = R(Z anz”).
» Ona R(Z nanz”) = R(Z anz”).

— Proposition 6

» Sia, =0(b,) alors R(Z anz") > R(Z bnz”).
» Sia, ~b, alors R(Z anz”) = R(Z bnz”).

» On rappelle que si a,, = o(b,) alors a,, = O(b,).

» Notons que dans le cas d’équivalence, le comportement sur le cercle d’incertitude n’est pas
nécessairement le méme.

2n+1 sinn
FExemple 3 : Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Z mz” et Z —1ua".
n n

nz1 n
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» En dérivant terme a terme la série entiere Z a,z", on obtient la série entiere

Z na,z"! = Z(n +D)ay 12"

nz1 n>0

En primitivant terme a terme la série entiere Z a,z", on obtient la série entiere

Z an Sl Z Qn-1 o

nson+1 S

—{ Corollaire 7 }

Le rayon de convergence est invariant par dérivation et primitivation terme a terme.

R(Y an2") = R(Z nanz"_l) -R (Z &znﬂ) .

e n+1

— Théoréme 8 (Régle de d’Alembert pour les séries entiéres)

Hyp. On suppose que :
a partir d'un certain rang, a, # 0,

lim [an1| = { (limite finie ou infinie).

n—>+oo |an|

1 1
Alors R (Z anz") =7 en posant par convention 0" +00 et T 0.
(0,0)

» Cette regle est particulierement efficace avec des puissances ou des factorielles.

n! "

22”\/(2n)!x '

FExemple 4 : Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z

» Attention, cette regle ne peut pas s’appliquer avec une série lacunaire mais on peut dans ce
cas revenir au critere de d’Alembert pour les séries numériques.

2n
Ezemple 5 : Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z(—l)”( )x2”+1.
n

Corollaire 9 }

Pour tout a € R, R(Z n"‘z”) =1




C. OPERATIONS

—{ Définition 10 }

On appelle somme des séries entiéres Zanzn et anz” la série entiere Z(an +by,)2".

— Proposition 11

Le rayon de convergence de la somme de deux séries entieres vérifie :

R (Z(an + bn)z”) > min (R(Z anz”) R (Z bnz”))

avec égalité lorsque R (Z anz”) +R (Z bnz”) .

1 1
FExemple 6 : Déterminer les rayons de convergence des séries entieres Z (—' + 1) 2" et Z (—| - 1) 2"
n! n!
puis de leur série somme.

» On peut noter qu’une série entiere Z a,z" est la somme de la série entiere des termes d’indices
pairs Z a9, 22" et de la série entiere des termes d’indices impairs Z Aope1 22t

—{ Définition 12 }

On appelle produit de Cauchy des séries entiéres Zanz” et Z b,z" la série entiere chz"

n
ou pour tout n €N, ¢, = Z agbp_i = Z @Oy
k=0 (p,q)<[0,n]?
p+q=n

— Proposition 13

Le rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entieres vérifie :

R(Z cnz”) > min (R (Z anz") R (Z bnz”)) .

De plus, pour tout z € C tel que |z| <min (R (Y a,z"), R (X b,2")), on a :

+ 00 + 00 + 00
Z A (Z anz") (Z bnz") :
n=0 n=0 n=0




II. PROPRIETES DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

On s’intéresse ici a la série entiere Zanx” en tant que série de fonctions de la variable réelle.
On note R son rayon de convergence, que l'on suppose strictement positif.

+00
On note S sa fonction somme c’est-a-dire S : x a,x".
n
n=0

A. CONVERGENCE DE LA SERIE DE FONCTIONS

On sait déja que la série entieére converge simplement sur l'intervalle ouvert de convergence |- R, R].

Théoréme 14 }

La série entiére Y a,z" converge normalement (et donc uniformément) sur tout segment
inclus dans lintervalle ouvert de convergence | — R, R|.

» Attention, en général, il n’y a pas convergence uniforme sur l'intervalle ouvert de convergence
mais seulement sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence.

Contre-exemple 7 : Montrer que la série entiere Z 2™ ne converge pas uniformément sur son intervalle
ouvert de convergence.

n
» Pour tout n €N, on note P, = Y a, X"
k=0
Par définition, la suite de fonctions (P, ),y est la suite des sommes partielles associée a la

série entiere Z a,x" en tant que série de fonctions.
n20
Ainsi, la suite de polynémes (P,),n converge uniformément sur tout segment inclus dans

I'intervalle ouvert de convergence vers la fonction S, fonction somme de la série entiere.

B. REGULARITE DE LA FONCTION SOMME

Théoréme 15 |

+o00

La fonction somme S : x — Z a,x™ est continue sur 'intervalle ouvert de convergence.
n=0

+00
Pour la série entiere de la variable complexe, on admet que la fonction somme S: z — Z a,z" est
n=0
continue sur le disque ouvert de convergence D = {z € C, |z| < R}.

La définition de la continuité d’une fonction de la variable complexe sera étudiée dans le chapitre
ESPACES VECTORIELS NORMES - PARTIE 2. (C’est la méme définition que celle des fonctions de la
variable réelle, la notion de limite étant obtenue en remplagant les valeurs absolues par des modules.)

+oo n

Ezemple 8 : Montrer que la fonction S:z — ) ~— est continue sur [-1, 1.
n=1 T



—{ Théoréme 16 }

+00

La fonction somme S : x Z apz" est de classe € sur I'intervalle ouvert de convergence.
n=0

De plus, pour tout k € N*, la dérivée k-eme de S s’y obtient par dérivation terme a terme :

+00

+ 00 |
Vo e]l- R, R[, S®(z) =Y n(n-1)..(n-k+1)aa"* =3 Lanyz;”"’"
n=k n=k (n_k)'

» Le rayon de convergence étant invariant par dérivation terme a terme, on a :

R(Z (n’j—!k)!anx"’f) - R(S anz").

nzk

» La dérivation terme a terme peut permettre de calculer des sommes de séries entieres.

Ezxemple 9 :
1. Montrer que pour tout x €] — 1, 1[, les séries Z nz" ! et Z n(n-1)z"? convergent et :
n>1 n>2
+00 1 +00 2
n—1 n—2
nr" = -—— et nn-1)z"* = ———.
D HE S S (s
2. Soit p € N*.
, . ny . _ =X (n\ ,_ 1
Montrer que pour tout z €] -1, 1[, la série Z ( )x” P converge et Z ( )x" P = W.
n2p n=p -

Le résultat suivant permet de retrouver les ccefficients d’une série entiere dont on connailt la somme.

—{ Corollaire 17 }

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence strictement positif, de somme S.
S™)(0)
nl

Alors pour tout n €N, a,, =

— Corollaire 18 (Unicité des ceefficients)

Soit Z a,x" et Z b,x™ deux séries entieres.
+00 +0o

On suppose qu’il existe 7 > 0 tel que pour tout = €] —r,r[, Z ap,T" = Z b,x™.
n=0 n=0

Alors pour tout n €N, a, = b,.




C. INTEGRATION

— Proposition 19

On peut intégrer terme a terme la somme de la série entiere sur tout segment inclus dans
I'intervalle ouvert de convergence c’est-a-dire pour tout («, 3) €] - R, R[?, on a :

[(5)o- 5L )

n=0

—{ Théoréme 20 }

z [+o0 paC0
Pour tout x €] - R, R[, f ( ant") dt = Z An pi1
0 n=0

—n+l

n

+00
Ainsi, la fonction x — Z 2™ obtenue par primitivation terme a terme, est la primitive

=on+
+ 00

de S:x Z a,x" sur 'intervalle ouvert de convergence s’annulant en 0.
n=0

» Le rayon de convergence étant invariant par primitivation terme a terme, on a :

R (Z &lx”“) =R (Z anx”).

n+
» L’intégration terme a terme peut permettre de calculer des sommes de séries entieres.

n

Exemple 8 (suite) : Déterminer la somme de la série Z T pour tout = € [-1,1[.
nz1

III. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

A. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Une fonction développable en série entiére est une fonction qui peut s’écrire comme la somme d’une
série entiere. Plus précisément :

—{ Définition 21 }

Une fonction f est dite développable en série entiére (au voisinage de () lorsqu’il existe
r € R* et une série entiere Z a,x" de rayon de convergence supérieur ou égal a r tels que :

Vee|-rr[, f(x)= Z::;anx”.

FExemple :
1 +o0
La fonction x est développable en série entiere sur | - 1,1[ car Vo €] - 1,1], N = Z "
- T po0



— Proposition 22

Soit r € R*. Si la fonction f est développable en série entiere sur | —r,r[ alors elle est de
classe € sur | —r,r[ et les ccefficients de son développement sont uniques, donnés par :

F®(0)

VneN, a, =
n!

—{ Définition 23 }

Soit f une fonction de classe > au voisinage de 0.

100,

On appelle série de Taylor de f la série entiere Z

Ainsi, si f est développable en série entiere sur | —r, r[ alors f est la somme de sa série de Taylor sur
]-r,r[.Ona:

Vee]-rr[, f(x)= Zf (0)

» Il peut étre intéressant de prouver qu'une fonction est développable en série entiere pour prou-
ver qu’elle est de classe €.

Ezxemple 10 : On a prouvé que pour tout z €] — 1,1 Z r . —In(1-2).
—on

In(1+x)

Montrer que la fonction f:z — { T st
1

est de classe € sur | —1,+oo].
siz=0

» Attention, une fonction de classe > n’est pas nécessairement développable en série entiere.

-1/z ;
Contre-exemple (cf. Ezxercice 9) : la fonction f définie par Vz e R, f(z) = { € 0 :ingf); 0

B. OBTENTION DE DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

Voici quelques méthodes permettant d’obtenir un développement en série entiere.

En utilisant la méthode proposée, montrer que chaque fonction est développable en série entiere
et donner son développement en série entiere (on précisera soigneusement l'intervalle sur lequel le
développement est valable).

‘ Changement de vam’able‘

\Pm’mitivatz’on terme a terme\

a) x »1In(l+x) b))z~ arctanz



\Dém’vatz’on terme a terme\

1 1

a)me b)me

‘En utilisant une équation diﬁérentielle‘

Méthode :

* On trouve un probleme de Cauchy (équation différentielle et conditions initiales) dont la
fonction a développer est I'unique solution.

x On considere une série entiere de rayon de convergence R strictement positif.
Sa somme est solution du probleme de Cauchy si et seulement si ses coefficients vérifient
certaines relations, que 'on résout pour déterminer une forme explicite des ccefficients.

» On vérifie que la série entiere trouvée a un rayon de convergence R strictement positif.
Par raisonnement par analyse-synthese, on obtient ainsi le développement en série entiere
de la fonction sur | - R, R|[.

a) x> ev b))z~ (1+2)¥, onaelR

| Par linéarité

a) x — chx b) x ~ shx

[6] ‘En utilisant les parties réelles et imaginaires

a) T+ CcosT b) x ~ sinx

‘ Par produit de Cauchy‘

Il permet de prouver que le produit de deux fonctions développables en série entiere est
développable en série entiere mais la formule des ceefficients n’est pas toujours tres explicite.

. xw; $'_>_ln(1—x)
oo Ty P

1-zx

‘En utilisant ['inégalité de Taylor—Lagmnge‘

— Théoréme 24 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit n € N. On suppose que f est de classe €™*! sur 'intervalle I et f(**1) est bornée sur I.
Alors pour tout (a,b) € I?, on a :

n_ f(k)
7) -3 L2 6oyt < sup o0 o)
k=0 . tel

|b_a|n+1
(n+1)!

a) T+ CcosT b) x> e*
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[9] ‘En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral ‘

— Théoréme 25 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soit n € N. On suppose que f est de classe €™*! sur 'intervalle 1.
Pour tout (a,b) € I?, on a :

10 =3 D 0-ap+ [ e,

—{ Corollaire 26 }

Soit r € R*. On suppose que f est de classe € sur | —r,r[.
La fonction f est développable en série entiere sur | —r,r[ si et seulement si :

f w=t)" t) FO()dt = 0.

lim

n—>+00

Ve e]-rr[,

C. FORMULAIRE (A CONNAITRE)

1 +00 +00 1 1
Voe]-1,1[, =S an Voe]-1,1[, (1+x)a:1+zo‘(o‘ Jolazn+l)
l-x n=0 n=1 n!
_ ( 1)n+1 " 2n+1
Vee]-1,1[, In(1+2z) = Z Vae]-1,1[, arctan(z) = Z ‘o +1
+o00 1 ) +o00 Zn
VreR, e“"zggmx” VrelR, elx:,;)ﬁxn
Ve eR, ch(z) = io ! r?n Vr eR, sh(x) = +Z°:<> ;x%“
’ = (2n)! ’ = (2n+1)!
N ED D" on
Vr eR, cos(x) = 7;) @n)] x Vr eR, sin(x) = Z  n+ 1)‘

On notera que les coefficients sont les mémes que ceux des développements limités de ces fonctions
en 0.

On a prouvé que ces fonctions admettent un développement en série entiere, elles
™) (0
VneN, a, = / ( )

D’apres la formule de Taylor-Young, ces fonctions admettent aussi un développement l1m1te a tout
ordre au voisinage de 0 avec ces mémes coefficients.

Ezxplication :

sont de classe € sur un voisinage de 0 et les ceefficients sont donnés par :

On veillera cependant a ne pas confondre un développement en série entiere (valable sur tout l'inter-
valle | —r,r[ - global) et un développement limité en 0 (valable au voisinage de 0 - local).
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D. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE FONCTIONS DE LA VARIABLE COMPLEXE

— Proposition 27

1 +00
Pour tout z € C tel que |z| < 1, on a == Y 2"

— Théoréme 28 |

Pour tout ze C,onae*= ) —.

IV. APPLICATIONS

A. APPLICATION EN PROBABILITES : FONCTION GENERATRICE

c¢f Cours VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

—{ Définition 29 }

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N.
On appelle fonction génératrice de X et on note Gx la fonction définie par :

Gx(t) = 3 P(X =)™,

B. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Ezemple 11 : On considére I'équation différentielle (E) (1 + 22)y"(x) + 4xy'(x) + 2y(x) = 0 sur R.
On souhaite déterminer les solutions de (E) développables en série entiére.

Soit Z a,x™ une série entiere de rayon de convergence R strictement positif.
On note S sa somme.

1. Montrer que S est solution de (E) sur | — R, R[ si et seulement si la suite (ay,)ney vérifie une
relation de récurrence a déterminer.

2. On suppose que S est solution de (F) sur | - R, R[.
Pour tout n € N, déterminer a,, en fonction de aq et a;.

3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere obtenue ?

4. En déduire 'ensemble des fonctions développables en série entiere solutions de (£).
On exprimera les solutions trouvées a l’aide de fonctions usuelles.

5. On admet que 'ensemble des solutions de (E) sur R est un espace vectoriel de dimension 2.
Déterminer 1’ensemble des solutions de (E) sur R.
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C. APPLICATION AU DENOMBREMENT

Exemple 12 : Nombre de dérangements

Soit n € N*.

On appelle dérangement de l’ensemble [[1,n] toute permutation sans point fixe de 1’ensemble [1,n].
On pose dy =1 et pour tout n € N*, on note d,, le nombre de dérangements de 1’ensemble [1,n].

d
1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z —T'L:c" est supérieur ou égal a 1.
n!

2. Montrer que pour tout n € N, on a n! = Z (Z)dn_k.
k=0

e ™o : s n (~1)k

3. Calculer e Z — " pour tout x €]-1, 1[ puis en déduire que pour tout n € N, d,, = n! Z T

n=0 1 k=0 v
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