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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 3 - Sujet 2

PROBLEME 1 - AUTOUR DES MATRICES DE TOEPLITZ (extrait Centrale PSI 2018)

I. GENERALITES ET QUELQUES EXEMPLES
I.A. GENERALITES

Q1. Pour tout k € [-(n-1),n - 1], notons Dy, la matrice de Toeplitz T (t_,41,...,tn-1) OU g = 1 et
pour tout i € [-(n—-1),n-1] ~ {k}, t; = 0.
On a:

n-1
Toepn(K) = {M € %H(K) | EI(t—n+17 s 7t07 cee atn—l) € K2n—1’ M = Z tka}

k=—n+1

= Vect(D_n+1, RN Dn—l)-

On en déduit que | Toep,,(K) est un sous-espace vectoriel de .4, (C)|et (D_,41,--.,Dpo1) en est une

famille génératrice.

n-1
De plus, cette famille est libre car §’il existe (t_,41,...,%0,..-,tn-1) € K271 tel que Z teDi =0,
k=—n+1
alors on a T(t_p41,...,t0,. - tn1) = 0, donc en regardant la premiére colonne et la premiére ligne

de la matrice, on en déduit que pour tout k€ [-(n-1),n—-1], t;, = 0.
On en déduit que | (D_pq1, ..., D,-1) est une base de Toep,, (K) |.

Ainsi, dim(Toep,,(K)) = Card(D_p41,...,Dp-1) =n—-1-(-n+1)+1 donc |dim(Toep,,(K)) = 2n - 1.

Q2. On suppose que A et B sont deux matrices qui commutent.
d

Soit P et @ deux polynémes de C[X]. Notons P =) X" ou deN et (ap,...,ay) € CHL
k=0

Montrons par récurrence que pour tout k € N, A¥B - BAF.
C’est vrai pour k = 0 car A°B = I,B = B = BI, = BA? et si k € N vérifie A*B = BA* alors
AF1B = A(A*B) = A(BAF) = (AB)AF = (BA)AF = BA*1,

On a alors :
P(A)B = (Zd: CYkAk) B-= Zd:a’k(AkB) = Zd:Oék(BAk) =B (Zd: CYkAk) = BP(A)
k=0 k=0 k=0 k=0

On a ainsi prouvé que si A et B commutent alors tout polynéme en A commute avec B.
Appliquons ce résultat avec B et P(A) (qui commutent) : tout polynéme en B commute avec P(A)
donc Q(B) et P(A) commutent.

‘Si A et B commutent alors tout polynéme en A commute avec tout polynéme en B.‘

I.B. CAS DE LA DIMENSION 2

Q3. Comme il s’agit d’'une matrice 2 x 2, on a directement :

xa=X2-tr(A)X +det(A) = X2 -2aX +a®-be.

Q4. Le polynoéme x4 est un polynome de degré 2 qui a pour discriminant A = 4a? — 4(a? - bc) = 4be.
* Si be # 0 alors x4 admet deux racines complexes distinctes donc x4 est scindé sur C[X] & racines
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simples, donc la matrice A est diagonalisable.

* Si be =0 alors x4 admet une racine double qui vaut a.

On sait alors que A est diagonalisable si et seulement si dim(E,) = 2 c’est-a-dire si et seulement si
Ker(A - aly) = #51(C) c’est-a-dire si et seulement si A = als.

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si b=c = 0.

On en conclut que :

’1& matrice A est diagonalisable si et seulement si b et ¢ sont tous les deux non nuls ou tous les deux nuls.

Q5. On sait que le polyndéme caractéristique est de degré 2 et il est scindé sur C.
* Si xp admet deux valeurs propres « et  distinctes alors la matrice M est diagonalisable et donc

N . a 0
semblable & la matrice ( 0 ﬁ)

x Considérons maintenant le cas ot x5, admet une valeur propre double a.

Notons ¢y 'endomorphisme de My 1 (C) canoniquement associé a M.

On considére un vecteur propre X de M associé a la valeur propre o. En complétant la famille libre
(X) (puisque X # 097) en une base de M5 ;(C), on obtient une base de Ms;(C) dans laquelle la

matrice de ), s’écrit Z . On trouve deux fois « sur la diagonale car M et cette matrice sont

«
0
semblables puisqu’elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases et elles ont donc le
méme polyndme caractéristique.

0 «

Toute matrice de .#5(C) est semblable & une matrice de type (((); g) ou (a 7) ou (a, 8,7) € C3, a % 3.

Q6. Par la question précédente et par transitivité de la relation de similitude, il suffit de prouver

) avec a # 3 et toute matrice du type (Oé Zé) est semblable & une

. 0
que toute matrice de type (g 3 0

matrice de Taeplitz.

Zé) car il s’agit d’une matrice de Teeplitz : T'(0,a, 7).

C’est évident pour la matrice (g

g g), oll « # 3, est semblable une matrice de Teeplitz (CCL 2), (a,b,c) e C3.
Analyse : Si ces deux matrices sont semblables alors elles sont la méme trace donc 2a = o + 5 donc
2
+ +
a= &2—5. Elles sont aussi le méme déterminant donc a? — be = a8 donc be = (#) -af.

) a+f3 (a+ﬂ)2_a6
Synthese : Considérons la matrice de Toeplitz T =T (17 a ; 6, (a ; 5) - aﬁ) = 2 2a i3 .
1

2

Montrons que (

Onayr=X2-tr(T)X +det(T) = X?-(a+ )X +af = (X -a)(X - 5).
Comme « # 3, le polyndéme x7 est scindé a racines simples donc 7" est diagonalisable et donc semblable

a la matrice (COX g) puisque Sp(7T') = {«a, 5}.

On a donc prouvé que :

‘Toute matrice de .#5(C) est semblable & une matrice de Tceplitz.

I.C. UN AUTRE CAS PARTICULIER : LES MATRICES TRIDIAGONALES

Q7. Comme X est un vecteur propre de A,(a,b,c) associé a la valeur propre A, on a l’égalité
matricielle A, (a,b,c)X = X.

Ecrivons cette égalité de deux matrices colonnes coefficient par coefficient.

- Pour le ceefficient de la premiére ligne : on a axy +bxs = Az donc bxs + (a— A1)y +cxo = 0 en posant
To = 0.



- Pour les coefficients de la ligne numéro k+1 pour k allant de 1 an—2: on a cxp+ary1 +br,y0 = Mgy
donc bxgio + (@ — N) g + cxy = 0.

- Pour le coefficient de la derniére ligne : on a cz,,_1 + ax,, = A\x,, donc bx,,1 + (a - A)x, +cx,1 =0 en
posant x,,1 = 0.

On a donc ainsi obtenu pour tout k € [0,n — 1], bxyio + (a = N)xgs1 + cxy = 0.

On peut alors étendre la famille finie (xg,...,7,:1) en une suite (xp)gey vérifiant la relation de

récurrence souhaitée, en posant pour tout k € N avec k > n, oy = Z((/\ - a)Tys1 — cxy) (on a bien

b # 0 puisque bc # 0).

En posant xg = x,41 =0, (21,...,x,) sont les termes d'une suite (xy)gey vérifiant pour tout k e N :
bxpio + (@ — N)Tgy1 + cxp = 0.

Q8. La relation (7.1) est I’équation caractéristique de la suite (z)gen récurrente linéaire d’ordre 2
(onab=0).

On sait alors d’aprés le cours que :

- ‘si elle posséde deux racines complexes distinctes r1 et ry ‘ alors il existe deux constantes complexes

A et B telles que |pour tout k € N, x), = Ar¥ + Brk |

- ‘si elle posséde une unique racine double rq | alors il existe deux constantes complexes A et B telles

que |pour tout k € N, 2, = (Ak + B)rk|.

Q9. Raisonnons par I'absurde en supposant que 1’équation (/.1) admet une unique solution r.
Comme ¢ # 0, on remarque que 0 n’est pas solution de (7.1) donc r¢ # 0.

Par la question précédente, on sait qu’il existe alors deux constantes complexes A et B telles que
pour tout k € N, x), = (Ak + B)r§.

Comme o = 0, on obtient B =0 et comme z,,1 = 0, on obtient (n+ 1)Ari* =0 d’ou A = 0 puisque
To F 0.

Ainsi, pour tout k£ € N, z;, = 0 donc en particulier, X = 0,1, ce qui est absurde car il s’agit d'un
vecteur propre.

Ainsi :

L’équation (I.1) posséde deux solutions distinctes r et rs.

Q10. Comme vu a la question précédente, 0 n’est pas une racine de (/.1) donc ’ r1 et r9 sont non nuls |

Par la question 8, il existe deux constantes complexes A et B telles que pour tout k € N, 2, = Ar¥+Brb.
Comme x4 =0, on a B =—-A et comme z,,; =0, on a A(rf*t —r2+1) = (.
Or, A ne peut pas étre nul car sinon, ()gen serait la suite nulle et on aurait X = 0,1, ce qui n’est
pas possible en tant que vecteur propre.

r n+1
On en déduit que r7* =77+t d’ou (—1) =1.

T2
Ainsi :

B . N
— appartient a U,,,4.
T2

Q11. On utilise les relations ceefficients/racines que 1’'on peut retrouver comme suit. On a :
bX?+(a-NX+c=b(X —r)(X —1r3) =bX%~b(r; +15)X + bryrs.

Par unicité des ccefficients dans la base canonique, on obtient (puisque b # 0) :

A—a

b

c
7"17”2:5et 1 +Tre =

r r A
Comme — appartient a U, 1, il existe £ € [0,n] tel que — = e2ir/(n+1)
) T2

. A . . .
Remarquons que ¢ # 0 car sinon, on aurait — =1 donc ry = ry, impossible par la question 9.
)



On a alors :

)\:a+b(r1+r2):a+br2(ﬂ+1)

T
= a+bry (€2z‘z7r/(n+1) " 1) —a+ br2€i£7r/(n+1) (ez‘ew/(nu) " efiﬂw/(rwl))

EW)
1

=a+2
1) a pcos(n+

, 14
= a + 2broctt™/(n1) cog ( T
n+

en posant p = bryeitm/(n+1)
4 c
On a de plus p? = p?rie2tr/(n+1) = b%“%ﬁ =b%riry = b25 = be.
)
Ainsi :

¢
il existe £ € [1,n + 1] et p € C vérifiant p? = be tels que A =a + 2pcos( j
n

Q12. Avec les notations précédentes, on a pour tout k€ N :

k
xp = A(r —r8) = Ark ((ﬁ) - 1) = Aré(emm/(””) +1)
)

— ATéeiZkﬂ/(n+1) (eiﬂkﬂ/(n+1) _ e—iﬁkw/(’rﬁl)) — Q,L'Aréceiﬁlmr/(n+1) sin( 7
n

bkm )

itm/(n+1) _ P

k
= ZiAp— sin ( thm 2

car roe
bk n+1 )

Ainsi (en renommant la constante A en «/), on a montré que :

. _pF (kT
il existe v € C tel que pour tout k € [0,n + 1], 2, = 22ab—k sin| —— -
n

Q13. Il s’agit de faire la synthése. Soit p une racine complexe de be.

. r
Soit £ € [1,n]. On pose A, = a+2,0(3os(nJr 1).

On veut montrer que )\, est une valeur propre de A, (a,b, c).

1 Pk Ckm
Pour cela, on pose X =| @ | ou pour tout k € [1,n], xp = 2i— Sin( " )
n

bk 1
T
P . b ) ) U b
Ona X #0, car 1 = 2i=sin #0 (p # 0 puisque be # 0 et sin #0 car €]0, w[).
’ b n+1 n+1 n+1

Montrons qu’on a A, (a,b,c)X =\ X.
Avec xg = x,,1 = 0, cela est équivalent a prouver que :

pour tout k € [0,n - 1], bxgio + (@ — Np)xps1 + cxy = 0.

Soit k€ [0,n—1]. On a :

o2 Uk + 2 I ot l(k+ D7 poF . lkr
bxk+2+(a—>\g)xk+1+cxk:b21'zk+2sm(%)—2pcos(n+l)22p sm( (n+1) )+c22£—ksm(n+1)

:%p_k (%Sin(M)_Qpcos( {r )Bsin(M)+csin(€kw ))

bk n+1 n+1/)b n+1 n+1

o P é(k+2)7r)_ (€7r ) (e(k;+1)7r) . (elmr))
—2zcbk (sm(—n+1 2 cos —n+1 sin i1 + sin ]

+b -b
Par la formule de trigonométrie sin(a)+sin(b) = 2sin (a 5 ) oS (QT), I'expression entre parenthéses

car p? = bc.

est nulle. D’ou le résultat.



l
Ainsi, pour tout £ € [1,n], Ay=a+2p cos( Wl) est une valeur propre de A, (a,b,c).

n+

T
On a ainsi déterminé n valeurs propres distinctes (car p # 0 et pour tout ¢ € [1,n], €0, x[, la
n

+1
fonction cosinus est injective sur ]0,7[) et A,(a,b,c) est une matrice de taille n x n.

On en déduit que :

14
A, (a, b, c) est diagonalisable et ses valeurs propres sont les complexes a + 2p cos( f
n

1) pour £ € [1,n].

II. M ATRICES CIRCULANTES

Q14. Notons f I’endomorphisme de C" canoniquement associé a M,,.
Si on note (ey,...,e,) la base canonique de C*, on a donc :

f(e1) = e, et pour tout k € [2,n], f(ex) = ex_1.
En appliquant f, on a donc :
f2(e1) = f(en) = en_1, f*(e2) = f(e1) = e, et pour tout k € [3,n], f*(er) = f(er-1) = exs.

Comme la matrice M? est la matrice de f? dans la base canonique, on en déduit que :

001 0 - 0

1 0 - - 0

En réitérant le processus, on se rend compte que « les diagonales remontent » jusqu’a obtenir
I'identité.

00 1 0 0 0 0 1
: . 1 0
2 _ -1 _ 0 : —
Mn_ 0 1! 7Mr? -1 7M77LL_I7’L
1 :
0 1 0 0 0o - 0 1 0

On a donc M,, x M1 = I,, donc ‘Mn est inversible‘ et M1 =Mnr1.
En posant P=X"-1,on a P(M,)=M"-1,=0, donc :

‘P = X" -1 est un polynéme annulateur de M,,. ‘

Q15. Les racines complexes de P sont les racines n-émes de 'unité c’est-a-dire les complexes wk
pour k € [0,n —1].

On en déduit que le polynéme P est scindé sur C a racines simples donc la matrice‘ M, est diagonalisable.
On sait de plus que Sp(M,,) c U, = {wk, k€ [0,n—1]}.

On peut facilement calculer le polynéme caractéristique de la matrice M,,. En effet, en développant le
déterminant de la matrice X I,, — M,, par rapport & la premiére colonne, on obtient des déterminants
de matrices triangulaires qui valent donc le produit de leurs n—1 coefficients diagonaux, ce qui donne
I’égalité suivante :

XM = X x anl + (_1)n+1 x 1 x (_1)n—1 = X"_1.

On en déduit que | Sp(M,,) =U,, = {wk, k € [0,n — 1]} | et tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.

I1 suffit donc de trouver un vecteur non nul de chaque sous-espace propre pour en obtenir une base.
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Soit k € [0,n —1]. Posons | X, = | w2

MT(ln.—l)k

On a X # 0, et on constate que (M, —wkI, )Xy =0, car w? = 1.

Ainsi, (X}) est une base du sous-espace propre associé a la valeur propre wk.

Comme M, est diagonalisable, ses sous-espaces propres sont supplémentaires dans .#,,(C). En
concaténant les bases des sous-espaces propres obtenues, on en déduit que :

A = (Xo,..., X, 1) est une base de vecteurs propres de M,,.

Q16. Par définition, les colonnes de ®,, sont Xg,...,X,,.

Ainsi, @, est la matrice de passage de la base canonique de ., 1(C) ala base % donc| ®,, est inversible.

De plus, par les formules de changement de base, &' M, ®, est la matrice de ’endomorphisme de
M, 1(C) canoniquement associé a la matrice M, dans la base .

Comme A est une base de vecteurs propres de M,, cette matrice est diagonale et on a plus
précisément :

1 0 0
0 w, :
O IM, P, = ow? :
. 0
0 0 wrt
Q17. Comme A est une matrice circulante, il existe (tg,...,t,-1) € C*! tel que :

n-1
A=T(t1,ta, ... tpo1,to,trs o tyor) = toln + 6 My + b M2 + .o+ by M7 = Y 8 MF
k=0

d’apres les calculs des puissances de M, effectués a la question 14. Ainsi :

n-1
en posant P =Y t, X" ona PeC[X) et A=P(M).
k=0

Q18. Soit P e C[X].
Effectuons la division euclidienne de P par X" — 1. 1l existe deux polynémes @ et R de C[X] tels
que P=(X"-1)Q + R et deg(R) < n.
On a donc P(M,,) = (M - 1,)Q(M,) + R(M,) = R(M,) car M" -1, =0,.
n-1
Or, il existe (tg,...,t,-1) € C* tel que R = Z t,. X" et on a donc comme constaté précédemment :
k=0

n—1
R(Mn) = Z tkMrlf = T(tl,tz, ‘e ,tn_l,to,tl, cee ,tn_l)
k=0

donc R(M,,) est une matrice circulante.
Ainsi :

si P e C[X] alors P(M,,) est une matrice circulante.

Q19. Notons %, I'ensemble des matrices circulantes.
C’est par définition un sous-ensemble de Teep,,(C).
Par ce qui précéde, on a également :

@, = {P(M,), PeC[X]}.



En prenant pour P le polynéme nul, on montre que 0,, € %,.
Si A et B sont deux éléments de %, alors il existe (P, Q) € (C[X])? tel que A = P(M,,) et B =Q(M,).
Soit Ae C. On a alors AMA+ B = (AP +Q)(M,) avec AP +Q € C[X ] donc AA + B €%,

On a ainsi prouvé que :

%, est un sous-espace vectoriel de Tcep,,(C).

De plus, AB = P(M,)Q(M,) = (PQ)(M,) avec PQ € C[X] donc AB € %,.
On en déduit que :

‘%ﬂn est stable par produit. ‘

On a enfin :
AT = (P(M,))" = P(My)
par linéarité de la transposition et parce que pour tout k € N, (MF)T = (M,T)*.
Or, MT = M' donc AT = P(M»1).
En posant R = P(X™1), on a donc Re C[X] et AT = R(M,,) donc par la question 18, AT € %,,.
Ainsi :

’an est stable par transposition. ‘

Q20. Soit A une matrice circulante. Par la question 17, il existe P € C[X] tel que A = P(M,,).

En reprenant les notations précédentes, on a pour tout k € [0,n — 1], M, X = wkX; donc (par le
cours) P(M,) Xy = P(wF) Xy et Xi #0,1.

On en déduit que :

la famille (Xo,..., X,,_1) est aussi une base de vecteurs propres de A.

Ainsi :

A est diagonalisable et ses valeurs propres sont les P(wF) pour k € [0,n - 1].

PROBLEME 2 - MODELE SIR POUR LA PROPAGATION D’EPIDEMIE ET SERIES DE DIRICHLET
(extrait Mines PSI 2025)

PARTIE [. LINEARISATION DE (F)

Q1. » w +u+1=3(1+u) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants

définie sur R, donc |le probléme de Cauchy (C;) admet une unique solution |.

»u' +u+1 = 3(1+u) est équivalent & u' + Ju = -1 dont une solution particuliére est la
fonction constante égale a —1 et les solutions de 1’équation homogéne associée sont les fonctions
z - Ae 27 ott A décrit R puisque x — %x est une primitive de x — %

On en déduit, en notant u 'unique solution du probléme de Cauchy, qu’il existe A € R tel que
Vo eR,, u(z) = Ae"2% — 1. Mais u(0) = 0 donc A—1 =0 donc

VeeR,, u(z)=e2"-1|,

» La décroissance de u sur R, est évidente, u(0) =0 et limwu = —1 donc on a le tableau suivant :
+ 00

u'(z) —

1




Q2.

» Soit 7 € R. La fonction constante égale & ~y est solution de (E;) ssi 0+ +1 = 3(1+~) ssi
vy=-1:

I'unique solution constante de (Ey) est —1.

» La question précédente montre que 'on a bien

lim u(z) = 7.

T—>+00

PARTIE II. SERIES DE DIRICHLET

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

1 k
Soit k € N. On sait par hypothése que a,, = O (Q—n) et A\, =0(n) donc Xea, =0 (Z_")

nk 1 nk /2n nk+2
De plus, on =0 (ﬁ) puisque — In? = o e —> () par croissances comparées.
1 1 nk
Comme Z — converge, et pour tout n € N*, 20 et on 2 > 0, on en déduit par comparaisons,
nx1 TL
que la série Y, A\ka,, converge (méme absolument).

Ainsi :

‘pour tout k € N, by est bien défini.

» Soit n € N. Soit x € R,. Alors |f,(z)] = |an|e?»=.
Comme A, > 0, la fonction |f,| est décroissante sur R, donc elle admet un maximum atteint
en 0 d’ou :

[ fulloo . = [£n(0)] = lan].

On sait que Y a, converge absolument (question précédente avec k = 0) donc ¥ | fnler,
converge i.e. Y f,, converge normalement sur R, donc a fortiori,

‘Z fn converge uniformément sur R,.

» Toutes les fonctions f,, pour n € N sont clairement continues sur R, et la convergence de la
série de fonctions est uniforme sur R, donc par le théoréme de continuité des sommes de séries
de fonctions, on en déduit que :

‘ f est continue sur R,.

» Pour tout n e N, £,(0) = a, donc f(0) = Z an, = ag + Z a, donc | f(0) = ag + by.

»Sin > 1 alors A\, > \g = 0 puisque (\,) est strlctement croissante, donc f,(x) — 0 lorsque
T — +00.

Pour n =0, A\g =0 donc fy: 2~ ag donc fo(x) = ag lorsque x — +oo.

Enfin, puisque Y. f,, converge uniformément sur R, (et +oo est une borne de R, ), le théoréme

de la double limite donne f(x) — ag + +§ 0 lorsque = — +o0 i.e.

n=1

f(x) — ao.

T—>+00

Appliquons le théoréme de classe C* des sommes de séries de fonctions.
» Pour tout n € N, la fonction f, est de classe C* sur R, et on a pour tout j € [1,k] et pour

tout z e R, £ (z) = (1), fo(2).

» La série )50 fn converge uniformément et donc simplement sur R, .
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Q7.

> Soit j € [1,k]. Pour tout n € N et pour tout = € R,, on a | ()] = | f.(z)| avec X, > 0
d’ont Hf,(Lj)H(X,,R+ = M|l fulloo ks = Mi|an|. Par la question Q3, on en déduit que la série 3 F9 st
normalement convergente.

En particulier, pour tout j € [1,k-1], ¥ j;if ) converge simplement sur R, et ), fr(lk) converge
uniformément sur R,.

On en déduit que :

f est de classe C* sur R, et Vo e Ry, f®)(2) = (-1)F Y a, e,
n=0

En particulier, | f(*)(0) = (-1)*by,.

Supposons f nulle. Il a été vu que f(x) — ag donc ag =0.
Tr—>+00

+o00
Il reste donc pour tout z >0, f(z) = ¥ a,e ** =0. En multipliant par e** il vient
n=1

+o00 +o00
Vo >0, Z apePMAnT = g 4 Z apeMAnT =
n=1 n=2

La suite (A, —A1)ns1 vérifie les mémes hypothéses que la suite (A, )50 (nulle en n = 1, strictement
+00
croissante, tend vers +oo, dominée par n) donc a; + ¥, a,e(*1=*)* - q; lorsque x — +oo donc

n=2
a1 = 0. On démontre ainsi par récurrence forte que tous les a,, sont nuls.

Si f(z) =0 pour tout = € R, alors a, = 0 pour tout n € N.

PARTIE III. RELATIONS SUR LES COEFFICIENTS DE LA SERIE DE DIRICHLET

Q8.

Q9.

Q1o0.

Nous avons vu que y(0) = ag + by. Or y(0) = 0 donc by = —ay.

Par ailleurs, on sait que y(x) — ag mais par hypothése, y(x) — c¢. Ainsi :
T—>+00

Tr—>+00

‘aozcet boz—c.‘

D’aprés (E), y' = -y -1+ 3e¥. Mais y(0) = 0 donc ¢'(0) = —1. De plus, on a vu que y'(0) = —b;
donc :

b1:

1
5

La fonction g = e¥ est de classe C*> sur R, par composition de exp et y et ¢’ =¢'g.
Soit k € N*. On dérive k — 1 fois cette relation en utilisant la formule de Leibniz, on obtient :

k-1 k-1 ] )
g®) = Z( i )y(Hl)gklz‘

=0

On évalue en 0, on utilise y(*+1)(0) = (=1)**1b;,1 et on note pour tout n €N, d,, = (-1)"¢g™(0) :

(—1)kdk _ kz_:l (k ; 1)(_1)i+1bz‘+1(_1)k_1_idk—1—z‘~

=0
Les puissances de —1 se simplifient et en changeant d’indice, on obtient :

ko(k-1
do =1et VEk 2, dk = Z( 1)dk_zbz
i=1 \L

puisque do = g(0) =% = 1.



1
Q11. D’aprés (E),onay' +y+1=1ev = 59

Soit k € N*. On dérive k fois cette relation et on évalue en 0 (attention, 1%) =0 car k > 1), on
obtient :

1 1
yFD(0) +y™(0) = §g(k)(0) donc (=1)*1byq + (=1)Fby, = 5(—1)%

donc

1
bre1 = by, = =5 .

PARTIE IV. APPROXIMATION DE LA SOLUTION vy

Q12. On sait déja que la suite (yy) converge uniformément vers y sur R, puisque l'on a montré
que toute série de Dirichlet converge uniformément sur R*. On demande ici une estimation
qualitative de cette convergence.

» Soit N € N. Soit z e R,.

N +00 +00 +00 +00
lyn () —y(x)| = Z a,e M — Z ape | = Z ane 7| < Z |an|e " < Z |a,|
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1 n=N+1

ou l'utilisation de 'inégalité triangulaire est légitime puisque la derniére série converge, comme
on 'a déja vu. Puis, on a :

+00 +00 M +00 1 1 1 M
2 anl< 30 o= M ), m=Mogr—T =05
n=N+1 n=N+1 n=N+1 2

ce qui donne bien finalement

M

lyn = yloor, < oN |

M
Puisque o 0 quand N — +o0, |yn — y[lcor, = 0 donc on retrouve bien :

la convergence uniforme de (yy) vers y sur R,.

» On peut obtenir une meilleure estimation de la vitesse de convergence sur un intervalle gardant

0 & distance puisque 0 maximise e=*»#. On prend donc a > 0 et | J = [a,+oo[ | Alors, par les

mémes calculs,

Too +00 M
HyN - y”oo,J < Z |an|e"\"“ < Z 2_n€—)\N+1a
n=N+1 n=N+1

en exploitant la croissance de (\,). Et comme précédemment,

M
lyn = Y]l oo,y < 2—N6‘AN““

ce qui est meilleur que QMN puisque Ay;1 >0 et a>0.
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Q13.

Q14.

Au vu de I'expression de A et B, on a VA= B avec V une matrice de Vandermonde :

1 1 1
Ve A1 Ay ... Aw
AV AN

La suite (\,) est strictement croissante donc ses valeurs sont deux & deux distinctes donc on
sait que V est inversible. Ainsi :

lle systeme VA = B admet une unique solution. ‘

PARTIE V. MODELE DE PROPAGATION D’EPIDEMIE SIR

Q15.

Q16.

Q17.

On a S’ = =15 donc par le théoréme de résolution des équations différentielles linéaires homogénes
d’ordre 1, pour tout = > 0, S(z) = Spe™Jo 1Mt avec Sy =0 donc S est la fonction nulle.

Il reste alors I’ = -1 et R' = 1.

I'=-1 et I(0) = Iy donc pour tout x >0, I(x) = Iye ™.

Puis R'(x) = Ipe™® donc il existe L € R tel que pour tout x >0, R(z) = -Ipe™® + L.

Comme de plus, R(0) = Ry, on obtient pour tout = >0, R(x) = Ry + Ip(1 - e™).

Alinsi :

VeeR,, S(z)=0, I(z)=1Ie®, R(z)=Ro+H(1-e7).

Comme vu précédemment, pour tout = > 0, S(z) = Spe™Jo 1Mt
Comme Sy > 0,

S est strictement positive sur R, (et a fortiori ne s’annule jamais).

La formulation de la question semble montrer que l'auteur du sujet avait en téte une autre
preuve, plus compliquée, qui doit étre celle-ci :

Raisonnons par I'absurde. Si la fonction S s’annule alors comme il existe K € R tel que pour
tout x € R,, S(x) = Ke F®) en notant F une primitive de I sur R,, on a K = 0 et donc S
est identiquement nulle. Par suite, les fonctions I et R sont les mémes que dans la question
précédente. Ainsi, le triplet (5,1, R) est le méme qu’a la question précédente alors que les
conditions initiales ne sont pas les mémes (la valeur de Sy est différente), ce qui contredit ce
qui est dit dans le Théoréme 1.

On en déduit que S ne s’annule pas sur R, et comme S est continue sur R,, par le théoréme
des valeurs intermédiaires, elle ne prend que des valeurs strictement positives puisque Sy > 0.

Sl
De I'équation S’ = -15, on tire [ = —— (S ne s’annule pas d’aprés la question précédente).

En réinjectant dans I’équation I’ = IS — I, on obtient :

A A
(_—)—_§S+§——S+§.

Ainsi :

(—g) =-5"+ g
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Q18.

Q19.

On a h(0) =0 et il reste a prouver que &' + h+ 1 = 2e” i.e. % +In(25)+1=25.

r\/ /
Mais d’aprés ce qui précede, (——) =-5"+ —. Pour x > 0, on intégre ceci de 0 & x :

S S

T Sy (T v S'(t) S'(x) S'(0) _ S(x)
fo (‘5) (t)dt——[o S0yt [ gt dome ~ S ——S(x)+S(0)+ln(S(0)).

Comme S(0) =Sy = § et S’(0) = -1(0)S(0) = - donc

S'(z) 1
“5(0) —5——S(x)+—+ln(

ce qui donne bien % +In(25)+1=25.

Ainsi :

h est solution du probléme de Cauchy (C).

D’aprés ce qui précéde, h =y par unicité de la solution de (C) donc S = jev.
s 1 1 1
Ainsi, [Sy - S| = [5e¥~ — ze¥| = 5levy —ev|.
Pour estimer la différence de deux exponentielles, on utilise I'inégalité des accroissements finis
(légitime car exp est C! sur R) : si a < b alors

Vo,yela,b], |e"—e¥|< sup |exp’(t)||lz - y| < €’z - y).
te[a,b]

On doit donc maintenant localiser les fonctions yy et y. Comme précédemment, si x > 0 alors

+o00 + 00 M
< Z la,| < Z on = 2M et de méme |yy(z)| <2M.
n=0

n=0

+00

ly(z)| = Z ape "
n=0

On peut donc appliquer I'inégalité des accroissements finis sur Uintervalle [-2M,2M | ce qui
donne |e¥~ (@) — ev(@)| < e2M|yn () — y(z)].

Or, on a aussi établi que |[yn = yllwr, < 25

Ainsi :

Me2M

SN = S0k, € SN

Puisque le majorant tend vers 0 lorsque N tend vers +oco, on a bien montré par encadrement
que :

la suite (Sy) converge uniformément vers S sur R,.
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