MP2I du lycée Victor Hugo de Besancon,
Année scolaire 2025/2026.

Corrigé du DL n° 2.

Exercice 1 Montrons tout d’abord que si z, 2’ € E sont tels que s(z) = s(z’), alors f(z) = f(2'). En effet,

i(f(x)) = g(s(x)) = g(s(z')) = i(f ().

Comme 17 est injective, on a bien z = 2.

Soit maintenant y € F. Il existe alors = € E tel que y = s(z) puisque s est surjective. On pose alors

cette définition ne dépendant pas du choix de 'antécédent x de y par s d’apres le paragraphe précédent. Par
construction de h, si x € E, on a

h(s(x)) = f(x) donc hos=f.

Enfin, si y € F, montrons que ¢g(y) = i(h(y)). Soit x € F tel que y = s(x). Alors

Exercice 2 1.Onag (W) =g (@) = g(F) C E =0, donc , donc H # 0.

2. Soit | B = U A|. Montrons que B est le plus grand élément de H.
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— Par définition, si A € H, alors A C B, donc B est bien le plus grand élément de H.
3. (a) Soit yo = f(xp). Montrons que ¢ (f(B’)) C B'. Or, B'= BN {xg}, et

g (FBY) = g (FBUTeD) =9 (FB)UTue}) = g (FB) n wo}) < 9 (F(B))ng (Two}) < 9 (F(B))

Mais g (W) C Bcar B€ H. Mais 7y € g (W), donc g (f(B)) C {xo}, donc

g (FB)) c g (f(B) c Bn{u} =B|.




(b) — Comme B C B’ et que B est le plus grand élément de H, B’ € H est une contradiction : il
n’existe pas de tel g, donc | B C g (f(B))

— On a bien sur g ( f (B)) C B car B € H : I'égalité demandée est prouvée.

4. (a) Par hypothese, f est injective, et par définition, tout élément de f(B) admet un antécédent par f
dans B.
(b) On vient de prouver que la restriction de g & f(B) est surjective sur B. Comme g est injective,

la fonction ¢ : f(B) — B définie par ¢(y) = g(y) est une bijection | .
(¢) On en déduit que la fonction h : E — F définie par

h(m):{f(x) six € B,

o !(x) sinon

est une bijection.



