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(‘Exercice 1:

Soit ’équation différentielle d’inconnue y suivante :

(B): ¢y (@) +y@) =2—-=2

a) Résoudre (Ep):y”’ +y=0
b) Cherchez une solution particuliére (E) de la forme y, = ax + b, ot a et b sont réels que vous préciserez et en déduire
I’ensemble des solutions de (E).

2. Soit maintenant une fonction f, définie sur R et dérivable vérifiant :

1. a)
b)
2. a)
b)

(R): Vo R, f'(2) + f(—x) =z + 1

a) Montrez que f est dérivable deux fois, avec, Vo € R, f//(:c) =1+ f/(—:c).
b) En déduire que f est une solution de (E), et déterminez ’ensemble des fonctions f vérifiant (R).

(Fp) a pour équation caractéristique > + 1 = 0, donc deux racines complexes qui sont i
et —1.

On en déduit que | (Ep) < 3A, B € R/Va € R,y(x) = Acos(x) + Bsin(z) |

On cherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = ax + b. Ainsi y;) =aetona
yg =0.
Cet y, est solution de (E) si et seulement si az +b =2 — x.

1l suffit de prendre a = —1 et b = 2, c’est a dire

Ainsi
()= 3A,BeR,y:xz+— Acos(x)+ Bsin(z) +2 — =z

De R, on déduit que Vz € R, f'(x) = —f(—2) + = + 1.
Par composition et somme de fonctions dérivables, f’ est dérivable (donc f est dérivable

deux fois) et
fla)==(=f(-2) + 1= f(-2)+1

(notez le "—" qui provient de la composition)
Comme f'(z) = —f(—z) +z+1,ona f'(—z) = —f(z) —z + 1.
De f"(z) = f'(—x) + 1, il vient donc f"(z) = —f(x) —x + 1+ 1, c’est a dire

fla)+ f@)=2-a

Ainsi, f est une solution de (E).
Donc il existe A, B € R tels que f(z) = Acos(z) + Bsin(z) +2 — x

ATTENTION : CE N’EST PAS FINI! & cette étape, on n’a pas encore répondu
au probléme! On sait que f est solution de (E), mais ¢a ne veut pas dire que toute les
solutions de (F) vérifient la relation R. Vous étes trés nombreux & vous étes arrétés....

Le probléme est que pour obtenir I’équation (E), on a dérivé R : le sens réciproque de-
manderait d’'intégrer, ce qui ne donne pas forcément R a cause des constantes impliquées!

Bref, il revenir & R : on veut f'(z) + f(—z) =z + 1.

On sait que f est de la forme des solutions de (F), donc on va remplacer :

On trouve f/(x) = —Asin(z) + Beos(z) — 1 et f(—x) = Acos(z) — Bsin(z) + 2 + z.

Et ainsi f'(z) + f(—x) = cos(z)(A+ B) —sin(z)(A+ B) + 1+ qui doit étre égale & 1+ .
Soit au final : (A + B)(cos(x) + sin(z)) = 0, pour tout x € R.

Ainsi, en prenant en particulier x = 0, on doit avoir A + B = 0, donc nécessairement
A=-B.



ET C’EST TOUJOURS PAS FINI!!!! : on a trouvé une condition pour que ca

marche, mais ¢a veut pas dire que n’importe quels A et B tels que A = —B fonctionne.
A = —B n’est qu'une condition nécessaire a cette étape.
De plus, si A = —B, la propriété est effectivement valable pour tout = (il suffit de le

vérifier), et on a obtenu toutes les solutions :

’EIA ER; f: 2z A(cos(x) —sin(z)) + 2 —x‘

ATTENTION : CE N’EST PAS.... euh, si, la c’est bon. Mais en réalité cette derniére
étape est facultative, car tout peut s’écrire sous forme d’équivalence a partir de la premiére
remarque "ATTENTION", en particulier en utilisant une unicité d’écriture des fonctions
polynomiales en sin et cos dont on parlera plus tard dans ’année.

(‘Exercice 2:

n
On considére Cy, = Z cos(kz) et Sy, = Z sin(kx)
k=0 k=0
1. On suppose qu’il existe un entier m € Z tel que x = 2mm.
Calculez C,, et S,,.
2. On suppose maintenant que x ne s’écrit pas sous forme x = 2mm.

a) Pour tout 6 € R, on pose Zy = (1 — cw).
i 0 [
Montrez que Zy = e'2 (—21’, sin (5)>
b) Montrez que C,, + iS, est un quotient de deux nombres complexes de la forme de Zy pour deux expressions de 6 que vous

préciserez.
o (ntl
sin (72 (L')

sin (%)

n n
3. En déduire, toujours dans le cas ol « ne s’écrit pas 2mm avec m € Z, que Cp, + iSp, = <cos (590) + i sin <§1>> X

et en déduire C) et Sy,

1. Si x = 2mm, alors z est un multiple de 27, et donc quel que soit £ € N, on a cos(kz) = 1 et
n
sin(kz) = 0. Ainsi, C), = Zl =n+1letS,=0.
k=0
2. a) Avec la technique de l'angle moitié, il vient : Zy = (1 — ) = eig(e_ig - eig) =
» 6
e's (—2isin 5) via les formules d’Euler.

b)

NE

Cp+1iSy, =) cos(kx)+1i Z sin(kzx)
k=0

b
Il
o

I
NE

(cos(kx) + isin(kx))

k=0
n n
— E :eik:;r — § :(ez;r)k
k=0 k=0
On reconnait une série géométrique de raison e'*, et e'* # 1 car on a supposé x non
_ (eix)nJrl
multiple de 27, d’ou C,, + 15, = T i
—e

Finalement

. Z(nJrl)z
Cn + 1S, = TI

3. On peut appliquer la formule obtenue en 2a) avec = (n + 1) pour le numerateur, et § = x
pour le dénominateur)

einTﬂx(—Zi sin(%Hz)) n, —2isin(H )

C ZS = n = 67’% -
n o e'2%(—2isin %) —2isin §
n R O Sin(nTHZU)
= J— — X ——= 7
(COS(QJI) + 7 sin( 2.@)) ~:
Reste & comparer partie réelle et imaginaire et on a
n _sin(%H ) n sin(%Hr)
Cp = cos(=x)——2"Z et S, = sin(=x) ——2—
" 3% sin £ " (3% sin 2




