Corrigé du DS 4

Probléme

Ql. vn € N;S,11 — S, = f(n+1) > 0 et d’aprés la relation de Chasles :
Jnt1 — JIp = f:“ f(t)dt > 0 par positivité de Pintégrale. Donc :

‘ les suites (Sy)nen et (Jn)nen sont croissantes. ‘

Soit k € N*, on sait que f est décroissante sur R, donc pour tout t € [k —1; k|, f(k) <
f(t) < f(k—1), donc par croissance de I'intégrale (avec les bornes k — 1 < k) :

k k k
f(k)dt < f(t)dt < f(k—1)dt

k—1 k—1 k—1

Donc :

Wk e N*, f(k) < [y f(0)dt < f(k = 1),

Q2. Soit n € N*, d’apres Q1 et par somme d’inégalités,

n n k n
NIOEDS ( £ dt) <D fk—1)
k

k=1 k=1 \Vk-1 =1

or, d’apres la relation de Chasles :

n k n
Z( klf(t)dt) :/0 f)dt =S,

k=1

donc par décalage d’indice dans la derniére somme :

| VneN*, 8, — f(0) < Ju < Sp |

Q3. « Supposons f intégrable sur R*, donc fox ft)dt - f0+°° f(®)dt,
T—+00
donc (J,)nen est bornée, soit M un majorant de (J,)nen
donc, d’apres la question Q2,Vn € N;S,, < f(0)+J,, < f(0)+ M, donc (Sp,)nen est
majorée, or elle est croissante (Q1), donc d’apres le théoréme de la limite monotone,
(Sn)nen converge, c’est a dire Y f(n) converge.
o Réciproquement, supposons (S, )nen convergente. Donc (S, )nen est bornée, soit M
un majorant de (Sp)nen-
Donc, Vn € N*, [ f(t)dt < S, — 1< M
or f est positive sur RT, donc :

T lz|+1
v € R+,/ () dt </ £t dt < M
0 0

or f est positive, donc : f € L(RY).
Donc :

f est intégrable sur RT si et seulement si la série Y f(n) converge. ‘

o d’apres la question Q1, Vn € N* :
o< ([ 0at) = s < la =1 - 100
n—1

donc la série > [(fil f@) dt) - f(n)} est & termes positifs. De plus, VN € N* :

n

N
> (fln=1) = f(n)) = f(0) = F(N) < £(0)
n=1

donc la série > (f(n — 1) — f(n)) est majorée et & termes positifs, donc convergente,
donc par comparaison de séries & termes positifs :

la série nz>:1 Kf:_l f(t) dt) - f(n)} converge.

Remarque : on peut commencer par démontrer le (2) et en déduire I'équivalence car d’aprés (2)
(Sn — Jn)nen converge.

Q4. a) la fonction f est strictement positive sur [2;+oo[ et dérivable sur [2;+oo[
d’apres les théoremes d’opérations sur les fonctions dérivables et Vo > 2 :

— ((Inz)* + a(lnz)*1)

; <0
(z(Inz)*)

f'@) =

donc :

’ f est décroissante sur [2;+o0]. ‘

Soit @ € [2; +00[, par changement de variable de classe C! : u = Inx,

T T 1 Inz 1
f(t dt:/ ——In'(z dx:/ — du.
/2 Q > (Inz)> (=) In2 U<
sia#1,

[ rwar= <<lnx1>a—1 - <1n21>a—1>

sia=1,

Donc :

/x f@)dt =In(Inz) — In(In 2).
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Donc, si a =1, f; flt)de —+> +00, done f n’est pas intégrable sur [2;4o00].
r—r+00
Siael0;1],

[ e = 1 () 2 ) o v,

r—r+00

donc f n’est pas intégrable sur [2; +oo].
Sia>1,

@ 1 1 1 1
/2 f(t)dt = I—a <(lnx)a1 - (hlg)al) z—+o00 (a—1)(In2)e—1’

or f est positive, donc f € L1([2;+oc]).
De plus f est une fonction continue, positive et décroissante sur [2; +oo[, donc d’aprés
la question Q3,

la série > m converge si et seulement si o > 1.

b) D’apres Q2, Vn > 3 :

Sn < f(2)+ Jn

< -
2(In 2)? + In2

et
Sn > Jn+1

et les suites (Sy)nen et (J,)nen convergent, donc par passage a la limite des inégalités
larges :

L 1 1
2 < 22 n(lnn)? < 2(In2)2 + 2

n=

Q5. a) Soit f :t — % donc f est continue, positive et décroissante sur [1;-+o0],
donc d’apreés la question Q3 (on décale l'intervalle de définition de f), la série

Do [(fn,l nf(t) dt) - f(n)} converge. Or, ¥n > 1 :

3 ([ ) - w)

k=2

nq |
JEE
k=2

Donc la suite (1 — T}, )nen converge, donc

‘ la suite (T}, )nen converge. ‘

b) On sait que lim, 1, T,, = 7, donc : T, =7 +o(1),
n—-+oo

n
. 1 —
donc : g::l r—Inn il +o(1)

donc :
n 1 B
kz::1 Koo Inn+~+ o(1).
Or Inn ——— 400, donc y+0(1) = o(lnn), donc :
n—-4o0o n—+4o0o
1
L
kgl k n——+o0o nn

Q6. a) Soit n € N* g,(n) = %, donc ||9n||oo,1R*+ > |gn(n)| = Zin; or Z% est
divergente (série harmonique), donc par comparaison de séries & termes positifs,
> Hgn||oo7]R,K+ diverge, donc :

‘ la série > g, ne converge pas normalement sur ]0; +oo. ‘

b) f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R* (z # 0),
donc f € CH(R™) et
—2tx

T3 o3 S
(2 + 22)2

donc f est décroissante sur RT, de plus f est positive et continue sur RT donc, d’aprés
Q1 : Vk € N*|

Vte RT, f'(t) =

k
flk) < f)dt < f(k—1)

k—1

donc (au rang k+ 1) :
k+1
fern < [ fod<
k

donc :
k

k+1
/k fde< < [ fde

k—1
et par somme d’inégalités pour k de 1 a n et d’apres la relation de Chasles :
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vne N, [T () dt < S (k) < [ f)dt.

¢) On remarque que : f(k) = Qk( ) et

us

Donc ) gn(z) = > f(n) est une série a termes positifs et majorée par 7, donc elle
converge. De plus

" n T
/o f@)dt = Arctan(;) 3
° et n+1 1 s 1
/1 f(t) dt = Arctan( ) — Arctan(;) — 3 Arctan(;).
Donc, par passage a la limite des inégalités larges,
+00
7 — Arctan(1) < nzlgn(x) < 3.

d) La fonction Arctan est continue en 0, donc Arctan(2) P 0, donc d’apres le

théoreme des gendarmes,

400
limg 400 Y, gn(z) = %

n=1

Supposons par labsurde : > g,, converge uniformément sur ]0; +oo[.
Or:Vn € N, g,(2) = ;275 P 0 donc, d’apres le théoreme de la double limite :
n—-+0oo

“+oo “+o0
zlygx><gg;gn(x)> ::gég <xgglogn ) zz:o‘i 0

donc : § =0, d’out la contradiction.

Donc :

‘ la série > g, ne converge pas uniformément sur ]0; +oo]. ‘

Q7. a) Soit n € N*

n+1 n+3 n+1
/ = / sin(27t) dt — / sin(27t) d¢
n n n+%

— cos(27t) nt3 cos(2mt) "t
= |— |
27 n 27 il

2

2
s

donc :

Ve N*, ["Th ) dt = 2

b) Soit = € [1;400[, on pose n = |z], donc x > n et par positivité de I'intégrale :

/jf(t)dt " dt+/ £(t)

f () dt

1 k+1
( / f(t)dt>
k
2

TH\H\

(]

1T
_

2
2
2

B
I

1
n—1)
77

[\~
—

=

Donec :

Va € [1; 400, [; [sin(2nt) dt| > 2(|z] — 1).

Or :

3o

(lz] — 1) ——— 400, donc par comparaison,
r——+0o0

x
/ [sin(27t] dt ——— +o0.
1 T—>+00

Donc :

‘ f n’est pas intégrable sur [1;+oo]. ‘

Et, Vn € N*, f(n) = |sin(27n)| = 0, donc

‘ > f(n) est convergente (de somme nulle). ‘

Cette fonction fournit donc un contre exemple a Q3 sans |'hypothése de monotonie avec I'intégrale
divergente et la série convergente.

Q8. L’aire du triangle est % = a,, donc
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si a, = #, alors l'aire du triangle est n—lz

Dessiner 'allure de la courbe.

Pour que les triangles soient disjoints, on ne considere les triangles qu’a partir de
n=2.

La fonction f est affine apar morceaux, donc continue par morceaux sur [1;+oo| et
positive sur [1;40o0l.

On effectue les calculs dans [0; +o0] :

—+oo

+o0 1
/1 f(ﬁ)dtzz:ﬁ < 400

n=2

car Y 2 est une série de Riemann convergente (2 > 1). Donc f € L?([1;+oc]). Or
Vn > 2, f(n) = 1, donc la série Y f(n) diverge grossiérement.

Cette fonction f fournit un contre exemple avec & la comparaison série
intégrale (sans ’hypothése de monotonie) avec f intégrable et la série
divergente.
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