
Corrigé du DS 4

Problème
Q1. ∀n ∈ N, Sn+1 − Sn = f(n + 1) ⩾ 0 et d’après la relation de Chasles :
Jn+1 − Jn =

∫ n+1
n

f(t) dt ⩾ 0 par positivité de l’intégrale. Donc :

les suites (Sn)n∈N et (Jn)n∈N sont croissantes.

Soit k ∈ N∗, on sait que f est décroissante sur R, donc pour tout t ∈ [k − 1 ; k], f(k) ⩽
f(t) ⩽ f(k − 1), donc par croissance de l’intégrale (avec les bornes k − 1 ⩽ k) :∫ k

k−1
f(k) dt ⩽

∫ k

k−1
f(t) dt ⩽

∫ k

k−1
f(k − 1) dt

Donc :

∀k ∈ N∗, f(k) ⩽
∫ k

k−1 f(t) dt ⩽ f(k − 1).

Q2. Soit n ∈ N∗, d’après Q1 et par somme d’inégalités,
n∑

k=1
f(k) ⩽

n∑
k=1

(∫ k

k−1
f(t) dt

)
⩽

n∑
k=1

f(k − 1)

or, d’après la relation de Chasles :
n∑

k=1

(∫ k

k−1
f(t) dt

)
=
∫ n

0
f(t) dt = Sn

donc par décalage d’indice dans la dernière somme :

∀n ∈ N∗, Sn − f(0) ⩽ Jn ⩽ Sn−1.

Q3. • Supposons f intégrable sur R+, donc
∫ x

0 f(t) dt −−−−−→
x→+∞

∫ +∞
0 f(t) dt,

donc (Jn)n∈N est bornée, soit M un majorant de (Jn)n∈N
donc, d’après la question Q2, ∀n ∈ N, Sn ⩽ f(0)+Jn ⩽ f(0)+M , donc (Sn)n∈N est
majorée, or elle est croissante (Q1), donc d’après le théorème de la limite monotone,
(Sn)n∈N converge, c’est à dire

∑
f(n) converge.

• Réciproquement, supposons (Sn)n∈N convergente. Donc (Sn)n∈N est bornée, soit M
un majorant de (Sn)n∈N.
Donc, ∀n ∈ N∗,

∫ n

0 f(t) dt ⩽ Sn − 1 ⩽ M
or f est positive sur R+, donc :

∀x ∈ R+,

∫ x

0
f(t) dt ⩽

∫ ⌊x⌋+1

0
f(t) dt ⩽ M

or f est positive, donc : f ∈ L1(R+).
Donc :

f est intégrable sur R+ si et seulement si la série
∑

f(n) converge.

• d’après la question Q1, ∀n ∈ N∗ :

0 ⩽

(∫ n

n−1
f(t) dt

)
− f(n) ⩽ f(n − 1) − f(n)

donc la série
∑[(∫ n

n−1 f(t) dt
)

− f(n)
]

est à termes positifs. De plus, ∀N ∈ N∗ :

N∑
n=1

(f(n − 1) − f(n)) = f(0) − f(N) ⩽ f(0)

donc la série
∑

(f(n − 1) − f(n)) est majorée et à termes positifs, donc convergente,
donc par comparaison de séries à termes positifs :

la série
∑

n⩾1

[(∫ n

n−1 f(t) dt
)

− f(n)
]

converge.

Remarque : on peut commencer par démontrer le (2) et en déduire l’équivalence car d’après (2)
(Sn − Jn)n∈N converge.

Q4. a) la fonction f est strictement positive sur [2 ; +∞[ et dérivable sur [2 ; +∞[
d’après les théorèmes d’opérations sur les fonctions dérivables et ∀x ⩾ 2 :

f ′(t) =
−
(
(ln x)α + α(ln x)α−1)

(x(ln x)α)2 < 0

donc :
f est décroissante sur [2 ; +∞[.

Soit x ∈ [2 ; +∞[, par changement de variable de classe C1 : u = ln x,∫ x

2
f(t) dt =

∫ x

2

1
(ln x)α

ln′(x) dx =
∫ ln x

ln 2

1
uα

du.

Donc :
si α ̸= 1,∫ x

2
f(t) dt = 1

1 − α

(
1

(ln x)α−1 − 1
(ln 2)α−1

)
si α = 1,∫ x

2
f(t) dt = ln(ln x) − ln(ln 2).
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Donc, si α = 1,
∫ x

2 f(t) dt −−−−−→
x→+∞

+∞, donc f n’est pas intégrable sur [2 ; +∞[.
Si α ∈ ]0 ; 1[, ∫ x

2
f(t) dt = 1

1 − α

(
(ln x)1−α − (ln 2)1−α

)
−−−−−→
x→+∞

+∞,

donc f n’est pas intégrable sur [2 ; +∞[.
Si α > 1,∫ x

2
f(t) dt = 1

1 − α

(
1

(ln x)α−1 − 1
(ln 2)α−1

)
−−−−−→
x→+∞

1
(α − 1)(ln 2)α−1 ,

or f est positive, donc f ∈ L1([2 ; +∞[).
De plus f est une fonction continue, positive et décroissante sur [2 ; +∞[, donc d’après
la question Q3,

la série
∑ 1

n(ln n)α converge si et seulement si α > 1.

b) D’après Q2, ∀n ⩾ 3 :

Sn ⩽ f(2) + Jn

⩽ f(2) +
∫ +∞

2
f(t) dt

⩽
1

2(ln 2)2 + 1
ln 2

et
Sn ⩾ Jn+1

et les suites (Sn)n∈N et (Jn)n∈N convergent, donc par passage à la limite des inégalités
larges :

1
ln 2 ⩽

+∞∑
n=2

1
n(ln n)2 ⩽ 1

2(ln 2)2 + 1
ln 2 .

Q5. a) Soit f : t 7→ 1
t , donc f est continue, positive et décroissante sur [1 ; +∞[,

donc d’après la question Q3 (on décale l’intervalle de définition de f), la série∑
n⩾2

[(∫
n−1 nf(t) dt

)
− f(n)

]
converge. Or, ∀n ⩾ 1 :

n∑
k=2

[(∫
k−1

kf(t) dt

)
− f(k)

]

=
∫ n

1

1
t

dt −
n∑

k=2

1
k

= ln n −
n∑

k=2

1
k

= 1 − Tn.

Donc la suite (1 − Tn)n∈N converge, donc

la suite (Tn)n∈N converge.

b) On sait que limn→+∞ Tn = γ, donc : Tn =
n→+∞

γ + o(1),

donc :
n∑

k=1

1
k − ln n =

n→+∞
γ + o(1)

donc :
n∑

k=1

1
k =

n→+∞
ln n + γ + o(1).

Or ln n −−−−−→
n→+∞

+∞, donc γ + o(1) =
n→+∞

o(ln n), donc :

n∑
k=1

1
k ∼

n→+∞
ln n.

Q6. a) Soit n ∈ N∗, gn(n) = 1
2n , donc ∥gn∥∞,R∗

+
⩾ |gn(n)| = 1

2n ; or
∑ 1

n est
divergente (série harmonique), donc par comparaison de séries à termes positifs,∑

∥gn∥∞,R∗
+

diverge, donc :

la série
∑

gn ne converge pas normalement sur ]0 ; +∞[.

b) f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R+ (x ̸= 0),
donc f ∈ C1(R+) et

∀t ∈ R+, f ′(t) = −2tx

(t2 + x2)2 ⩽ 0

donc f est décroissante sur R+, de plus f est positive et continue sur R+ donc, d’après
Q1 : ∀k ∈ N∗,

f(k) ⩽
∫ k

k−1
f(t) dt ⩽ f(k − 1)

donc (au rang k + 1) :

f(k + 1) ⩽
∫ k+1

k

f(t) dt ⩽ f(k)

donc : ∫ k+1

k

f(t) dt ⩽ f(k) ⩽
∫ k

k−1
f(t) dt

et par somme d’inégalités pour k de 1 à n et d’après la relation de Chasles :
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∀n ∈ N∗,
∫ n+1

1 f(t) dt ⩽
n∑

k=1
f(k) ⩽

∫ n

0 f(t) dt.

c) On remarque que : f(k) = gk(x) et∫ n

0
f(t) dt =

∫ n

0

x

t2 + x2 dt

=
[
Arctan( t

x
)
]n

0

= Arctan(n

x
) ⩽ π

2 .

Donc
∑

gn(x) =
∑

f(n) est une série à termes positifs et majorée par π
2 , donc elle

converge. De plus ∫ n

0
f(t) dt = Arctan(n

x
) −−−−−→

n→+∞

π

2 .

et ∫ n+1

1
f(t) dt = Arctan(n + 1

x
) − Arctan( 1

x
) −−−−−→

n→+∞

π

2 − Arctan( 1
x

).

Donc, par passage à la limite des inégalités larges,

π
2 − Arctan( 1

x ) ⩽
+∞∑
n=1

gn(x) ⩽ π
2 .

d) La fonction Arctan est continue en 0, donc Arctan( 1
x ) −−−−−→

x→+∞
0, donc d’après le

théorème des gendarmes,

limx→+∞
+∞∑
n=1

gn(x) = π
2 .

Supposons par l’absurde :
∑

gn converge uniformément sur ]0 ; +∞[.
Or : ∀n ∈ N∗, gn(x) = x

n2+x2 −−−−−→
n→+∞

0 donc, d’après le théorème de la double limite :

lim
x→+∞

(+∞∑
n=1

gn(x)
)

=
+∞∑
n=1

(
lim

x→+∞
gn(x)

)
=

+∞∑
n=1

0 = 0

donc : π
2 = 0, d’où la contradiction.

Donc :
la série

∑
gn ne converge pas uniformément sur ]0 ; +∞[.

Q7. a) Soit n ∈ N∗∫ n+1

n

=
∫ n+ 1

2

n

sin(2πt) dt −
∫ n+1

n+ 1
2

sin(2πt) dt

=
[

− cos(2πt)
2π

]n+ 1
2

n

+
[

cos(2πt)
2π

]n+1

n+ 1
2

= 2
π

donc :

∀n ∈ N∗,
∫ n+1

n
f(t) dt = 2

π .

b) Soit x ∈ [1 ; +∞[, on pose n = ⌊x⌋, donc x ⩾ n et par positivité de l’intégrale :∫ x

1
f(t) dt =

∫ n

1
f(t) dt +

∫ x

n

f(t) dt

⩾
∫ n

1
f(t) dt

⩾
n−1∑
k=1

(∫ k+1

k

f(t) dt

)

⩾
n−1∑
k=1

2
π

⩾
2(n − 1)

π

Donc :

∀x ∈ [1 ; +∞[,
∫ x

1 |sin(2πt) dt| ⩾ 2
π (⌊x⌋ − 1).

Or : 2
π (⌊x⌋ − 1) −−−−−→

x→+∞
+∞, donc par comparaison,

∫ x

1
|sin(2πt| dt −−−−−→

x→+∞
+∞.

Donc :

f n’est pas intégrable sur [1 ; +∞[.

Et, ∀n ∈ N∗, f(n) = |sin(2πn)| = 0, donc∑
f(n) est convergente (de somme nulle).

Cette fonction fournit donc un contre exemple à Q3 sans l’hypothèse de monotonie avec l’intégrale
divergente et la série convergente.

Q8. L’aire du triangle est 2an×1
2 = an, donc
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si an = 1
n2 , alors l’aire du triangle est 1

n2 .

Dessiner l’allure de la courbe.
Pour que les triangles soient disjoints, on ne considère les triangles qu’à partir de
n = 2.
La fonction f est affine apar morceaux, donc continue par morceaux sur [1 ; +∞[ et
positive sur [1 ; +∞[.
On effectue les calculs dans [0 ; +∞] :∫ +∞

1
f(t) dt =

+∞∑
n=2

1
n2 < +∞

car
∑ 1

n2 est une série de Riemann convergente (2 > 1). Donc f ∈ L2([1 ; +∞[). Or
∀n ⩾ 2, f(n) = 1, donc la série

∑
f(n) diverge grossièrement.

Cette fonction f fournit un contre exemple avec à la comparaison série
intégrale (sans l’hypothèse de monotonie) avec f intégrable et la série

divergente.
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