LycEE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2025-2026

DEVOIR MAISON 7 (SERIES ENTIERES)

Corrigé

Source : Centrale PC 2023

Q1. La série entiére Z 2™ est la série géométrique. D’aprés le cours :
n20

+00 1
R(Zx") =1 et pour tout z €] - 1,1, ) z" = ——.
x

n=0 1-

Q2. Par le cours, on a :

1
Notons S :x+—» ——.

Par dérivation terme & terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

1

Vree]-1,1] an ! S'(x)zm.

On en déduit que :

T
Vae]- Zn:c —O+an —xan -l o m

Ainsi :

+00
R(Z m:”) =1 et pour tout = €] -1, 1], Zna:” S

n20

Q3. Soit ke N. On a :

n n! n!
R "l=R —a" | = R —2"] = R kenl = R nl=1.
(Zo(k)x) (gkk!(n—k)!x)<*> (T;C(n—kﬂx)w (Zow)w (Z)x)

1 e
(*) — est une constante multiplicative non nulle.

(x* ) k i =n(n-1)...(n-k+1) ~ n* car produit de k termes équivalents a n.

(* *) La multiplication du ceefficient par n (ici k fois) ne change pas le rayon de convergence.

1
On note toujours S: x T

Par k dérivations terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

22 nl - (k) k!
VZEE]—l,l[, ;ml’ =5 (IE)ZW,

cette derniére égalité se prouvant par récurrence (initialisation vérifiée pour k = 0 et pour I’hérédité,

= (1-z)™% "1 apour dérivée x —» (1) x (=k-1)x (1-z)*2 = kel

on notera que r m

-
(1 _ Z’)k+1



sur |- 1,1]).
On en déduit que pour tout z €] —1,1] :

= (n) ., teo n! xk 2 oop TR k! xk
nz%(k)x _O+n§k!(n—k)' k'z (n— k:)' TR (1 g)k

Ainsi :

R Z(n)x” =1 et pour tout z €] - 1,1] io(n)xnzx—k
n0 k ’ 7n=0 k (1_x)k+1

Q4. Soit k€ N. On a déja vu que :

R(zonkx) R(zox) 1

On en déduit que la somme de cette série entiére est définie (au moins) sur | -1, 1[.

La fonction fy est définie sur | -1, 1[.

Q5. On a deg(Hyp) =0 et pour tout j € N*, deg(H;) = j (produit de j polynomes de degré 1).

Ainsi, pour tout j €N, deg(H;) =J.

La famille (Hy, ..., Hy) est donc une famille constituée de k+1 polynomes de Ry[ X ], espace vectoriel
de dimension k + 1, et cette famille est libre car ces polynémes sont non nuls et de degrés deux a
deux distincts.

Alinsi :

(Ho, ..., Hy) est une base de R,[X].

Comme X* e Ry[X], on peut écrire X* de fagon unique a 'aide de ses coordonnées dans cette base.

Il existe une unique famille (ayy, ..., k) dans R¥*! telle que X* = Z ap i H
=0

k
Q6. Soit k € N. En évaluant la relation précédente en 0, on obtient 0% = Z ai ;H;(0) = ago car pour

3=0
tout j > 1, H;(0) =0.
On en déduit que :
apo =1 et pour tout k € N*, a0 = 0.
Pour tout j € N, H; est de degré j et a pour ceefficient dominant — =
J:

k-1 1
On a X* = qy K Hy + Z ay jH;. Par identification du ccefficient de X* , on obtient 1 = oy, ol

7=0

————

degreé <k

Ainsi :

pour tout ke N, oy, = k! |.

Q7. Soit (4, k) € N2 tel que 1 <j<k.

En évaluant Iégalite X* = Za,“H en j, on obtient j* = Za;”H (7)-
=0 =0
Soit i € N. Calculons H;(j).

Pouri=0,ona H;(j)=1= (é)

Silg Z<jalOYSH(j)—1ﬁ(j 6)— :(‘7)




-1
Sii>j alors Hi(j) = H(] ¢) =0 car I'un des facteurs du produit est nul.
=0

On en déduit que :

Ainsi :

=1 /s
pour tout couple (j, k) € N2 tel que 1<j <k, ag; =j" - Z (j)a,“
i=0

Q8. Soit ke N.
n
Notons que par les calculs effectués a la question précédente, on a pour tout (j,n) € N2, H;(n) = ( )

Soit z €] -1,1[. On a :

fi(z) = gnkxk = ;Z::; (Zk: Oék,jHj(”)) "= io ,ko O‘kvj(n-)xn =2y > (n)xn

par linéarité car pour tout j € [0, k], la série Z ( )x converge d’aprés Q3.
n20
Par Q3, on obtient également :

fk(x) Zak] 1 ;)3+1 :]Z:(:) kﬂ£2§1 x:§13+1] - (1P_k§;§2+1

k
par mise sur méme dénominateur, en posant P, = Y ay, ;X7 (1 - X)*.
=0
Montrons 'unicité.
Si @ € R[X] vérifie pour tout x €] -1, 1], fp(x) = % alors pour tout z €] -1, 1[, Py(x) = Q(x).

Le polynéme P — () a donc une infinité de racines donc c’est le polynéme nul. D’otu @) = Py.
On a donc prouvé :

pour tout k € N il existe un unique polynome réel P, tel que, pour tout x €] - 1,1[, fu(x) =

(1-

k
et ce polynome vérifie la relation Py =Y ay, ;X7 (1 - X)*.
=0

Py(x)

9. Par dérivation terme & terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on a pour tout x €| —1,1]| :
g
+o0 +00 +00
fi(x) = Z nfnz" ! donc zf](x) = Z nktlgn = Z B = fr (o).
n=1 n=1 n=0

(1_l.)k+l’
f1(x) = Pl(x)(1-2)*1 + P(x)(k+1)(1-2)*  (1-2)Pl(x)+ (k+1)P(z)
k - (1 _ x)z(ml) B (1 _ x)k+2 )

Comme pour tout x €] - 1,1[, fr(x) = on obtient également en dérivant :

On a donc pour tout z €] - 1,1] :

r(1-z)P(x)+ (k+1):1:Pk(x)
fea(2) = (1-x)k2

Par unicité établie en Q8, on en déduit :

pour tout kK €N, Py = X(1-X)P/ + (k+1)XPF,.

3



+00 1

Q10. Pour tout x €] - 1,1[, fo(z) = Z " = T donc par I'unicité établie en Q8, Py = 1.
n=0 -

D’aprés la question précédente :

P =X(1-X)P+XPy=X

puis
Po=X(1-X)P+2XP=X(1-X)+2X?*=X?+X
puis
Ps=X(1-X)Pj+3XP,=X(1-X)2X +1)+3X(X?+X) =X +4X%+ X.

(P=X2+X et Py=X3+4X2+X.|

Q11. Montrons par récurrence que pour tout k£ € N, P est un polynéme unitaire de degré k.
Initialisation : Py =1 est bien un polynéme unitaire de degré 0.

Pour plus de commodité dans I'hérédité, vérifions aussi pour k =1 : P, = X est bien un polynéme
unitaire de degré 1.

Heérédité : Soit k € N*. On suppose que P, est un polynome unitaire de degré k.

Ona Pu=X(1-X)P +(k+1)XP,.

Comme k > 1, on sait que P/ est un polynome de degré £ -1 et de ceefficient dominant £.

Ainsi, X (1 - X)P] est un polynome de dégré k—1+2=Fk+1 et de ceefficient dominant —k.

Par ailleurs, (k + 1) X Py, est un polynome de degré k + 1 et de ccefficient dominant & + 1.

Par somme, comme —k+k+1=1+0, on en déduit que P,; est un polynéme unitaire de degré k + 1.
Ainsi :

‘pour tout k € N, le degré de P, est k son ceefficient dominant est 1.‘

Q12. Montrons par récurrence que pour tout k € N* et pour tout z €]0, 1[, 251 Py (1) = Py(z).
Initialisation : Pour k =1, comme P; = X, on a pour tout x €]0, 1], x2P1(%) =72 x % =z =P (z).
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que pour tout z €]0, 1[, 21 Py(1) = Py(x).

Par dérivation, on obtient pour tout x €]0, 1] :

(k+ D Py() 2 PUS) = PLGa).

Par évaluation de la relation obtenue a la question Q9 en %, on obtient pour tout x €]0,1] :

1
xk+2pk+1 (_)
X

1,1 1
(1= =)PU(=) + (k+ )" P(=)
T T T

_22(1- i)xk_lP,;(é) + (k+1)Py(x)

= 2(1= ) ((h+ Da*Pu(2) - Pl()) + (k + 1) Pi(a)
=(z-1)(k+ 1)3:’“1Pk(£) +a(l1-2)P(z)+ (k+1)Py(x)
=x(k+1)P.(z)+2(1-2)P(z)

= Pk+1(x)~
On en déduit que :

1
pour tout k € N* et pour tout x €]0, 1[, 21 P (—) = Py(x).
x

Q13. Soit k € N*.

k
On sait que Py est un polynome de degré k donc il existe (ao, ..., ax) € R*1 tels que Py = Z a; X7.

j=0
D’aprés la question précédente, pour tout x €]0, 1] :

k k k+1
Py(x) = 2**! Z ajx = Z ajack+1_j = Z Aps1_iT'
=0 =0 i=1

4



k+1
Comme le polynoéme P, — Z ap+1-;2" a une infinité de racines, il est nul.

i=1
k+1 )
On a donc P = Z ag+1-;27 et par unicité des coefficients, on obtient :
j=1

pour tout j € [0, k], les coefficients de degré j et k+1-j de P, sont égaux.

2
Q14. Pour tout n € N, ( "
n

)iO(carnéQn) et on a :

o) @n+2)! ni2  @2n+2)@2n+1) 4n? s
(2:) (n +1)12 (2n)' (n+1)2 N2 oo
Par la régle de d’Alembert pour les séries entiéres, on en déduit que :
1
R = Z
On sait que pour tout x €] —1,1[, on a :
o Ll 1y (-i-n+1
(1+u) =1+ LS R )u"
= n!

[, comme u=-4z€]-1,1[, on a:

1 2 —2(-2-1)...(-3-n+1)

-4z nZ n! )
+°°( 1)”1x3x -x(2n-1)
= n!

+°°2”1><2><3><---><(271—1)><2n

=1+,

n=1

=

Pour tout z €] - 1,

MH
D=

( 1)n22n n

n

n! 2x4dx---x2n

n=1

1 (2
Pour tout z €] - 1,31[, ———==>_ ( n):}:".

m LE”+1
Q15. On considére la série entiére Z ( ) :

so\n/n+1
Par le théoréeme de dérivation des séries entiéres, son rayon de convergence est le méme que celui de
. : 2n o 2n\ "+t 1
la série entiére Z ( )x” (obtenue par dérivation terme a terme) donc R (Z ( ) 1) =R-= 7 et
n n/n+
en notant f sa somme, on a pour tout z €] -1, ;[ :
X (2n 1
F@=% (- ==
T;) n 1-4x

Soit €] - 1, 1[. En intégrant entre 0 et z, on obtient :

610 - [ [y

2 0 2

5



Qn)x”” 1-V1-dx

Comme de plus f(0) =0, on en déduit que Z ( 17 2
n/n

Ainsi, en divisant par x, on obtient :

1—\/1—4x

n+1 2z

pour tout z €] - R, R[~\{0}, Z( )

2n
Q16. Par produit de Cauchy des séries entiéres Z( )x et Z( )

n+
pour rayon de convergence 1

1, on a pour tout z € R tel que |z| <min(},§) =1 :

4
1 2 k /2 n /2
23 ()= (S0 (EC))
i k+1 n-~k Z\n/n+1 )\ Z\n
On en déduit par les deux questions précédentes que pour tout x €] — R, R[~{0} :
= 1 (2k\(2n -2k 1 1
Pour tout x €] - R, R[~{0 ( )( ) = — -1].
I- {}r;);;)k 1\ k n-k 20 \\/1 -4z
Q17. D’aprés Q14, on a pour tout z €] - R, R[~{0} :
1 1 :if( ) n:if(%””))xm:i"l(%*?)xn_
2x \/1—4x 2z = 20 =\ n+1 —2\n+1
Par Q16, on en déduit que pour tout x €] - R, R[ (vrai aussi en z =0, les deux membres valent 1) :

fikil( )(QZ 2]{:) :§;(2n+2)xn

n=0 k=0 n=0 n+1

+

3

S e =)

n

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, on en déduit que :

our tout n € N zn: L(Qk)(Qn— Qk) ~ 1(2n+ 2)
g T k+1\E n-k ) 2\n+1)




