Devoir Maison n° 11.
Pour le 5 janvier.

Notations
R,,[X] désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal & n & ceefficients réels.
j—1
17
(Hj)jen désigne la famille de polynomes définie par Hy = 1 et, pour tout j € N*, H; = = (X —1).
4!

0
Pour (k,n) € N2, on note (Z) le ccefficient binomial k£ parmi n. On a <0> =1let <n> =0sik>n.

k

[a,b] désigne I'ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi, [a,b] ={n € Z | a < n < b}.

A. Une premiere formule

Q1.

Q2.

Q3.

Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle g "
n=0
En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle E nz".

n=0

n
Pour k£ € N, montrer que la série entiere E < k:> 2" admet 1 pour rayon de convergence et que,
n=0

n=0

pour tout = €] — 1, 1],

B. Utilisation d’une famille de polyndémes

“+oo

Pour tout k£ € N, on note f : x — anx”

Q4.
Q5.

Q6.
Q7.
Qs.

Q9.
Q10.
Q11.

Q12.
Q13.

n=0

Montrer que, pour tout k € N, f est définie sur | — 1, 1].
Soit k € N. Montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de Ri[X] et qu'il existe une unique famille

k
(k0; - - -, g k) dans RFF! telle que X* = ZamHj.
§=0
Pour k € N, donner les valeurs de oy, g et oy k.

-1 .
Pour tout couple (4, k) € N? tel que 1 < j < k, montrer que agj = Gk — g <]>(quZ
i

i=0

Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynéme réel Py tel que, pour tout x €] — 1, 1],
Py(z)
r) = ———— et que ce polyndéme vérifie la relation
fk( ) (1 _$)k+1 q poly
k
Pp=> a; X7 (1 - X)"7.
§=0

Montrer que, pour tout k € N, Py = X (1 — X)P, + (k+ 1) X P;.
Calculer explicitement P et Ps.

Déterminer, pour tout k € N, le degré de P ainsi que son ceefficient dominant.

1
Montrer que, pour tout k& € N* et pour tout  €]0, 1[, z*+1 P, ( ) = Py(z).
T

En déduire, pour tout k& € N* et pour tout j € [0, k], un lien entre les ccefficients de degré j et
k+1—jde Fg.



C. Une derniére formule

On s'inté o 4 1o séri . 2n\ , 1
n s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiere z" dont on note R le rayon de conver-
n

n=0
gence.
X /2n 1
14. Déterminer R et montrer que, pour tout x €| — R, R|, A
Q ave, p S () =

Q15. Montrer que, pour tout = €] — R, R[\{0},

§<2n> 2 _1-VT-dr

n n—l—lz 2x

n=0

Q16. En déduire que, pour tout = €] — R, R[\{0},

i’fz”: L (2k\ (2 -2k , 1 1
S k+1\k )\ n—k 20 \ V1 -4z '
Q17. Montrer que, pour tout n € N,

n

oL (2 (20=2K) _1(2n+2
k:0k+1 k n—k ) 2\n+1)



