Chapitre 8

Espaces probabilisés infinis
Complements

Il Espaces probabilisés (22, T, P)

1.2 Calcul des probabilités

e Sous-additivité de la probabilité
Soit (2, T, P) un espace probabilisé,

(A;)ie; une famille au plus dénombrable d’événements. Alors :

p (UAi) <> P@A).

iel iel
Démo. > = Cas d’un nombre fini d’événements
Montrons, par récurrences sur n € IN*, les propriétés :

n

n
%(n); uVAl’.,,,Ane{I: P(UAIJSZP(AI)H
i=1

* Initialisation. Pour n=1, prenons A; € 7. Alors :
1

i=1

1
P(ylAi) =P(A;) = P(A)

i=1
donc a fortiori, 5£(1) est vraie.

x Hérédité. Soit n € IN* tel que 5#(n) est vrai. Montrons s2(n+1).

Prenons des événements Aq,...,A,,A 41 €T. En posant B := U?:lAi :

n+1 n
P (UIAi) = P(U A; U An+1)
1= 1

=1

=P(BUAp1)
=P(B) +P(Ay41) —P(BNA,41)
<P(B)+P(Ayn41) >0

=P ( O Ai) + P(AnJrl)
i=1

< D P(A) +P(Ars)
i=1
n+1

=>"P(A).
i=1

L'hypotheése 5 (n+ 1) est démontrée.

(formule de Poincaré)

(grace a #(n))

La sous-additivité de la probabilité est démontrée pour les familles finies d'événe-
ments.

Extension aux familles dénombrables

Soit (A;);en+ une famille infinie dénombrable d'événements. La probabilité de leur
réunion dénombrable est donnée par :

0 o) ()20

Or, d’apres la premiére partie de cette preuve :

Yn=1: P(Lnin) <> TPy
=1 i=1

Cette derniere somme est une somme partielle de la série de termes positifs

[ee]
> P(4;). Dans [0, co], elle converge vers la somme de la série Y. P(4;) € [0, oo ].
i>1 i=1
En passant a la limite dans les inégalités larges de (k) :

n oo
lim P(UAi) <D TP@A) =] P@Ay).
nmee = i=1 ieIN*

La sous-additivité est démontrée dans le cas des famille infinies dénombrables
d’événements.
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