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Q1. La série entiere Z x™ est la série géométrique. D’apres le cours :
n=0

Zz

Zx” =1 et pour tout x €]

n>=0

Q2. Par le cours, on a :

Zm” =1

n=0

an” =R

n=0

Notons S : x — .
1—x

D’apres le théoréme de dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence,

S elC>®(]-1;1]) et

Vo €] —

an‘

On en déduit que :

Ve e] —1,1],

an —O+an —xan —%36)2.

n=1

Ainsi :

E nx"

n>=0

=1 et pour tout z €]

Q3. Soit k € N. On a :

n>0
|
n!
=R x"
kl(n —k)!
n>k
n! n 1 A
=R Z ( B! (E est une constante multiplicative non nulle)
n— !
n>k

n!
((n—k)! :n(n_l)m(n_k+1)naﬁo@”k

g nkz"

n=0
car produit de k termes équivalents a n)

=1.

autre solution : on peut montrer que le rayon de convergence est 1 a l’aide du critére

de d’Alembert.

1
On note toujours S : z —

1—z
Par k dérivations terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

el—1,1], S° gk _ 7
z €l [ ;(n—k)!x (@) = Gy
cette derniére égalité se prouvant par récurrence (initialisation vérifiée pour k =
1
et pour I’hérédité, on notera que = +— e = (1 —2)7%! a pour dérivée
e kE+1
CC'—>(—1) X (—k—l)x (1—1') k szsur]—l,l[).
On en déduit que pour tout = €] — 1,1 :
+oo n +o0 n
n — O n
> (W)= S
+oo
_ xik n! (En_k
k! — (n—k)!
xk k!
R (1— z)FHt
(1 — )kl

Ainsi :

R

n=0

n
(k>x” =1 et pour tout = €] — 1, 1],
n=0

Q4. Soit k € N. D’apres le cours :

E nkz"

n=0

> "

n=0
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On en déduit que la somme de cette série entiere est définie (au moins) sur | — 1, 1].

‘La fonction fy est définie sur | — 1, 1]. ‘

Q5. On a deg(Hp) = 0 et pour tout j € N*, deg(H;) = j (produit de j polynémes de
degré 1).

Ainsi, pour tout j € N, deg(H;) = j.

La famille (Hy, ..., Hy) est donc une famille constituée de k + 1 polynomes de Ry [X],
espace vectoriel de dimension k + 1, et cette famille est libre car ces polynémes sont
non nuls et de degrés deux a deux distincts.

Ainsi :

‘(Ho,...,Hk) est une base de Rk[XH

Comme X* € R;[X], on peut écrire X* de facon unique & ’aide de ses coordonnées
dans cette base.

Il existe une unique famille (ay g, . . ., @ x) dans R¥*1 telle que Xk

k
= o H
j=0

Sil<i<jalors H;(j) =

Si i > j alors H;(j) =

On en déduit que :

J . =1 ,.
= (]) =+ 3 (2o
=0 1=0

Ainsi :

pour tout couple (j, k) € N? tel que 1 < j < k, Qg = gk —

Q8. Soit k € N.
Notons que par les calculs effectués a la question précédente, on a pour tout (j,n) € N2,

- ()

Soit €] — 1,1[. On a :

Q6. Soit k€ N. En évaluant la relation précédente en 0, on obtient
—+o0
ZO”W = a0 car pour tout j > 1, H;(0) = 0. = Z nkak
n=0
On en dedu1t que : oo [ &
Y (et )
’a070 =1 et pour tout k € N*, o, o = 0. ‘ w0 \iZo
1 +oco k
Pour tout j € N, H; est de degré j et a pour coefficient dominant 5 = Z Z O j ( )
k1 J: n=0 j=0
On a XF = ok Hy + Zak,jHj. Par identification du ccefficient de X* , on obtient
= = Z & Z
N——— n=0
degré <k
1
1=k ik par linéarité car pour tout j € [0, k], la série Z < ):v converge d’apres Q3.
Ainsi : . ) n=0 J
‘pour tout k € N, ay = k! ‘ Par Q3, on obtient également :
c g . — ki P,

7. Soit (§,k) € N% tel que 1 < j < k. (1 :v) _ i ()
Q (4, k) q k\ﬂ\ L Zakj z)it1 ZO"H x)k+1 _(1_$)k+1
En évaluant Pégalité X* = ZO‘MHZ' en j, on obtient j* = Zak,iHi(j).

i=0 i=0 k . )
Soit ¢ € N. Calculons H;(5). par mise sur méme dénominateur, en posant P, = Z g X (1 — X))k,
. N j=0
Pour i =0,ona H;(j)=1= (0> Montrons 1'unicité.
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Si Q € R[X] vérifie pour tout = €] — 1,1[, fr(x) = (162(:;)26“

€] = 1,1, Pe(z) = Q(a).

Le polynéme P, — @ a donc une infinité de racines donc c’est le polynéme nul. D’ou

Q= Py.
On a donc prouvé :

alors pour tout

pour tout k£ € N, il existe un unique polynéme réel Py tel que, pour
P,
tout x €] — 1,1}, fr(z) = (1_163(;)2“ et ce polynéme vérifie la relation
E
Pp=Y oy ;X7 (1—X)k.
j=0

Q9. Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on a pour
tout z €] —1,1[ :

+oo +oo +oo
fr(z) = Z nFnz"~1 donc z f](z) = Z nktlgn = Z nF g = fo(2).
n=1 n=0

n=1

Py (z)

W, on obtient également en dérivant :
—x

Comme pour tout z €] —1,1[, fx(z) =

() = Be@) = o) 4 Pe(@)(k+ DA —2)* (1 —2)Pi(r) + (k+1)Pi(x)
R = (1 — 2)20+1) - (1 — a)F+?

On a donc pour tout z €] — 1,1] :

fear () = z(1— x)P,;((lsz)(klij Py ()

Par unicité établie en Q8, on en déduit :

| pour tout k € N, Pyy1 = X(1— X) P+ (k+1)X Py |

+oo
1
Q10. Pour tout z €] — 1, 1], fo(x) = E " = T donc par I'unicité établie en Q8,
—x
n=0

Py=1.
D’apres la question précédente :

PL=X(1-X)P,+XPy=X

puis
Po=X(1-X)P+2XP,=X(1-X)+2X?=X>+X

puis

Py=X(1-X)Py+3XP,=X(1-X)2X +1)+3X(X?+X)=X>+4X% + X.
2

|Py= X%+ X ot Py= X5 +4X2 + X.|
Q11. Montrons par récurrence que pour tout k € N, Py est un polynéme unitaire de
degré k.
Initialisation : Py = 1 est bien un polynéme unitaire de degré 0.
Pour plus de commodité dans I’hérédité, vérifions aussi pour K =1 : P, = X est bien
un polynoéme unitaire de degré 1.
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que Py, est un polyndéme unitaire de degré k.
Ona Py =X(1—-X)P, + (k+1)XP.
Comme k > 1, on sait que P}, est un polynéme de degré k—1 et de coefficient dominant
k.
Ainsi, X(1—X) P} est un polyndéme de degré k—1+2 = k+1 et de coefficient dominant
—k.
Par ailleurs, (k + 1)X Py, est un polyndéme de degré k + 1 et de ceefficient dominant
k+1.
Par somme, comme —k + k +1 = 1 # 0, on en déduit que Pyx41 est un polynéme
unitaire de degré k + 1.
Ainsi :

’pour tout k € N, le degré de Py est k son coefficient dominant est 1. ‘

Q12. Montrons par récurrence que pour tout k& € N* et pour tout =z €]0,1],
{Ek+lpk(%) = Pk((E)

Initialisation : Pour k = 1, comme P; = X, on a pour tout = €]0,1[, z2Py(2) =
2 x L =z =Pi(z).

Hérédité : Soit k € N*. On suppose que pour tout = €]0, 1], xk“Pk(%) = Py(x).

Par dérivation, on obtient pour tout = €]0,1] :

1 1
k 1 kp I k*lP/ -
(k -+ 1)a*Pi(T) — AP

) = Pi(x).

Par évaluation de la relation obtenue a la question Q9 en %, on obtient pour tout

x €]0,1] :
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On en déduit que :

1
pour tout k € N* et pour tout = €]0, 1], 281 Py (> = Py(z).
T

Q13. Soit k € N*.
On sait que Py est un polynome de degré k donc il existe (ag, . -

k
Pp=Y a;X’.
j=0

D’apres la question précédente, pour tout z €]0,1] :

k k k41
k41 —j E+1—j j
Py(x) = 2" E a;x ) = E ajzt I = g apa1—ix".
7=0 3=0 i=1

k41
Comme le polynéme Py, — E Gkp+1—;x" a une infinité de racines, il est nul.
i=1
k+1
On a donc P, = E ar+1—;27 et par unicité des coeflicients, on obtient :
=1

.,ai) € RF tels que

pour tout j € [0, k], les coefficients de degré j et k+ 1 — j de Py sont égaux.

2n

Q14. Pour tout n € N, (
n

>7é0(carn<2n)et0na:

CrIO @n+2)t w2 @2n+2)@2n+1)  4n?
2ny | T 2 = 2 ~—g =4 —— 4
) (n+1)12 (2n)! (n+1) n n—s+oo

Par la régle de d’Alembert pour les séries entiéres, on en déduit que :

R=-.
4

On sait que pour tout x €] — 1,1[, on a :

+oo
(1+u)*1/2:1+z_%<_%_1)” u”™.

n=1

Pour tout x €] — 1, 1[, comme u = —4z €] — 1,1[, on a :

1 :1+§ (=3 -n+1)
V1—4x n!

n=1

(_1)7122711,71

+OO n ... J—
_ 1+Z (=)™ 1x3x x (2n 1)(71)n22nxn

n n!
n=1

n

_1++f2”1><2><3><---><(2n—1)><2n
N n! 2x4x - x2n

—+oo
2" (2n)!
_ 1+Z (2n) 2"

‘ n! x 27n!

=1—|—+ZC>o (2n)!x"

nl?

=1+ io (i?)x” = io (i?)x”

n=0

Pour tout z €] — 1, 4],

1 XX 20\
—_— = X .
v1—Adx —\n

2n\ "t
Q15. On considere la série entiere g .
n/)n+1
n=0
Par le théoreme de dérivation des séries entieres, son rayon de convergence est le méme
2n
que celui de la série entiere g ( x" (obtenue par dérivation terme a terme) donc
n

2n\ "t 1 117,
R Z N e R:Z,etennotantfsasomme,onapourtoutxe}—z,z[.

n=0

Soit €] — 1, 1[. En intégrant entre 0 et z, on obtient :

fla) = 10) = [ e = Hm] vtk

0

2n> fkant 1—+/1—4x

n+l 2

“+oo
C de pl 0)=0 déduit
omme de plus f(0) , on en dédui uné(n
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Ainsi, en divisant par x, on obtient :

1—\/1—4x
n+1 2x ’

pour tout x €] — R, R[\{0}, Z( )

xn

2n 2n
16. P duit de Cauchy d éri tie " et i
Q ar produit de Cauchy des séries entieres Z (n >x e Z <n ) ] qui

ont toutes les deux pour rayon de convergence i on a pour tout x € R tel que

|z| <min(,3) =% :

Sy e () - (E0)) (26))

On en déduit par les deux questions précédentes que pour tout = €] — R, R[\{0} :

S () (e T e ()

n=0 k=0
va €] - R.R\{0}. ii 1 (2k><n—2k) L1 ( 1 1)
T r=—|—F—=- .
nOkOkJrl n—=k 22 \ /1 — 4z

Q17. D’aprés Q14, on a pour tout z €] — R, R[\{0} :
NG R R S A
2z \ V1 — 4z 2 —\n
“+o0
1 2(n+1)\ 1
N 2xz( n+1 )x
n+1 )

Par Q16, on en déduit que pour tout = €] — R, R[ (vrai aussi en z = 0, les deux
membres valent 1) :

NG~ 12k (2n—2k\ ., 2n+2) .
;)kzok+1< )( k)x :nzoz<n+1>

Par unicité des ceefficients d’un développement en série entiere, on en déduit que :

"1 /2K /2n — 2k 1/2n+2
tout N —_— = — .
pour tout m € ’kZ_OkH(k)(n—k) 2<n+1>
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