Fiche n° 11. Intégration par parties
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Corrigés

™

Z - Pl T
t. tcostdt = [tsint]? — sintdt == — 1.
0 0 2

11.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t)

11.1b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t)
5 3 sh(2)

2 2 2 2
11.1c) On choisit v(t) =t et u'(t) = e3. / te? dt = {Qte%} - 2/ e? dt = de — 4[63} =4.
0 0 0

0

In(2)
11.1 d) On choisit v(t) =t et u'(t) = 2. / 2" dt
1

m@ 2 1 t1n(2)_(1n(2))221“<2>
? In(2) (111(2))2[2]1 -
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2 9 2
11.1f On choisit /(¢) =t et v(t) = Int. tintdt = thInt — ltdwt:21n2fl 2 2 :2ln27§.
2 2 4 1
1 1

1 4
.............................................................................. 11t2
11.1 g) On choisit u'(¢) 1 et v(t) = In(1 + t7). / In(1 +¢t*)dt = [tln(l—i—t )} 2/ e dt = In(2) —
0
1
2/0 <1— 1+t2>dt 1n2—2[t—arctan(t)]0:ln(2)—2+g
11.1 h) On choisit u'(t) =t et v(t) = arctant. On a
1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
/O tarctantdt [2 arctant} 2/ e dt 3 2/ ( 1+t2)dt 13
0 0 0
z 1 z ¢ T 3
11.1i) On choisit v (¢) = 1 et v(t) = arcsint / arcsint dt = [tarcsint]§ — —m =13 + [\/ 1-— tQ} .
0 0 0
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11.1 k) Onchoisitu'(t):\/1+tetv(t):ln(1—|—t)./ VI FEin(14+4) dt = [%(1+t)%ln(1+t)] —g/ VITidt =
0 0 0

O

Y Ed S
11.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0
- T 217 - 2 1 2
1+ tan®¢. On obtient [t tant]F — / tantdt — [2] =24 [Incos(t)]g — T = % —3 In2- .
0 0

11.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant

u'(t)=e" et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e'dt = [(ft + 1)et]z+/ e'dt = (—z+1)e” +e” — 2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

11.2 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit > 0, par intégration

1 Int 1 t 1 1 1 1
parpartiesavecu/(t):t—zetv(t)zlnt,ona/ Ldt = / S dt= fﬂferl Ainsi, gy 2Tt
x
1

est donc une primitive sur R’} de f

11.2 c¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit © € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

* Tt 1
/ arctan(t) d¢t = [t arctant]; — / 5 dt = x arctan(x) — 3 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

11.2 d) La fonction est définie et continue sur R. Soit € R, on a, en choisissant v(t) = t et u'(t) = cht, / tch(t) dt =
0

[tsh(t)]g — / sh(t) dt = xsh(z) — ch(x) + 1. D’ott une primitive.
0

11.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, u'(t) =e

1 2t L 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(t2 +3t— 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

2t 1 2t 2¢71 1
et u/(t):e—d’ofl — (2t+3)—dt—27 (2t+3)e— +l thdt:Eféeerl[th]l:§fe2.

2 ) 1|, ) 41 T4
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11.3 b) On choisit d’abord v’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [et sin t} — / e’ costdt. Ensuite ' = exp
0 0

w\a

i 3 Bl .
et v =cos, d’'ot : €2 — [e cost] / e’ sin t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

11.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0

commence par choisir v' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) d¢ = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(t) d¢. Puis, on
0 0
choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]; —/ sin(¢)sh(t) dt. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

11.4 b) Cette fonction est définie sur R’ et y est continue. Soit = > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient
/ In®tdt = [t In® t}f—/ 21Intdt. Puis, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient z In® z—2[tIn t]”f—|—2/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n®z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de x + In® z.

11.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R’.. Si z > 0, alors, avec u/(t) = t* et v(t) = In*(t), on a : / t*In*tdt =
1

{t; In® t] j — % /lz > Int dt puis avec u'(t) = t* et v(t) = In(t), on obtient %3 In® 2 — g [t3 lnt]er% /1”3 t2dt = 2’ 1;12 L
%ms Inz + ﬁ(ms —1). D’ou une primitive.

114d)  La fonction est déini ct contime ';L{;j'! L 1L 812 €] — 1,1, alors, on posant /(1) = 1 et () = " on
obtient /093 earecos(®) gy — [tearccos(t) / e*e(®) q¢. ensuite, en posant u'(t) = = i = et v(t) = earecos(t)

-1 ; S k4
on obtient mearccos(z) _ |: /1 2e arccos(t):| +/ /1 42 - arccos(t) dt = arccos(z) _ /1 _ wzearccos(z) +e7 —
0 0 vl

x x
/ arccos(t) dt. Dot / arccos(t) dt = = drccos(z)( / ZBQ) + % g
0 0
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Fiche n° 12. Changements de variable

Réponses
s s
12,0 a) . — 12,2 @) —
! Hit :
T 1.5
12,0 D) o - 12.2 0) ZlnZ
) HIREL
12.1¢) v 2arctan(e) — % 12,3 8) oo 2¢?
1 12.3b)........ —2(V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
12.0d) e -
: 0,2 R
T 124a).... Jo.3l
12.00€) et 5 r +— tanz + Intan(z)
3 R — R
12,1 F) o 2In| = 124 Db) ., r e
2 v o T
2 4
12.2 a) 7
o L] o o o o o o o o o s s o s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e 3ﬁ 12.4 C) .......... R+ 4) R
T 2arctan( er — 1)
1 2e+1
12.2b) o 1n( ; > R, > R
12.4d)................ 2
p z iln(xé" +1)
122 C) ot E
1,400 — R
124¢e).........
12.2.d) .. i + % °) { z — arctan /22 — 1
Corrigés
121a) O t = sing ee[—ﬁqo A s et d
.1 a n pose v = S v avec 3 5 B . n a a9 = COSU e onc

1 s
[ vicea- [
1 _

z z
\/1fsin2900s0d9:/ cos29d9:/ M:W.

INE

3 1 V3 2u V3 T 0w s
——dt = 73du:2[arctanu} :2(—77):7.
1 ViV L, u+tu 1

dt 1 d
12.1¢) Onposeu=c¢e' avect € [0,1], donct=1Inuet u € [l,e]. On a = o et donc dt = Zu On obtient

1 1 e e
1 2 2 d 1 e
/ —dt:/ ﬁdt:/ 1—u:2/ ﬁdu:2[arctanu} :2arctan(e)—z.
o cht o € te LU+ ou L 1+u 1 2

u

d ! g
12.1d) On poseu =sint avect € [0, g} .On a di: = cost et donc du = costdt. Ainsi, / udu = / sin® ¢ cos ¢ dt.
0 0

Finalement, on trouve
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12.1 e¢) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

3 1
/0 sin3tcos3tdt:[iuzlf%uﬁ}o:ifé:%
2 dt
12.1f) On pose u =t avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a T 2u.
Y 7 2 :
Ainsi, dt = ——du=2 7du:2[ln 1+u} =2(In(3) — In(2)).
[ il =t ] M= (14 )] =200(3) - m(2))
du . . Yo T sint
12.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ———du = ————— dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ smdt_l/lldu_l arctan | = T
o 3-+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3 1 3V3
V3
t dt 1 1
12.2b) On poseu=¢e avecte[(Ll},donct:lnuetue[1,e].Onaa:ad0ncdt:Edu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
12.2 ¢) On pose u= it_ 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1

Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsin u} = —.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2

dt
12.2 d) On pose t = tanu avec u € [0, %} a ?

™ ™

1 z ud ud
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi, ———dt = ————du= cos® udu = M du = -+ T
o (1+12)2 o l+tan®u o o 2 4 8

Ainsi /2 ! dt ’ 1 ! du /
insi, —— dt=— -~ du=— S P .
vz tvitz -1 L%./%71U2 %\/1—u2 e 12

12.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dat 4 2

On a alors v 2u d’ou / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

Yin(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 u V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/;1n(u—1)du:2[(u—1)1n(u—1)]2 —2/2 du=—2((vV3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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12.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + sinf
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

1 L * cost + sint tanx 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, ——dt = (1 + E) du = {u +In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

2 ; 2
cos“ t sint cos®t ona tan a

12.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

o dt 1
——_ dt dans laquelle on pose u = e’ c’est-a-dire t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1+th(?) du w
S S 1 1 117 o e
——dt = ——du= ——l——du:[flnu—f— == - + C.
/0 1+ th(?) /1 14 u*% u /1 2u  2ud 2 42y 2 4
On pouvait aussi faire sans changement de variable en écrivant, pour t € R :
1 1 et+et 1 ot
= — = =_-(14e 7).
1+th(t) 14 zi;_f 2e?
12.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.
. 2 . . dt 2u
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t = In(1 + u”) et ainsi, - 1ra
U U
S| VT 9y T
Soit £ > 0. On a ainsi —dt = — du =2 [arctanu} = 2arctan(ve® — 1) 4+ C.
[ Vet —1 /T71 ul+ u? =1 ( )

12.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

dt
Le changement de variable v = v/t donne t = u® et ainsi, — = 3u®. Soit z > 0. On a

du

T Yz 2 Yz 3
1 3u 3u 3 5 Ve 3 2
1 q= du = d :[71 1] = 2m@i 1)+
/1 P /1 B e /1 2y du 5 n(u” + )1 5 n(z3 +1)+

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur |1, 4+o0].

dt U
Le changement de variable u = \/t2 — 1 donne t = \/u? + 1 et ainsi, — = ———. Soita>1let x> 1. On a
& du vu2 +1

4 z2-1 221
1 1 u 1
——dt = du = ————du =arctany/22 — 1+ C.
[L tvit? —1 //a271 uvu? +1+vu? 41 / =y v+l
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