Corrigé du DS 5 sujet 1 | pa= (X —4)(X —1) = X>—5X +4.|

Exercice 1 : CCINP 2020 maths 2 exercice 1 On effectue la division euclidienne de X™ par 74 :
2 1 1 X"=714Q+aX +b (x)
On considere la matrice A = 1 % ; avec Q € R[X], (a,b) € R,
Q1. La matrice A est symétrique réelle, donc d’aprés le théoréme spectral : En évaluant (*) en 1 et 4, on obtient le systeme { Za++bb::14n d’unique solution
la matrice A est diagonalisable. (a,b) = (4”3— 1, S

3 .
Donc : A™ = 0Q(A) + aA + bl3, d’ou finalement :
On observe que :

e (1,1,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 4; n 4n — 1A n 4— 4”I
= 3.
e A — I3 est de rang 1, donc 1 est une valeurs propres de A; de plus le sous espace 3 3

propre associé est engendré par (1,—1,0) et (1,0, —1).

On en déduit que Remarque : ce résultat est bien cohérent avec celui de la question précédente.

1 1 1
A=PDP ! avec D=diag(4,1,1)et P=[1 -1 0 | € GL3(R).
1 0 -1
1 1 1 1
Pour la suite, on calcule P~! = 3 1 -2 1
1 1 =2

Q2. On pose B = Pdiag(2,1,1)P~1 € M3(R), et on a alors
B? = Pdiag(2,1,1)>’P~! = PDP~! = A.

Donc,

1 4 1 1
pourB:§ 1 4 1|,B*>=A.
1 1 4

Q3. Soit n € N, A" = PD"P~! = Pdiag(4™,1,1)P~!, ce qui donne apres calculs :

4" 42 4" -1 4" -1
VneN,A”:§ 4" -1 4" +2 4" -1
4" —1 4" -1 4"+ 2

Q4. Comme A est diagonalisable, son polynéme minimal 74 est simplement scindé
et ses racines sont les valeurs propres de A, d’ou
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Exercice 2 : extrait de CCINP 2014 maths 1

Q5. Soit n € N,

Sp = aobo + > _ ar(Bi — Bi_1)
k=1

n n
= agbg + Z a, B, — Z apBr_1 (décalage d'indice dans la derniére somme)
k=1 k=1

n n—1
agbg + Z ap By — Z agy1 By
k=1 k=0
n—1
= agbo + Z(ak — Gk41)Br + an By, — a1 By
k=1
n—1
= Z(ak - ak+1)Bk + aan
k=0

(car b = Bo)

Donc :

n—1
pour tout entier naturel n non nul, S,, = Z(ak — ag+1)Br + anBy.
k=0

Q6. On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,,) est décroissante de
limite nulle.

a) Soit n € N, on reconnait une somme télescopique :

n

E (ap — ak41) = ap — Gpp1 ——> ap — 0
o n—-+oo

en particulier :

la série E (ag — ags1) converge.
k>0

b) La suite (By,)nen est bornée, donc : (ar —ag+1)Bk Ml O(ag —ak+t1), et la suite
—+o0

(an)nen est décroissante donc (@, —Gpn+1)nen st positive, de plus la série Y (ar —ag+1)
converge, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série > (ar — axy1)Bk
converge absolument, donc converge (série complexe).

De plus a,, —— 0 et (Bp)nen est bornée, donc a, B, —— 0; donc d’apres la
n——+4oo n——+4oo

transformation d’Abel,

la série g anb, converge.
n>=0

Q7. Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2kw (k € Z) et o € R.

a) Donc e # 1, et par somme d’une série géométrique de raison ¢ # 1 :

n
pour n entier naturel non nul, E e
k=1

in6

ko _ 0l —e
=€ —7F.
1—e?

b) On pose : Vn € N* a,, = n% et b, = ¢™?. Donc, ¥n € N :
> b
k=1

donc, la suite (B )nen est bornée. On distingue 2 cas :

1¢* cas : a >0
donc (an)nen est décroissante de limite nulle. Donc d’apreés la question Q6, la

ezng

série ) <=~ converge.
2ig¢me a5 1 0 <0

. ino s
la série ) | < diverge grossiérement.
Conclusion

2
|Bn| = < 1_cb

in6

la série converge si et seulement si o > 0.

n>1

Q8. Si Z a,2" est une série entiere de la variable complexe de rayon R > 0 alors,
n=0

pour tout r € ]0; R[, la série converge normalement, donc uniformément sur tout

disque D(0,r) de centre 0 et de rayon .

Q9. On considere la série entiere de la variable complexe Z de rayon 1.

Zn
n>1 \/ﬁ
a) Supposons par I'absurde que la série entiére > f/—% converge uniformément sur
]-1;1].

Soit n € N*, donc £= —— ﬁ, donc d’apres le théoréeme de la double limite, > ﬁ

NG x—1
+oo too .
converge et r_ — —. Or ) —= est une série de Riemann divergente, d’ou
g ngl NVONEN n; NG > vn & ’

la contradiction.
Donc :
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’ . . 7’ xn
la série de la variable réelle E T
n

n>1

n
] — 1,1] (en particulier la série Z Z

n>1 Vﬁ%
sur D).

ne converge pas uniformément sur

ne converge pas uniformément

n +m n
Autre solution, utiliser le fait que x — 4 est bornée sur ]-1;1[ et z — ngl o west

pas bornée sur |—1; 1] (& justifier : plus long).

b) On pourra confondre un point de R? et son affixe.

pour o € ]07 g[ on note D, 'ensemble des complexes z, tels que |z| < 1 et dont la

partie réelle vérifie Re(z) < cos .
Représenter géométriquement 1’ensemble D, dans un repere orthonormé du plan.

attention a ne pas confondre abscisse et ordonnée...
¢) L’application :

f: R — R g : R — R
(x ) N 2 5 et
N ¥ty (z,y) — =

sont polynomiales donc continue sur R?, donc
{(z,y) e R? |2 + 4> <1} = f7'(—00;1])

est un fermé de R? car image réciproque par f du fermé de R : |—o00;1] et

{@y erR? |z

est un fermé de R? car image réciproque par g du fermé de R : ]—o0;cosa]. Donc
comme intersection de fermés :

Do ={(z,y) € R*,2® +y*> <1} n{(z,y) € R*
partie fermée de C.

< cos(a )} =g !(]—o0;cosal)

< cosa} est une

De plus D, est bornée car inlus dans la boule de centre 0 et de rayon 1 pour la norme
euclidienne sur R? et R? est de dimension finie, donc

‘ D, est une partie compacte de C.

d) Soit z € D,, on note x = Rez. Par somme d’'une série géométrique de raison
z# 1 (car x < cosa < 1):

1— 2t
1—=2

Rl = |

S T
< 2 (Vw € C,|Re(w)| < |w|)
[Re(1 — 2)| ’ =
2
SE (2 € Dq donc z < cosa < 1)
c_ 2
S 1—cosa

pour tout z € D,, et tout entier naturel n, si z = Re(z) :
2 2
<

Fn < ~
| (2)] 1—x 1 —cosa

e) Soit a € ]0; Z[, d'apres la question Q9 d, la suite de fonctions (F},)nen est uni-
formément bornée sur D, par M, = 1— Com, de plus la suite (an)nen = (ﬁ)neN*
est décroissante de limite nulle et par transformation d’Abel, Vz € D,,Vn € N :

Z & Z_: (ar — 1) Fr(2) + anFp(2)
k=1

Pour tout z € Dy, |a,Fp(2)| < anMy, donc |lanFrll, p < anMy. Or ay, —+> 0,
o n——+0oo

donc d’aprés le théoreme des gendarmes : ||a, Fy|| —— 0, donc : la suite
n—-+oo

00,Dy
(an Fy,) converge uniformément sur D,,.

La suite (an)nen est décroissante, donc Vn € N,a,, — a,y1 = 0, donc pour tout
2 € Do, [(an — ant1)Fu(2)| = (an — ang1) [F(2)] < (an — ans1) Ma.

Donc : ||(a, — anHFnHw’DQ < (an — apy1)M, or d’aprés la question Q6, la série
> (an — any1) converge, donc par comparaison de séries & termes positifs, la sé-
rie Y |[(an — ant1)Full o p, converge, donc la série de fonctions Z(a;C — ap+1)F

k>0
converge normalement sur D,,.

la série entiere E —— converge uniformément sur tous les compacts
n

D, (pour a € ]0, % ).
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Probléme : CCINP 2019 maths 1 (éléments de cor-
rection)

On pose pour tout n € N*, f, : x
Q10. Soit x €] —1,1[. Ona lim z"=1,donc1l—2"™ ~ 1.

n—+o00 n——+oo
n
Alors Vn € N*| f,(z) = |fjin‘ ot |a,x™|, or le rayon de convergence de la série
n——+0oo

> apz™ est 1, donc la série > a,x™ cva et par comparaison de séries & termes positifs,
n>1
. a w"‘L
la série ) {=I% cva.
n>1

. . n
Pour la remarque : Si on prend a, = ﬁ, la série Y mlfﬁ converge car
n>=0

1 2" —1 1
R T, et ) - converge.

Q11. Soit z € [—b,b], alors Vn € N*, 0 <1 —0b" < 1— 2", donc Vn € N*, Ianinl <

|a"bn| Donc : Vn € N, || full oo (=68 < il an Or la série Y f”bn converge absolument

par 4, donc par comparaison de séries a termes positifs, > || fnll, (b Converge,

donc la série de fonctions Zan# converge normalement donc uniformément sur
[—b, b].

Q12. Les f, sont continues sur | — 1,1[, la série Y f,, converge uniformément sur

chaque segment [—b,b] C] — 1,1[, donc f est continue sur | — 1, 1][.

Chaque f, est de classe C! sur | — 1,1[. Vz €] — 1,1[, fi(z) = an%

Soit b € [0,1], alors par le méme raisonnement fait en @5, Vo € [=b,b]; |f)(x)] <
1 \

lﬁlnlbbnT , done [[flloo by < ‘?f"bny Or ’Ef"bn) et na,b" 1 et d’apres le

théoréme de dérivation des séries entieres, le rayon de convergence de > na,z" ! est
celui de > anz™ c’est & dire 1. Donc la série > nanb”_1 converge absolument, et par
comparaison de séries & termes positifs, > || f;[| o, (_p 5 converge.

Donc la série ) f), converge normalement donc umformement sur tout [—b,b] C]—1,1
et la série > fn converge sunplernent sur | — 1, 1[, donc f est de classe C! sur ] —1,1]

et Ve €] — 1, 1], f'(x) = Z n (g2 xn)z
Donc f/(0) = ay.

Q13. e Tout revient & montrer que (I, )nen+ forment une partition de A.

Il est évident que chaque I,, C A, donc {J,,cn- In C A.

Soit (k,p) € A, il est clair que (k,p) € Irp C U, en- In, alors U, cne In = A.

Si on suppose que 3(k,p) € I, () Im, alors kp = n = m, donc I,, = I,,, donc (I,,)nen-
forment une partition de A.

La famille (tn,p)(n,p)ca est sommable, par le théoréme de sommation par paquets on
a:

Z (Z“w) = Jrf io Uk,p

n=1 n=1 \ (k.p)el,

+oo
e Soit x €] — 1,1[ et n € N* | la série Y a,z™P converge absolument et > |a,||z|™? =
p=1 p=1

n n
|an|% et la série Y |an|% converge par Q4, donc la famille donnée est som-
mable, en appliquant ce qui précede a u,, , = apx"? :

+oo +o0 +oo
DD =3, ),
n=1p=1 n=1 (k,p)GIn
Or
—+oo —+oo
D ITELES DD DIFTES 3P Zad—Zb z"
n=1 (kp)el, n=1  (kp)eln n=1  d/n
Et on a
400 +o0
DD ana™ = Zanl —
n=1p=1

série géométrique.

Donc
+oo n +oo
T n
E Ap—— = E b,x".
1—2zn
n=1 n=1

Q14. Icia, = 1, d’apres le cours le rayon de convergence de > ™ est 1, donc les résul-

tats de la partie I sont valables et avec les notations de la question 7 b, = > 1 =d,,
d/n
par application de la question 7

Q15. Ici Vn € N*, a, = ¢(n) = Card{k € [1,n] / kAn = 1}. Donc
Vn € N*, 1< a, < n, par comparaison le rayon de la série Y a,z™ est 1.

On a les diviseurs de 12 sont 1,2,3,4,6 et 12, or ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2,
©(4) =2, p(6) =2 et p(12) = 4 I'égalité est donc vraie pour n = 12.

Soit « €] — 1, 1[. Par application de la question 7,

S a0 T = Yt
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avec ici b, = Y p(d) = n, alors

d/n
+oo
Z e(n = Z bpx™ Z nx'”.
n=1
+oo
OrVz €] — 1,1, == = > a", d’aprés le théoréme de dérivation des séries entiéres :
n=0
= x
> na" =z Z et = -2
n=1
Donc
= z" T
Vre]—-1,1 = .
Z ] ) [7 nz::l(p(n)l_$n (1—.13)2
+oo n
Q16. OnaVr € 0,1, —In(1+z) = > (—1)"%-.
n=1
1 est dans l’adhérence de [O, 1], pour tout n € N*, lim (—1)"% = % € R, pour
T—1-
z €[0,1[lasérie > (—1)"Z- est une série alternée qui vérifie lim 2~ = 0 et la suite
n>1 n—-+4oo

(%) est décroissante, alors par CSSA :
n

+oo "

> (=D

k=n+1

n+1
x
<

Vn € N¥, T

1 . 1
< m DOHC . ||R7l||oo,[7b;b] < T_;'_l m Oa

donc la convergence de la série de fonctions 3 (—1)"Z-
n

n>1

est uniforme sur [—b;b], le

+o0 n
théoréme de la double limite s’applique et on a —In2 = > %
n=1

2 1

Q17. On pose pour tout n € N*, g, : &+ ap{—=-
Soit a €]0,1[. On a Vz € [—a,a],Vn e N* 0 <1 —a" <1— 2", donc :

i l'k_l ak—l
Vr € [—a,al,Vk € N* |(—1 .
[ ) ]7 ( ) 1 k| S 1_gk
Gkt
Donc : Hgn” J[—asal < 1 T—aF"
k—1 . — . 7. N
Or {— ~ aF71 et la série > a*~! converge, donc par comparaison de séries &

k—+oo
termes positifs, 3 [|gn | (4.0 converge. Donc la série 3 g, converge normalement,

donc uniformément sur [—a ;al.
De plus

lim (—1)"

x—0 1—xk7 o

a1 s k=1
0 si k#1

le théoréme de la double limite s’applique et on a :

AC +§OO( A
J,—IPO €T _arl—>0 T 1 —gn
n=

Un équivalent de f(z) quand z — 0 est —z.

On a f(0) =0, donc % = %, alors f/(0) = —1 = ay c’est ce qu’on a trouver
a la question 6).

+oo n
Q18. Toujours a,, = (=1)" et f(x) = > ( 1)”{”_7;
n=1

n—1

= 10—z _ X z
Donc (1 —)f(z) = > (=1)"2" =% = X ()" oy go T

Or 1 est dans 'adhérence de [0, 1], et
Vn e N*, lim g,(z) = %,
r—1—

Soient = € [0,1[ et k € [0,(n —1)],ona 2" ! <k :
Doncnz™ ' <l1+4+x+22+... + m"‘l
Alors Vz €]0,1[;Vn € N*; |gn(;v)| -

1
nr— n’

— sont décroissantes
1+z+x2 + -tz )neN*

et elles sont positives, donc la suite (|gn(z)|)nen+ est décroissante comme elle est po-
sitive et tend vers 0, le CSSA s’applique et on a

<
Soit = €]0, 1[. Les deux suites (2" 1),en+ et (

+oo
1
A4 N; < < — 0.
nEN | 3 )| Slnn@I< o o

Alors la série de fonctions Y g, converge uniformément sur |0, 1[, le théoréme de la
n>1
double limite s’applique et on a;

. = e
Jim (1 -2)f(z) = ;xgnll, gn () = Z

Alors (1 —z)f(z) ~ —1n2,qu1secr1tf() ~ in2

z—1— z—1— (1-2)

—In2 d’apres la question 10).
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