Corrigé du EH 13

Exercice CCINP 97
x” RS
On rappelle que Vz € R, Z o converge et z% i e’.

1. Y(Q)=N.
D’apres la formule des probabilités totales pour le systeme complet d’événements as-

socié a X :
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Donc, d’apres (*) et (**), on en déduit que :
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Pour des raisons de symétrie, X et Y ont la méme loi et donc :

5+9(3)
X(@)=NetVj €N, P(X = j) = =250

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car :
P((X,Y)=(0,0)) =0et P(X =0)P(Y =0) #£0.

2. La variable aléatoire 2X+Y est positive et posséde donc une espérance dans [0, +00]
qu’on peut calculer directement avec la formule de transfert :
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pour raisons de symétrie des roles de j et k.
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On obtient, par le théoreme de Fubini, BX*Y) = =[S 2} (S°=) =
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On a ainsi démontré que 2X*Y € L! et obtenu son espérance.

Exercice CCINP 98

1. L’expérience est la suivante : I’épreuve de 'appel téléphonique de la secrétaire vers
un correspondant est répétée n fois et ces n épreuves sont indépendantes.

De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec
la probabilité p (succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p
(échec).

La variable X considérée représente le nombre de succes et suit donc une loi binémiale

de parameétres (n,p).
C’est-a-dire X(Q) = [0,n] et Vk € [0,n] P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk.

2. a) Soit ¢ € [0,n].

Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n —i correspondants lors de la seconde
série d’appels. Comme cette nouvelle série d’appels se fait dans les mémes conditions
que pour la question 1., sauf pour le nombre de répétitions qui est maintenant égal a
n —1i , alors on se retrouve dans le schéma d’une loi binomiale de parameétre (n —14,p).
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Donc P(Y = k|X =1i) =

b) Z(Q) =[0,n] et d’apres la formule des probabilités totales pour le systéme com-

plet d’événements associé & X : Vk € [0,n] P(Z ZP NX+Y =
k k
k)= P(X=i)n(Y =k—i)=> PY =k—ilX =i)P(X =i).
=0 i=0
Y-
Soit k € [0,n]. D’apres les questions précédentes, P(Z = k) Z ( ) ( ) pF(1—
p)2n7k7i' =0
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Or, d’apres 'indication, (n B Z)
Donc P(Z = k) = Z F
= =] )
k i
k 1
2n—k
2 () (55)
) n 2-p\"
Donc d’apres le bindme de Newton, P(Z = k) = ( )pk(l — p)2n—Fk <p> =

(7) o= (-2

On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)? et donc on peut conclure que :

n—k

Z suit une loi binomiale de parameétre (n,p(2 — p)).

Remarque : preuve (non demandée dans 'exercice) de 1’égalité proposée dans 'in-

dication :
n—1\/n B (n—1i)! n! _ n! B
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c) D’apreés le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2—p)), alors :
E(Z) =np(2—p) et V(Z) = np(2 - p) (1 = p(2 — p)) = np(2 — p)(p — 1)*.
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