Chapitre 15

Intégrales a parametres

Dans tout le chapitre, les intervalles de R considérés sont d’intérieur non vide et les
fonctions sont a valeurs dans K = R ou dans K = C.

I Convergence d’une suite d’intégrales

I. A Convergence uniforme sur un segment (rappel)

(Théoréme 1.1)

-
Soit (fyn)nen une suite de fonctions continues définies sur un segment [a ; b] & valeurs
dans un espace vectoriel normé F' de dimension finie.

Si (fn)nen converge uniformément vers une fonction f sur [a;b], alors f est continue
sur [a;b] et :

~

bfn(t) dt —— bf(t) dt.
/ /

n—-+oo

Attention : La convergence simple ne suffit pas!

Contre exemple 1.2 : Sur [0;2], pour n > 1,

n2x six < %

foiz= dn@2-—nz) sizell; 2]
0 sinon

4 T

37 (fn)nen converge simplement

91 vers z — 0 sur [0; 2]

2
11 2 et / Fa(t)dt - 0.
0
0 1 2 3
Attention : Ce théoreme n’est pas valable sur un intervalle quelconque.

Contre exemple 1.3 : Sur [0;+o0[, pour n > 1,

Z_
n2
2n—x

gn 1 T — pre

sizx<n

six €]n;2n].

0 sinon

1 (gn)nen converge uniformément
fa vers  +— 0 sur [0; 00|

“+o0
et / gn(t)dt - 0.
0

I. B Le théoreme de convergence dominée

f_[Théoréme 1.4 (de convergence dominée))

\

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I &

valeurs dans K.

Si:

¢ la suite (f,)nen converge simplement sur I vers une fonction f continue par
morceaux ;

« il existe une fonction ¢ positive et intégrable sur T telle que : Vn € N, |f,| < ¢;

[t 1

alors :

Remarques 1.5 : ¢ Sous les hypotheses du théoréme, toutes les fonctions f,, et la
fonction f sont intégrables sur I et donc les intégrales sont convergentes.

e Pour appliquer le théoréeme de convergence dominée, on vérifiera explicite-
ment les hypotheses de convergence simple et de domination, mais il n’est
pas nécessaire d’écrire que les fonctions sont continues par morceaux.

Exemples 1.6 : ¢ Peut-on appliquer le théoréeme de convergence dominée aux
suites de fonctions de 1.2 et 1.37

2

o Intégrales de Wallis : lim sin™(t) dt.
n——+oo 0
+oo n
e lim e da.
n—-+o0o 1
+oo n
e lim e * dux.
n—-+oo 0
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’_[Méthode 1.7 (Cas particulier : convergence dominée sur un segment)l
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un segment [a ; b].
Si:

e (fn)nen converge simplement sur [a;b] vers f continue par morceaux ;
o il existe M € RY telle que : Vn € N,Vz € [a;b],|fn(z)| < M;

alors :
b b
[
a n—-+oo a

Exemple 1.8 : C’est ce que l'on a fait pour les intégrales de Wallis.

(Méthode 1.9)

Le théoréme de convergence dominée s’applique sur un intervalle I qui est fixé,
mais si 'intervalle d’intégration dépend de n, on peut prolonger la fonction par la
fonction nulle.

Exemple 1.10 :

I. C Extension a une famille de fonctions

’iThéoréme 1.11)

Soit J un intervalle de R, (fx)xes une famille de fonctions continues par morceaux
sur un intervalle I a valeurs dans K et \g est un élément de J ou une extrémité de
J.

Si:

e pour tout z € I, fr(x) B f(x) avec f une fonction continue par morceaux
—Ao

~

sur [;

« il existe une fonction ¢ positive et intégrable sur I telle que : VA € J | fa] < p;

/If)\:;j/lf'

alors :

II Intégration terme a terme

II. A Convergence uniforme sur un segment (rappel)

(Théoréme 2.1)

Soit > fy, une série de fonctions continues sur un segment [a ;b] & valeurs dans un
espace vectoriel normé F' de dimension finie.
Si Y fn converge uniformément vers une fonction S sur [a;b], alors :

f </abfn(t)dt> - /absm dtz/ab <+Zjo fn(t)> at.

Remarque 2.2 : On peut en particulier utiliser ce théoréme pour une série entiere
si [a;b] est inclus dans l'intervalle ouvert de convergence : —R < a < b < R.

~

II. B Cas positif

fiThéoréme 2.3 (Intégration terme a terme : cas positif) ]

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur I.
Si :
e pour tout n € N, f,, est positive sur I ;

o la série Y f,, converge simplement sur I et que sa somme est continue par mor-
ceaux sur [ ;

alors, dans [0; +o00] :

/ (gmt)) =3 ([sar).

n=0

“+o0
Remarque 2.4 : En particulier la somme S = Y f, de la série de fonction (qui est

n=
supposée continue par morceaux sur I) est intégrable sur I si et seulement si la
série Y ([} fn(t) dt) converge, c’est a dire :

+§ (/I () dt) < +oo.

n=0

Exemple 2.5 : Montrer que 'intégrale suivante converge et la calculer :

1
1
/L’fdt,
o t—1
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II. C Intégration terme a terme d’une série de fonction

(Théoréme 2.6) \

Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables sur I, a valeurs dans K.

Si:

o lasérie Y f,, converge simplement sur I et que sa somme est continue par mor-
ceaux sur [ ;

: 2}(/}%@) ) < +oc:

+oo
alors Y f, est intégrable sur I et :

/I<§fn(t)dt> :i(/jfn(t)dt).

\. J

Remarques 2.7 :
 Ces deux théorémes sont I’analogue pour une interversion . <+ [ du théo-
réme de Fubini sur les familles sommables pour une interversion » | <> >_.

o D’apres le théoreme 2.3, si > |f,| converge vers une fonction continue par

+oo
morceaux sur [ et / (Z fn(t)|> dt < o0,
I

n=0

+oo
alors Z (/ [ ()] dt) < 400.
n=0 I

Exemple 2.8 : Montrer que :

1 +oo
Int —1)n+t
Ldtzz%.
o 1+t — (n+1)

(Méthode 2.9)

+oo
Lorsque Z ( / | ()] dt) = 400, on peut essayer d’appliquer le théoréme de
n=0 I

convergence dominée a la suite des sommes partielles ou a la suite des restes.

Exemple 2.10 : Montrer que :
+o00 +00  too n
1 (1)
——dt = ——dt.
/1 1+ 2 T;) /1 12n+2

En déduire que :

IIT Fonction définie par une intégrale a parametre

ITI. A Continuité

Notation : Soit A une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie, I un
intervalle de R et f une fonction définie sur A x I a valeurs dans K.
o pour tout ¢ € I (fixé), f(-,¢) désigne la fonction x — f(z,t) de A dans K;
e pour tout z € A (fixé), f(z,-) désigne la fonction ¢t — f(z,t) de I dans K.

f_[Théoréme 3.1 (continuité d’une intégrale & paramétre))

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle
de R et f une fonction définie sur A x I & valeurs dans K.
Si:

e pour tout ¢t € I, f(+,t) est continue sur A;

e pour tout x € A, f(z,-) est continue par morceaux sur I ;

¢ il existe une fonction ¢ positive et intégrable sur I telle que,
pour tout x € A, |f(z,-)] < ¢.

Alors la fonction g : x — /f(:v, t) dt est définie et continue sur A.
I

\. J

Remarques 3.2 : Comme pour le théoréeme de convergence dominée et le théoreme
d’intégration terme a terme, dans les exercices on ne vérifiera pas explicitement
I’hypothése de continuité par morceau de f(z,-). Par contre les hypotheses de
continuité de f(-,t) et 'hypotheése de domination doivent étre vérifiées.

Exemple 3.3 : Montrer que la fonction g : = — f0+°o f;;
sur [0;4o0].
Remarque : la fonction g est la transformée de Laplace de t —

(Méthode 3.4)

La continuité étant une propriété locale, pour montrer que g est continue sur A, il
suffit de montrer que pour tout a € A il existe un voisinage relatif de a dans A sur
lequel g est continue.

Ainsi, si A est un intervalle de R (ce sera souvent le cas), on peut vérifier ’hypothese
de domination sur tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés.

dt est définie et continue

_1_
14+t2°

Exemple 3.5 : Montrer que la fonction g : = f0+°° cos(t?)e~*t dt est bien définie
et continue sur |0; 4o0l.

Méthode 3.6
Pour déterminer la limite en une extrémité de A, on peut revenir au théoréme 1.11.]

Exemple 3.7 : Montrer que g : x — f(;roo % dt est définie et continue sur ]0; +o0].
Montrer que x — zg(x) a une limite en 400 et déterminer la valeur de cette
limite. En déduire un équivalent de g au voisinage de +oc.
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III. B Dérivabilité

Rappel : Soit A et I deux intervalles de R et f: A x I — K. Pour tg € I, lorsque
f( to) s @ — f(x,tp) est dérivable en xg € A, sa dérivée en xq est appelée dérivée
partielle par rapport & x en (xq,ty) et notée f (0, %0)-

Rx]0;400] — R

Montrer que pour tout ¢ € |0;+oc[, f(-,1) est de classe C! sur R et calculer %‘

Exemple 3.8 : Soit f:

’_[Théoréme 3.9 (Leibniz) )
Soit A et I deux intervalles de R et f une fonction définie sur A x I dans K.
Si :

o pour tout x € A, f(x,-) est intégrable sur I;
o pour tout t € I, f(-,t) est de classe C! sur A;

e pour tout z € A, %(az, -) est continue par morceaux sur [ ;

o il existe une fonction ¢ positive et intégrable sur I telle que,
|| <

t)dt est de classe C* sur A et :

Alors : g :x— [, f(

Ve e A, ¢(x)= gi (x,t)dt.

\.

J

Remarques 3.10 : « Dans les exercices, on ne vérifiera pas explicitement les hy-
potheses de continuité par morceau par rapport a t; mais les hypotheses de
régularité par rapport a x et la domination doivent étre vérifiées.

e L’hypothéses de domination pourra étre faite sur tout segment de A :
pour tout segment [a;b] de A avec a < b, il existe une fonction ¢ positive

intégrable sur I telle que, pour tout (z,t) € [a;b) (z t)’ o(t).

e On peut remplacer les segments par une autre famille d intervalles adaptés.

Exemple 3.11 : Pour tout z € R, on pose :

1 67I2(1+t2) x 42

1. Montrer que g et h sont de classe C! sur R et calculer leurs dérivées.
2. Montrer que g + h? est une fonction constante sur Rt.
3. Montrer que lim g(x)=0.

r—+00

+oo
4. En déduire que : / et dt = g
0

Exemple 3.12 : On pose

+oo
t
gz / sin >e_’”t dt.
0 t

1. Montrer que g définie et de classe C! sur 0;+oo[ et calculer sa dérivée.

2. Déterminer la limite de g en +o0.

3. En déduire g(z) pour tout = € ]0;+o0].

III. C Classe C*

Rappel : Soit A et I deux intervalles de R, k € N* et f une fonction définie sur
A x I & valeurs dans K. Pour ¢y € I, lorsque f(-,%0) : @ — f(z,to) est k fois
dérivable en zy € A, sa dérivée en xg est appelée dérivée partielle d’ordre k par
rapport & x en (xg,tg) et notée %(.ﬁo,to).

JTheoreme 3.13)

Soit A et I deux intervalles de R, k € N* et f une fonction définie de A x [ dans
K.

Si:
« pour tout t € I, f(-,t) est de classe C* sur A;

e pour tout z € A et tout j € [0;k — 1] aj—f(a:, -) est intégrable sur I ;

) Bz
e pour tout x € A, 9k ( -) est continue par morceaux sur I ;
« il existe une fonction ¢ positive intégrable sur I telle que,
g @) <o
Alors : g: x — fI x,t)dt est de classe C* sur A et :

f

vieloiklveed ¢V = | 75

—(x,t) dt.

\.

Remarque 3.14 : L’hypothése de domination peut étre faite sur tout segment.

+oo
Exemple 3.15 : Fonction I' : z — / t*~ et dt.

1. Montrer que la fonction T' est définie et de classe C* sur ]0; +o0o| et exprimer
pour tout k € N,T'*) sous la forme d’une intégrale.

2. Montrer que pour tout z € |0;+oco[,I'(x + 1) = z['(z). Et en déduire une
expression de I'(n) pour n € N*.

3. Montrer que I'(z) ~ i
r—r

4. Etudier les variations de I' sur ]0; +ool.
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