Compléments sur les ondes — Corrigé détaillé
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I. Ondes dans une ligne électrique (constantes ré-
parties), impédance caractéristique

Modele. Sur un élément de longueur dz :
dL = Adz, dC =TI'dx,

ou A est I'inductance linéique (H/m) et I' la capacité linéique (F/m). On
note u(x,t) la tension (entre les deux conducteurs) et i(x,t) le courant. On
rappelle :
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1) Ecrire les relations différentielles entre u et i

Loi des mailles. Sur un segment de longueur dz , la chute de tension sur

I'inductance série dL vaut du = dng.
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Loi des noeuds. Le courant dérivé dans la capacité dC' vaut di = dC e
Ainsi :
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2) Equation de propagation (équation de d’Alembert)

On dérive la premiere par rapport a x et on élimine ¢ avec la seconde :
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Méme démarche pour i :
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C’est I’équation de d’Alembert.

3) Formes des solutions et interprétation. Calcul de p et de la
vitesse

Solutions harmoniques. Pour une excitation monochromatique de pul-
sation w, on cherche des solutions sous forme d’ondes progressives :

i(l’, t) = Z‘OCj(UJt_k:x) + Z‘lej(wt"rkx) )

La relation de dispersion se déduit de I’équation de d’Alembert :
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Expression de u et calcul de p. On utilise g @
‘ oz ot
Pour le terme e7(@t—ko) .
@ = —jku @ = jwi
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donc A
jku=—A(jw)i = u:?wi:Aci.
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Or Ac = A—— =/ = = Zj. Ainsi pour 'onde allant vers +z :
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Pour l'onde vers —z, le signe s’inverse (on le voit en remplacant —k par
+k) :
U_ = *ZO i_.

On peut donc écrire
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Interprétation physique. Le terme en e’ (wt—k2) egt une onde progres-
sive vers lavant (vers +z), celui en ¢/(“*+%?) une onde réfléchie (vers
—x).

4) Ligne de longueur d fermée sur une impédance 7 : déter-
miner i et u
On impose la condition a 'extrémité x = d :

u(d,t)

Z= i(d, 1)

On calcule
i(d,t) = Z'Oej(wtfkd) + Z'lej(wt+kd)7

u(d,t) = Z, (ioej(wtfkd) _ Z-lej(thrk:d))_
En factorisant e/, on obtient une relation entre i; et i :
Z(ioeijkd + i1€+jkd) = Zy (ioeijkd - i16+jkd).

Donc ' '
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I'z est le coefficient de réflexion en courant (a la charge). Ainsi

i(2,t) = iged kD) T e 2kd gilwithe)

u(z, t) = Zyige? W) — Zyigl e~ 2kd piwithe),




5) Impédance vue depuis z : Zy(z) = u(z)/i(z) ; impédance ca-
ractéristique

On écrit (en factorisant e/*?) :
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En multipliant numérateur et dénominateur par e/*
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Quand Zy(z) est-elle indépendante de x? 1l faut I', = 0, donc
(adaptation : impédance caractéristique).

Conséquence dans i et u. Si Z = Zjy, alors I';, = 0 : pas d’onde
réfléchie.

i(x,t) = ige! Wk, u(x,t) = Zyigel Wk,

On observe une propagation pure vers l'avant (ligne adaptée, pas d’ondes
stationnaires).

II. Ondes transverses dans une corde vibrante

Hypothéses. Corde de masse linéique A, tension Tp, petites pentes |a| <
1. Déplacement transverse y(z,t) dans le plan (Ozy).

1) Relier a et une dérivée de y; montrer que 7' ne dépend pas
de x

Lien géométrique. La pente vaut tana ~ a ~ 8—3/, donc
x

dy
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PFD sur un élément dx. Sur I’élément, la tension en z vaut f(:r) =
T(z)t{(z) et en x + dz vaut T(z + dz). Projection sur z : pour |a| < 1,
la composante horizontale vaut T cosa ~ T'. La somme des forces selon x
donne (pas d’accélération longitudinale dans le modéle transverse) :

T(z+dz,t) —T(x,t) ~0 = ’T(a:,t) = Tp constante (en x) ‘

On suppose de plus T indépendante du temps (énoncé).



2) Unités et interprétation de f(x,t) = —Tog
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puis de p(z,t) =
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Pour f(z,t) = —Tj By 8—3/ est sans dimension (pente). Donc f a méme
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unité que Ty, soit le newton.
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La composante verticale de la tension vaut Tpsina ~ Toa ~ Tj 8y
Ainsi,
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représente (au signe prés) la composante verticale de la tension en = exercée
par la partie a gauche de x sur la partie a droite de .

Pour p(z,t) = —To(g )(g?) glé a pour unité m/s, donc p a pour unité
Nxms™' =W,

C’est une puissance : précisément, p(x, t) est la puissance de la force qu’exerce
la partie a gauche de x sur la partie & droite de x.

3) Equation de propagation et expression de ¢ ; forme générale
des solutions

PFD transverse. La force transverse résultante sur 1’élément dx est (au
ler ordre en «) :
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Solutions générales (d’Alembert).

’ y(x,t) = F(x — ct) + G(z + ct) ‘

F est une onde se propageant dans le sens des = croissants, G une onde se
propageant selon les x décroissants.
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Unités. ) est en kg/m, donc ¢, est en

4) Energies et bilan local : relation entre

On définit

kg m? kgm
I

=N=J/m.
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Méme unité pour ¢,. Ce sont des densités d’énergie linéiques (énergie
par unité de longueur), plus précisément . est la densité linéique d’énergie
cinétique, et €, la densité linéique d’énergie élastique.

Relation locale (conservation de I’énergie). On dérive :
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En utilisant I’équation d’onde )\g Z; = To%, on a
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Interprétation. C’est un bilan local d’énergie : variation temporelle
de I'énergie linéique totale (e.+¢,) est égale a la puissance algébrique recue
en z de la part de la corde a gauche de x, et en z + dx de la part de la corde
a droite de z + dx.

Autrement dit, ’énergie mécanique est transportée le long de la corde.

i(wt—kx) .

5) Onde harmonique y(x,t) = uge’ : k, moyennes, vitesse

de transport

On suppose k > 0 (propagation vers +z). L’équation d’onde impose

w
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Flux de puissance p. Avec la représentation complexe, on peut utiliser
la moyenne temporelle :
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En réel, la moyenne donne (résultat standard) :
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(positif : I"énergie va vers +x.)

Energies moyennes.

Ay dy
/\ = fT
<8t> LT (aa:)
Les moyennes temporelles valent :
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Comme Tpk? = \w? (dispersion), on obtient
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Vitesse de transport de I’énergie. On définit

(p)

VE =

(ec+ep)
Or )
(ec+ep) = f/\w2]uo|2 + 4T0k2]u0\2 )\w2]u0\2.

Donc
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Avec k/w =1/cet ¢ = /To/\ :
Vg =cC |

Sur une corde idéale (non dispersive), vitesse de phase = vitesse de groupe
= vitesse de transport d’énergie.



