Classe de PSI

Corrigé du devoir maison n° 6

E3A PSI 2023

Exercice 1

Soit n un entier naturel non nul.

On donne, dans un espace probabilisé (£2,.e/,P) deux variables aléatoires X et Y
prenant leurs valeurs dans [1, n+ 1].

On suppose qu’il existe a € R tel que :

:P([X=i]ﬂ[Y=j])=a(if1)(jfl)'

1) Puisque X et Y sontavaleursdans [1, n+ 1], lafamille ([X =i]ln[Yy = j])(i e[l i1

V@i, e[1, n+1]*: pij

est un systeme complet d’événements, donc :

n+1n+1
Z; ZlP([Xzi]ﬂ[Yzj])zl
=1 J=
n+1ln+1
Or: Ei > p(x=iln[y =j])
i=1j=
n+1n+1 n n
= Z Z a(i—l) (j—l)
i=1 j=1

R EMR)
=a(& ) (E @)

) n
=a (Z (1) 1 1n_l) (Z ( )11 1" ) (translations d’indices)
=0 j=0

=a(l+1)"(1+1)"

=a.4".

(binéme de Newton)

1
Conclusion : On en déduit que a = et

2) Déterminons la loi de X.
On sait que X(Q) C [1, n+1]. Fixonsi € [1, n+ 1] et calculons P(X =i).

Par la formule des probabilités totales sur le s.c.e. engendré par Y — qui est
([Y = j])1<j<n+1 :

n+1 n+1
P(X =1) ZZ P([X =i]n[y :j]) = 4ln Z (ifl)(jﬁl)
=1 =1

FEZ =5 ()7 =50

Par la symétrie du probléme, on obtient la loi de Y de la méme manieére et
on obtient le méme résultat.

Conclusion : La loi de la variable X est donnée par :
. . 1 n
X(@Q)c[1,n+1] et Vie[l,n+1]: P(X=l)=§ 1)
i—

La loi de Y est identique a la loi de X.
€ Remarque. La loi commune des variables X et Y est aussi la loi d’une variable

aléatoire Z + 1 ol Z — %B(n,1/2).

3) Remarquons que, pour touti,j € [1, n+1] :

p([xzi]n[Y=j])=ﬁ(ifl)(jfl)z(%(il))X(%(jil))

=P(X =1) xP(Y =),

donc les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
4) Posons Z =X — 1 et déterminons sa loi :
* Puisque X(Q) C [1, n+1] et que Z =X —1, alors Z(Q) [0, n].
* Prenons k € [0, n] et calculons P(Z = k) :

€[1,n+1]

= 1 n
p(z:k)=P(X—1=k)=P(X=’<+1):E((kﬂ)—l)
(@@

On constate que Z — 98(n,1/2), dont on tire immédiatement : E(Z) = %
VZ)=n} (1-1)=1.

Puisque X = Z + 1, par linéarité de I'espérance, E(X) = E(Z)+1 =5 +1et
V(X)=V(Z)= 3.

Conclusion: Z:=X—1< %B(n,1/2), EX)=35+1 et V(Z)=73.
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5) Pour tout couple (i, ) € [1, n+ 1]?, on pose b; j =Px_j(Y =1).
Comme les variables X et Y sont indépendantes, le conditionnement est sans
effet et on obtient :

1

6) « Lexpression des coefficients b; ; ne dépend pas de j, ce qui indique que
toutes les colonnes de la matrice B sont identiques, donc rg(B) < 1.
Comme la colonne C; n’est pas nulle, rg(B) = 1 et ainsi, rg(B) = 1.

 Im(B) et Ker(B) sont deux s.e.v. de R™*!, dont on va donner des bases.

* On sait que dim(Im(B )) = rg(B) = 1 : il suffit de trouver un vecteur non
nul de Im(B).
Comme l'image d’'une matrice est engendrée par ses colonnes, on peut

prendre
vi=21G=((5), (5), s () R

et alors (V) est une base de Im(B).
* Par le théoréme du rang matriciel :

dim(Ker(B)) =n.(B)—rg(B)=n+1—1=n.

On cherche donc n vecteurs linéairement indépendants de Ker(B).

Puisque C; —C,; = 0,47 ; pour tout j € [1,n],

les vecteurs V; :=(0,...,0,1,0,...,0,—1) de [R™*1, avec le coefficient 1 en
position j, appartiennent tous a Ker(B).

De plus, la famille (V;,...,V,) est libre car :

0 O 0
0 : 0 .
rg(VlJ"')Vn)zrg 0 >rg .
: 0
0 1
1 1 1 0 1 nn
- - T n+1,n ’
=rg(l,) =n=Card(Vy,...,V,).
7) En posant C := C; la premiere colonne de la matrice B et
L:=(11 .- 1)€ #;,+1(R), on obtient immédiatement : B=C x L.

8) Gréice a I’écriture de la question précédente :

B?=(CxLP=Cx(LxC)xL.

Remarquons que L x C est une matrice de taille 1 x 1 dont le coefficient vaut :

n+1 n+l n+1
Z 1 Ci = ch = Z bk,k = tr(B).
k=1 k=1 k=1

On en déduit :

B2=Cx (tr(B).1;) x L =tx(B).(C xI; x L) =tr(B) . (C x L)
=tr(B).B.

9) -« D’aprés la question précédente, la matrice B admet pour polyndéme annu-

lateur P := X% —tr(B)X.
n+1

Puisque tr(B) = > & (") =1, il sagitde P=X2—X =X (X — 1).

Comme ce polynéme est scindé a racines simples sur IR, la matrice B est
diagonalisable sur IR.

* Gréce a ce polyndme annulateur, les valeurs propres de B se trouvent parmi
les racines de P, soit O et 1.

* Nous avons vu que dim(KerB) = n = 1 : cela prouve que O est bien une
valeur propre de B.

* Pour prouver que 1 est bien valeur propre de B, constatons que C est vecteur
propre de B le vecteur C est non nul et :

BC=(C><L)><C=C><(LxC)=Cx(tr(B).Il)=tr(B)C
=C.

Conclusion : La matrice B est diagonalisable, et Sp(B) = {0, 1}.

INP PSI 2025

Exercice 2

On considére un espace probabilisé (2, T, P).
Soit A € R} et X:  — IR une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de para-
meétre A.

1) Puisque X — #(A), on sait que X € L2, et E(X) = A, et que V(X) = A.
2) Puisque X € L2 et que A > 0, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’applique et
donne :
Vx)
22

P(|X—EC)|> 1)< cad. P(|X—2A|=21)<

>
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3) Justifions que {X > 21} C { |X—A|= A}.
Prenons w € Q) quelconque, et supposons que w € {X = 27L}.
Alors X(w) = 2 A. Mais alors : X(w)—A = A, et a fortiori :

|X(w)— 2] > X(w)—2> 2.
On en déduit que we{lX—)Ll?k}.
=

4) Puisque {X > ZA} C {|X—/1|
égalité de Bienaymé-Tchebychev :

)L}, par croissance de la probabilité et l'in-

P(X>27L)<P(|X—M>A)<%.

5) La fonction Gy est la somme de la série entiere suivante :
An
ZP(in)t” =Ze_l—'t".
n=0 n=0 n

Etudions son rayon de convergence R. En tout point r > 0, on constate que :

Al (Ar)"  cc
et =gt 0.
n! n! n—00

Ainsi, R > r, et en faisant tendre r vers +00, R =+00.
Conclusion : La somme Gy de cette série entiére est définie sur R tout entier.
6) Explicitons Gy :

oo oo
Al A)"
. _ A n_ -2 WL _ a2t
VteR: Gx(t)= E e n!t e E y e e
n=0 n=0
=eMt—1).

7) Fixons t > 1 et a € R. Remarquons que [X = a] C [t > t%].

Pour cela, supposons que X(w) = a.

En multipliant par In(t) 2 In(1) =0: X(w) In(t) = a In(t),

et en appliquant I'exponentielle, croissante sur R :  tX(®) > ¢,

Ainsi, par croissance de la probabilité :

P(X = a) <P(tX > t%),

et appliquant linégalité de Markov & la variable positive Y = t¥

seuil f:=t*>0:

au

E()  Gy(0)
te o
Gy (t)
te

P(X = a)<P(tX=t%) <

Conclusion: Va€eR, Vt=>1: PX>=a)<

8) Appliquons ce qui précede avec a < 2A et t « 2:

Gy(2) e DA e\*

9) Parmi les inégalités obtenue en 4 et 8, la plus précise est celle qui a le plus petit
majorant.
On compare les logarithmes des majorants : par stricte croissance de In sur R, :

A In(A
12(2) & —In(1)> 2 (1-In(4)) n;)

Lénoncé donne : e-(In(4)—1) > 1,05, doncIn(4)—1> 12,
In(A)
)

1

<In(4)—1.

En outre, I'étude de la fonction ¢: A — sur ]0,+oo[ montre que cette
fonction atteint son maximum en e, ou elle vaut 1/e. Ainsi :
In 1 1
() 1 _105
A e

<In(4)—1.

. 1 e\
On a donc toujours — = (—) .
A 4

Conclusion : Linégalité trouvée en Q8 est meilleure que celle de Q4, et ce,
quel que soit A > 0.

INP PSI 2020
Probléme]
Les matrices de Kac
I — La dimension 3
01 0 0 -1 O
SoitA=[2 0 2)etB=|2 0 -2
01 0 0 1 0
1) Le polyndme caractéristique de A est donné par :
X -1 0 X 0 —X 1 0o -1
ga=detXl;—1)=|—2 X —2|=|-2 X —=2|=x|-2 X -2
0 -1 X 0 -1 X 0 -1 X
1 0 0
=X|-2 X -4 =X‘i(1 }4‘—)(()(2—4)
0 -1 X

=X (X —2)(X +2).
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2) Le polynéme y, est scindé a racines simples sur R, donc A est diagonalisable
sur IR et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.
Les valeurs propres de A sont les racines de y, : Sp(A) = {0,2,—2}.

3) e Calculons le polynéme caractéristique de B :

X 1 0 X 0 X 1 0 1
yp=det(XIl,—B)=|-2 X 2|=|-2 X 2|=X|-2 X 2
0 -1 X 0 -1 X 0 -1 X
1 0 0
X
=X|-2 X 4 =X‘_1 ;‘zx(xz+4).
0 -1 X

X2 + 4 est irréductible dans IR[X] car de degré 2 et de discriminant
A=-16<0.
Dans C[X], ce polynéme se factorise : yz =X (X —21i)(X +21).
e Deplus: iyz(iX)=i(iX)({iX—21)({X +2i)
=i*X(X-2)(X +2)
= xa(X).

4) -« Sur(, yp estscindé aracines simples, donc B est diagonalisable sur C, ou ses
sous-espaces propres sont des droites vectorielles de C3. Ses valeurs propres
sont : Spg¢(B) ={0,2i,—2i}.

e Sur IR, yp n’est pas scindé donc B n’est pas diagonalisable.
B n’a plus qu’une valeur propre : Spr(B) = {0}.
Cette valeur propre étant simple, la dimension du sous-espace propre asso-
cié reste égale a 1.

1 0 O 1 0 0
Onconsidéere D=0 i O et A=|0 /2 0
0 0 —1 0O 0 -1

0 i 0
=|—-2i 0 2i

0 —-i 0
=—iB.

6) Pour les mémes raisons, la matrice A est inversible et :

1 0 0 010 1 0 O
ATTAA=0 1/¥/2 0 |x[2 0 2]|x|0 v2 0
0o o0 -1 010 0 0 -1
0 1 o0 1 0 0
=({v2 0 V2]|x|0 V2 0
\0—10 0 0 -1
[oﬁo
=(v2 0 —v2
0 —v2 0

La matrice obtenue est symétrique réelle, donc diagonalisable.
La matrice A est semblable sur R a une matrice diagalisable sur R, donc elle
est elle-méme diagonalisable sur R.

Il — Etude d’un endomorphisme
Soit n € IN* fixé. Pour tout k € [0,n], on pose

R— C
x —> cosk(x) sin"*(x).

fr:

On pose aussi :  V,, = Vecte(fo, fi,---» S n)-
7) * Montrons que (fy, f1, ..., f,) estlibre. Soit (ag, ay,...,a,) € C**! tels que

> oy fr = (x — 0). Prouvons que tous les a; sont nuls. Ona:
k=0

5) La matrice D est diagonale et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. n . .
Elle est donc inversible, et : Vx€R, ay cos”(x) sin" " (x) = 0. ()
k=0
1 0 0 010 1 0 O En x = 0, puisque sin(0) = 0 et que cos(0) = 1, tous les termes dispa-
D'AD=|0 1/i 0 |x|2 0 2|x|[0 i O raissent sauf celui pour k =n : on obtient a,, = 0.
0o o -1 010 0 0 -1 Pour tout x € R tel que x # 0 [«], on peut diviser () par sin(x) # 0 et
obtenir :
0 1 o 10 0 .
= —21 0 —2i|x|0 i 0 k < n—k—1
x€R/x#0 [& oy cos (x) sin x)=0.

P ol DS v /aé[],;k (x) (x)
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En faisant tendre x vers 0, on obtient cette fois que a,_; = 0. Cela permet d’écrire la matrice de ¢, dans la base (fy, f1,.--,fn) :
En itérant le procédé (diviser par sin(x) puis faire tendre x vers 0), on annule

successivement tous les a. 0 -1 o ... ... 0
Conclusion : La famille (f, f1,...,f,) est libre. n 0 -2
* De ce fait, cette famille est une base de V,, 0 n—1 0 -3 ° .
d’ou: dim(V,) = Card(fy, f1,.--,fn) =n+1. g fcnatf )(¢n) =" " " | =B,
8) ¢ Soit k € [0,n]. La fonction f; est dérivable sur IR en tant que produit de o : ' ' - 0
fonctions usuelles dérivables. Sike€[1, n—1]: : . 2 0 —n
\ )
o ... ... O 1 0
f{ = (cos* sin"*Y
=k cosk™! x (—sin) x sin"* + (n—k) cos® x sin" ! x cos 9) Pour k € [0,n], posons g,: R— €, x — e!k=x  Alors :

=—k cos*! sin" ¥ + (n—k) cos"*! x sin"*!

Vxe |R, gk(x) — el(zk—n)x — elkx % el(k—n)x — (el)() x (e—lx)
:_kfk71+(n_k)fk+levn k n—k
= (cos(x) +i sin(x)) X (cos(—x) +i sin(—x))
Sik=0, fy=(sin")Y =nsin""' xcos =nf; €V, n—k
etsik=n, f/=(cos") =ncos" ! x(—sin)=-nf, ; €V, ’

Conclusion: Yke[0,n], f/€V,.

= (cos(x) +i sin(x))k X (cos(x) —i sin(x))

10) Poursuivons en appliquant la formule du binéme de Newton :

* Considérons l'application ¢,: | V, —V, x ek
fo—f. VxeR, gx)= (cos(x) +i sin(x)) X (cos(x) —i sin(x))
Vérifions que ¢,, est un endomorphisme de V. k
L = Z k cos? (x) i sin* P (x)
Prenons g := Y. a; fi € V, quelconque. - 4 \p
k=0 p=

Alors g est dérivable sur IR, et par linéarité de la dérivation : koo
> ( ) cos1(x) (=)™ sin"*9(x)
=0 ~ 1

n / n
/ /
g = (Z akfk) =D o flEV,

k=0 k=0 En développant le produit, on obtient la somme rectangulaire suivante :

car les f; sont dans V,, et V, est un espace vectoriel. nkeq (o) () (M= K N o)
Ceci démontre que ¢, est correctement définie (I'espace d’arrivée est respecté). gr(x) = Z (=1t (p) ( q ) cos?™(x) sin" P (x)
Les espaces de départ et d’arrivée étant égaux, il suffit de prouver la linéa- Ogjgifk
rité de ¢,, pour prouver que c’est un endomorphisme : O\ (n—k
o -3 e ()0 @
Vg,heV,, Va,p€C, ¢,(ag+ph)=(ag+ph)=ag +ph 0<p<k p q
<q<n—k
=a¢,(g)+ B Pn(h), osasn
Ceci prouve que g; € Vect(fy, f1,---,fn) = V.
gréce, encore une fois, a la linéarité de la dérivation.
Conclusion : ¢, € £(V.). 11) Pour tout k € [0,n], ona:
o TVanr : P — d r; i
D’aprés le premier point : ¢,.(fo) =nfi, VxeR, gl/((x) = (el(zk—n)x) — i (2k — n) el 2k
Vke[Lnl, ¢.(fi)=—kfis+n—Kk) fisr, ‘ ( )" i@k
onc =g, =i(2k—n) g.
Dalf) =—nfus. Prl8) =8 8
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La fonction g;, non nulle, est vecteur propre de ¢, pour la valeur
propre i(2k —n). Cela fournit (n+ 1) valeurs propres distinctes de ¢,,.
Comme dim(V,) =n+1, il ne peut pas y en avoir davantage, et :

$p(¢,) = {iZk—n)s ke [0,n]}.

Puisque Card (Sp(qﬁn)) = dim(V,), 'endomorphisme ¢,, est diagonalisable et
ses sous-espaces propres sont de dimension 1, engendrés par les g; :

Vke[o,n], Eigrn)(p,) = Vect(gy).

12) Comme ¢, est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie,
¢, est un automorphisme si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de
¢,. Ces valeurs propres étant les i(2k —n) pour k € [0,n] :

— sin est impair, (2k —n) l'est aussi donc i(2k —n) ne peut pas s’annuler;
< sin est pair, en prenant k =n/2 € [0,n], 0 est valeur propre de ¢,,.
Conclusion : ¢, est un automorphisme si et seulement si n est impair.

13

~—

La formule (#) donne la décomposition de g sur la base (fy, f1,-..,f,)- Pour
le cas k = n, on a nécessairement ¢ = 0 dans la somme rectangulaire, et :

n

VxeR, g,(x)= Z in® (;)fp(x)

p=0
n
Cest-a-dire : g, = E i”fp(

)% =3 (2) s

n
p=0 p k=0

Le vecteur g, est vecteur propre de ¢, pour la valeur propre in, donc la ma-
trice de ses coordonnées dans la base (fy, fi,...,f,) est vecteur propre de B,
pour cette méme valeur propre. Cette matrice est :

90
(qf ) ol q i=i"* (Z) pour tout k € [0, n].

qn

Puisque le sous-espace propre de B,, associé a in est de méme dimension que
celui de ¢,, c’est une droite vectorielle et il est engendré par cette matrice co-

lonne.
qo

q
Conclusion : Ker(B, —inl, ;) =E;(B,) = Vect( :1 ) ot g := ik (Z)
qﬂ

Il — Les matrices de Kac de taillen +1

Soit n € IN* fixé, A, = (ak’g)lngnH la matrice :
0 1 o ... ... 0\
n 0 2 :
0 n-1 0 3 .
A= o € Mpi1(R)
. . . . . O
: .2 0 n
\0 .. ... 0 1 0)
et Dn = (dk’e)1<k,€<n+1 = dlag(l,l, .. .,in) (S ‘//tn+1(¢)'

14) Prenons M = (my,) € #,(C) et D = (dy) € #,(C), cette derniére étant
diagonale. Le terme général m; , de la matrice D M vérifie :

n+1

Vk,te€[1,p], m;(’e = de,j m; = di g My
=1

card,; =0sij#k. Deméme, le terme général m;, de la matrice M D est :

n+1
"o _
My = Z my;dje=myedgg.
j=1

Conclusion: DM = (dk,k mk’e)lék,lép et MD= (mk’g d€a€)1<k1<p’

15) ¢ Comme la matrice D, est diagonale sans O sur la diagonale, elle est in-
versible et son inverse est diagonale. Ses coefficients diagonaux sont les
Srx == 1/diy = 1/i* pour k € [1,n+1]. Dapres la question précé-
dente :

1
—1A_—
pa= (e

1
: -1 _ -1
71 Tk puis D “AD, = (ik_l Qg i

)1<k,e<n+1 )1<k,e<n+1
_ Ok
= (ak,f 1 )1<k,e<n+1 :

Or, pour tout couple (k,£) € [1,n+ 1] :

kitk+D—k —jk sil=k+1,
i =1 (n—k+2)iF "D =—i(n—k+2) sit=k—1
0 sinon.
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16)

On reconnait ici les coefficients de la matrice —iB,,.
Conclusion: D 'A, D,=—iB,.

Relions les polynomes caractéristiques de A, et B,, comme dans la question 3.
Comme A, est semblable a la matrice —iB,,, elles ont méme polynémes ca-
ractéristiques, d’ol :

Vx€C, xa(x)=yp (x)=det(xI,+iB,) =det((—i) (ixI,—B,))
= ()" det((ix)—B,) = (—)"*" xp, (ix).

Rappelons que les valeurs propres de B,, sont les i(2k —n) pour k € [0, n].
On en déduit que :

Vx e, x estvaleur propre deA, Xa,(x)=0
(=)™ xp,(ix) =0
XBn(ix) =0

ix est valeur propre de B,
dke[0,n] /ix =i(2k —n)
Jke[0,n] / x =2k —n.

11010101

Conclusion : A, admet aussi (n+ 1) valeurs propres distinctes :
Sp(A,) = {2k—n;ke[0,n]}.

A, est donc diagonalisable sur IR et ses sous-espaces propres sont de dimen-
sion 1.

* Pour trouver le sous-espace propre de A, associé a la valeur propre n, il suf-

fit de trouver un vecteur propre.
90
. . q

Avec les notations de la question 13, Posons U = | . ) le vecteur propre
an

de B pour la valeur proprein, etV :=D,U. Alors:

A,V =(D,(-iB,)D;") (D,U)=—iD, (B,U)=—iD, (inU) =n(D,U)
=nV.

Le vecteur V s’écrit :

' rO) (rOY (O
to ||mo| [ro]

Jleey ) o) o

Le vecteur iV est aussi un vecteur propre de A, pour la valeur propre n,

donc il engendre aussi E, (A).
Po
Conclusion : Ker(A—nl, )= Vect(p:1 ) ol p, = (}) pour tout k € [0,n].

Pn
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