Chapitre 16
Equations différentielles linéaires

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R, K désigne R ou C et E un K-espace
vectoriel normé de dimension finie.
On identifie M,, ; (K) et K™.

I Equations différentielles linéaires d’ordre 1

I. A Généralités

Notation : Dans ce chapitre, si u est un endomorphisme de E et x € E, alors u(x)
sera noté u - x.

(Définition 1.1)
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 normalisée toute équa-

tion de la forme :
&) 2 =a(t) z+b1),

ol a est une application continue de I dans L(F) et b est une application continue
de I dans E.
Les solutions de (£) sont les fonctions ¢ dérivable de I dans E telle que :

~

tel,

Vit e I, (t) = a(t) - o(t) + b(t).
L’équation homogéne assocée a (£) est :

(Co)  2'(b)

a(t) - z(t).

Remarques 1.2 : ¢ On retrouve bien les équations différentielles linéaires scalaires
d’ordre 1 si £ =K.

o Les applications a et b sont supposées continues et (u, z) — u-z est bilinéaire
en dimension finie donc continue, donc toute solution de (&) est de classe C*
sur I.

Forme matricielle : systéme différentiel linéaire
Si 'on munit 'espace vectoriel E d’une base B, alors ’équation différentielle :

¥ =a(t) -z + b(t)
se traduit matriciellement par :

X' '=A@t)X + B(t)

ou, pour tout ¢t € I, A(t) = Matg(a(t)), B(t) = Matp(b(t)).
En effet, ¢ : I — E est solution de (&) si et seulement si :

vtel, X'(t)=A({t)X(t)+ B(t)

ou vVt € I, X (t) = Matg(p(t)).
Un tel systeme s’écrit :

Sﬁll = al_,l(t)xl + 4 alyn(t)xn -+ bl(t)

z, = an1(t)z1 + -+ ann(t)zn + by (1)

VY

f_[Proposition 1.4 (principe de superposition) )

Exemple 1.3 :

a' = 2tx 4+ y + cos(t)
y' = 3etz —sin(t)y + 2sin(¢)

=y

y =z

Si 1 et @2 sont respectivement solutions des équations :
' =a(t) x+bi(t) et 2’ = a(t) z+ ba(t),
et A1, A2 € K| alors Aj¢; + Aapg est solution de :

' =a(t) x4+ b(t)

avec : b = \1b1 + Aobo.

Définition 1.5
On appelle probléeme de Cauchy pour I’équation différentielle linéaire

(&) : 2’ =a(t) -z +b(t) sur I, la conjonction de cette équation et d’une condition
initiale : x(tg) =z avec tg € I et xg € E.

f_[Proposition 1.6 (forme intégrale d’un probléme de Cauchyﬂ

Soit (tg,2p) € I x E. Une application ¢ : I — E est une solution du probléme de
Cauchy :
et

(&) 2" =alt) z+0b() x(tg) = xo

si et seulement si elle est continue et vérifie :

Viel, o(t)=x+ / (a(s) - ¢(s) + b(s)) ds.

to
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I. B Théoreme de Cauchy linéaire

Théoréme 1.7 (Cauchy linéaire)

Pour tout (tg,zo) € I x E, il existe une unique solution ¢ du probléme de Cauchy :

' =a(t)-z+bt) et x(ty) = xo.

Exemple 1.8 : Montrer qu’'une solution non nulle d’une équation différentielle li-
néaire homogene : ' = a(t) -  ne s’annule pas.

(Corollaire 1.9)

Soit A : I — M,(K) et B: I — K" des applications continues. Pour tout
(tg, Xo) € I x K", le probléme de Cauchy :

admet une unique solution.

\. J

Remarque 1.10 : Cela correspond a un systéeme de n équations différentielles li-
néaires scalaires avec une condition initiale pour chaque inconnue.

I. C Espace des solutions

_(Théoréme 1.11)

Soit (&) : &' = a(t) - © une équation différentielle linéaire homogene.

Alors Sp l'ensemble des solutions de (&) est un sous-espace vectoriel de F(I, E) et
pour tout ty € I, 'application :

P SO — F

est un isomorphisme.

\. J

r_(Corollaire 1.12)
Avec les notations du théoréeme précédent,

dim Sy = dim E.

\. J

’iProposition 1.13)

Soit (¢1,...,ps) une famille de n = dim E solutions de (&) : 2’ = a(t) - x, les
assertions suivantes sont équivalentes :

o (¢1,...,%n) est une base de Sy ;
o Jtg €I (p1(to),-..,¢n(to)) est une base de E;
o Vtel|(pi(t),...,pn(t)) est une base de E.

\. J

Exemple 1.14 : reprise de ’exemple 1.3 :

Théoréme 1.15)

L’ensemble S des solutions de o’ = a(t)-z+b(t) est un sous-espace affine de F(I, E)
de direction Sy l'espace des solutions de ’équation homogeéne associée.

Remarque 1.16 : Si ¢ est une solution de (£), alors S = ¢ + Sp.

II Systemes différentiels linéaires homogeénes a co-
efficients constants

II. A Exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

(Définition 2.1)

o Soit M € M, (K), la série > J\z—,k converge absolument, on note e ou exp(M)
sa limite.

e Soit a € L(E), la série Y ak—A, converge absolument, on note e® ou exp(a) sa
limite.

Proposition 2.2)

Soit D = diag(dy, . ..,d,) une matrice diagonale.
Alors :
el = diag(e?, ..., e).

Exemples 2.3 :

vt e R, etln = en particulier : e =

Proposition 2.4)

Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente.
Alors :

n—1 k
N N
el = -
k!
k=0
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Proposition 2.5)
Soit A, B € M, (K) et P € GL,(K). Si B= P~1AP, alors :

B =pledp

Remarque 2.6 : En particulier, si A est diagonalisable : A = PDP~! alors :
e = PeP P~ ou eP est diagonale.

Proposition 2.7)

Soit A € M,,(C). Si les valeurs propres de A, comptées avec multiplicité, sont :
M, ..., A, alors celles de e sont e, ..., eMn.

Attention : Ce résultat est faux pour le spectre réel d’'une matrice réelle.

Contre exemple 2.8 : A= (_OW g) € My(R).

Remarque 2.9 : SiY est un vecteur propre de A pour la valeur propre A, alors c’est

un vecteur propre de e? pour la valeur propre e*.

Proposition 2.10)

Soit a € L(F) et B une base de E.
Si A = Matg(a), alors e = Matg(e®).

__(Théoréme 2.11)

, . L(E) — L(E) .
e L’application exp : u ca est continue.
L K) — K .
o L’application exp : M (K) é\:‘l"( ) est continue.

’iThéoréme 2.12)
 Soit a € L(E), 'application ¢ : t — e'® est de classe C! de R dans L(E) et

VtER, ¢/ (t) =aoce® =eoa.

e Soit A € M,,(K), 'application ¢ : t — et est de classe C! de R dans M,,(K) et

VieR, ¢ (t) = A x et =e x A

fiThéoréme 2.13)
e Soit a et b des endomorphismes de E qui commutent, alors :

b b

atb — ¢ 5 b = b o .

e

o Soit A, B € M, (K) qui commutent, alors :

€A+B :€A ><€B =€B ><€A.

II. B Systéemes différentiels linéaires homogenes a coefficients
constants

On s’intéresse dans cette partie a une équation différentielle de la forme :
(&): 2'=a-z

oua € L(E).

C’est & dire & une équation différentielle linéaire homogene z’ = a(t) -  ou la fonction
a: I — L(E) est constante et on identifie alors a & cette constante dans L(F).
Version matricielle : si B est une base de E et A = Matg(a), alors I’équation (&)
se traduit matriciellement par :

X =AxX

c’est a dire :
o
T3 =0a11T1 + -+ a1Ty

!
T, = an17T1 + -+ Ap nTn

rJThéoréme 2.14)
Soit a € L(E),xg € E et tg € R. L’application

¢ : R — F
t — elt—to)a. g0

est 'unique solution du probleme de Cauchy :

¥ =a-x et x(ty) = x0.

t—to)

Remarque 2.15 : De méme, ¢ : t — el A X est Punique solution du probléme

de Cauchy :
X =AxX et X(to):XO
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II. C Résolution pratique
On s’intéresse a une équation homogene de la forme :
X' =AxX
avec A € M, (K), dont les solutions sont les fonctions ¢ — e/4V avec V € K.

Pour les calculs explicites, on se limite aux deux cas suivants : A diagonalisable ou
dim(E) < 3.

1) Cas général

’_[Méthode 2.16 (par changement de variable) )
1. On diagonalise D = P~'AP ou trigonalise T = P~!AP avec T triangulaire
supérieure (la plus simple possible).

2. On pose Y = P7'X, donc X solution de X' = AX si et seulement si Y est
solution de Y/ = DY ou Y’ = TY : systéme triangulaire que ’on résout ligne
par ligne en remontant.

3. On obtient les solutions & 'aide de X = PY.

~

Remarque 2.17 : On n’a pas besoin de calculer P!,

Méthode 2.18 (par calcul de ’exponentielle) )

1. On diagonalise D = P~'AP ou trigonalise T = P~!AP avec T triangulaire
supérieure décomposable sous la forme T' = D + N avec D diagonale et N
nilpotente qui commutent.

2. On calcule et4 = PetT p—1,

3. On en déduit 'ensemble des solutions.

Exemple 2.19 :
' =x+ 3y
Yy =3z+y
Exemple 2.20 :
' =dx+y—3z
Yy =2x+y—2z
Z=d4x+y—3z

2) Cas ou A est diagonalisable

f_[Proposition 2.21 (hors programme)

~

Soit A une matrice diagonalisable. Soit (V1,...,V,,) une base de vecteurs propres de
Aet Ay, ..., A, les valeurs propres associées. Alors, en notant pour tout k € [1;n] :

(o] "R R — K=
t — eAktL%

la famille (1, ..., @,) est une base de Sp.

J

Remarque 2.22 : En utilisant ce résultat, on obtient ’ensemble des solutions de
(So) a partir des valeurs propres et des vecteurs propres (c’est a dire de la ma-
trice de passage P), mais on n’a pas besoin de calculer I'inverse de cette matrice
de passage.

Exemple 2.23 :
' =x+ 3y
Yy =3r+y
3) Cas ou A est C diagonalisable

Si A € M,(R) est C diagonalisable, mais pas R diagonalisable, alors pour toute va-
leur propre A non réelle, \ est valeur propre avec la méme multiplicité et pour tout V'
vecteur propre associé a A, V est un vecteur propre associé a .

De plus si ¢ : R — C", alors

Vect(p,®) = Vect(Re ¢, Im ¢),

car p =Rep+ilmp,p=Rep —ilmy
et Rep = %,Imap = &2,
Donc, a partir d’une base de solutions complexes, on peut obtenir une base de solutions

réelles.
r=x—y
y=z+y

Exemple 2.24 :
4) Cas ou A est trigonalisable avec une seule valeur propre

Si A est trigonalisable et a une unique valeur propre A, alors A = AI[,, + N avec N

nilpotente. On peut alors facilement calculer e'4.

Exemple 2.25 :
¥ =3cx+y—=z
y' =2y
d=z+y+=z
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III Equations scalaires d’ordre n

(Définition 3.1)
On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n normalisée
une équation de la forme :

~

n—1
&) 24> apt)a™ = b(t)
k=0

ou (ag) ke[o;n—1] est une famille de n applications continues de I dans K et b est
une application continue de I dans K.

Une solution de cette équation est une application ¢ : I — K, n fois dérivable
telle que :

viel, o"M(t)+ ni ak ()™ (t) = b(1).
k=0

L’équation homogene associée a (£) est :

n—1

(M 4 Z ar(t)z™ = 0.
k=0

Remarque 3.2 : Toute solution de (£) est nécessairement de classe C™ sur 1.

On considére (£) une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n et les applica-
tions A : [ — M, (K), B : I — K" définies par

0
0
: . . (0)
At : et B:t—
0 R 1 b(t
—ao(t) —ar(t) ... ... —an_1(t) "

Remarque 3.3 : Pour tout ¢, la matrice A(t) est la transposée de la matrice com-

n—1
pagnon du polynéme P = X" + Y ax(t) X*.
k=0

fiProposition 3.4)

Une application ¢ : I — K est solution de I’équation différentielle (&) si et seule-
o(t)

~

ment si 'application @ : ¢ — est solution du systeme différentiel :

=1 (t)

X' =A@t)X + B(t).

(1)
De plus, toute solution ® de X' = A(t) X+ B(t) est de la forme @ : ¢ — .
D ()
avec ¢ solution de (£).
Théoréme 3.5 (Théoréme de Cauchy linéaire) )
Pour tout tg € I et tout (zg,...,z,—1) € K", il existe une unique solution du

probléme de Cauchy linéaire scalaire d’ordre n :

n—1

2+ "ap(t)z® = b(t) et Yk [05n— 1], 20 (t) = ax.
k=0

fiProposition 3.6)

L’ensemble Sy des solutions de I’équation homogeéne est un sous-espace vectoriel de
C™(I,K) et pour tout ty € I, I'application

S() — K"
e — (p(to), ' (to), ., o""D(to))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

\ J

’_[Proposition 3.7) .

e L’ensemble Sy des solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre n
normalisée et homogéne (&) est un sous-espace vectoriel de C™(I,K) de di-
mension n. S

o L’ensemble S des solutions de I’équation (€) est un sous-espace affine de C" (I, K)
de direction Sy.

Exemple 3.8 : Résolution d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2
a coeflicients constants.
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IV Equations scalaires d’ordre 2

On considere une équation linéaire scalaire normalisée du second ordre :
(&) 2" +ai(t)r’ + ap(t)z = b(t),

ou agp, a; et b sont des fonctions continues de I dans K.

On sait que :

o Despace Sy des solutions de I’équation homogene (&) associée & (€) est de dimension
2;

o si ¢, est une solution de (£), alors I'ensemble S des solutions de (E) est le sous-
espace affine :

S =¢p+So.

o d’apres le théoréme de Cauchy linéaire, pour tout to € I et (xg,z1) € K2, le pro-
bléme de Cauchy :

LL'// + alx'(t) =+ aox(t) = b(t) et I(t()) = Xy, x/(t(]) =

admet une unique solution.

IV. A Wronskien

(Définition 4.1) .
Soit 1, o deux solutions de I’équation homogene (&£y). On appelle wronskien du
couple de solutions (¢1, ¢2) l'applicaction :

Weoioo + I — K

t —s det (:2 Eg

\. J

’iProposition 4.2)

Le wronskien d'un couple (1, ¢2) € Sy? est solution sur I de I'’équation différen-
tielle linéaire homogene d’ordre 1 :

~

' +ay(t)z = 0.

\. J

Exemple 4.3 : pour une équation z” 4 ¢(t)x = 0, le wronskien d’un couple de solu-
tions est constant.

(Théoréme 4.4)

Soit @1 et @y des solutions de (&) et W le wronskien du couple (¢1,p2). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

e (p1,¢2) est une base de Sy ;
o« el |W(t)#0;
e Ve I,W(t) #£0.

\. J

IV. B Meéthodes de résolution d’une équation homogéne

Méthode 4.5

On cherche des solutions évidentes. ]
Méthode 4.6

Rechercher une solution polynomiale, on commence par raisonner sur le degré. ]

Exemple 4.7 : Déterminer les solutions polynomiales de I’équation :

(t*+2t — Da” + (t* — 3)a’ — (2t +2)z = 0.

’_[Méthode 4.8 (solutions développables en séries entiéres))

1. On considére ¢ une fonction développable en série entiére sur |— R ; R[ avec R > 0
et exprime le membre de gauche de I’équation sous la forme d’un développement
en série entiere;

2. L’unicité du développement en série entiére permet de traduire (par équivalence)
I’équation en une condition sur les coefficients ;

3. On vérifie si les coefficients obtenus correspondent a une série entiere de rayon
de convergence non nul (c’est la condition que ’on a supposé au départ pour ).

4. On peut éventuellement reconnaitre un développement en série entiére usuel.

\ J

Exemple 4.9 :
2+t =0

Méthode 4.10 (on connait une solution qui ne s’annule pas sur 1))

Soit f une solution de I’équation homogene qui ne s’annule pas sur I. On cherche
une solution sous la forme Af avec A € C%(1).

La fonction Af est solution de &£ si et seulement si A est solution d’une équation
d’ordre 1.

Exemple 4.11 : Sur ]0; 400 :

oz
1

T _Z )
T +t 2
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IV. C Meéthode de variation des constantes

Supposons connue (1, ps2) une base de 'espace Sy des solutions de I’équation homo-
geéne (&). La méthode de variation des constantes consiste & chercher une solution de
(&) sous la forme :

© = A1p1 + Aapo avec A1, Ao dérivables sur I.

tels que A1 + Mo =0

Donc :
@" + a1¢’ + aop = Nj@} + Ay

Ainsi, ¢ = A1 + A2ips est solution de (&) si :

Aip1+ Agpa = 0
191 + Agpp = .

Le déterminant de ce systéme est le wronskien, il ne s’annule pas car (¢1, ¢2) est sup-
posé étre une base de Sy. Cela permet ainsi de déterminer \] et A\5. En primitivant on
en déduit une solution de (£).

Exemple 4.12 : résoudre sur |0;+o00] :

x”—l—fx’—lx:?)—l
t 12 12

V Equations non normalisées
Etant donné une équation différentielle linéaire scalaire de la forme :
an(®)x™ + - 4 ag(t)z = b(2),

si la fonction a, ne s’annule pas sur l'intervalle I de résolution, alors en divisant par
an(t), on se raméne & une équation normalisée.

(Méthode 5.1) .

Pour résoudre une équation différentielle de la forme a,, (t)z(™ + - - - 4 ao(t)x = b(t)
lorsque a,, s’annule sur [ :

e on résout ’équation sur tout sous intervalle de I ou a,, ne s’annule pas;
e On effectue un racordement par analyse-synthese :
— prolongement par continuité aux points de racordement ;

— vérification de la dérivabilité en ces points;

— vérification de I’équation différentielle.

Attention :

ment 'ordre de 1’équation.

¢ le probléeme de Cauchy n’a pas nécessairement une unique solution.

Exemples 5.2 : 1. tz' —x=0sur I =R.

2.
3.
4.

tr' —2x =0sur I =R.

tm’+2x:1i%surI:R.

2t%z" — 5ta’ + 5z = 0 sur R
on cherchera des solutions sous la forme ¢ — ¢ sur ]0; 4o00[.

e la dimension du sous-espace Sy des solutions n’est pas nécessaire-
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