Corrigé du DM 15 : CCINP 2024

Probléeme

Q1. La famille (#)RGN* est sommable d’apres le théoreme de Riemann. Donc par
sommation par paquets (séparation des termes d’indices pairs et impairs) :

.3 1 _ 1 _
donc : 3 = @nt1)Z — 8 donc
k=1 n=0
+o0 1 2
@t 6
Partie I

Q2. Les fonctions sin et ¢t + t"*! sont de classe C' sur R, donc leur composée
fix— (sinx)"! est de classe C! sur R et

‘ Ve eR, f'(x) = (n+1)cosx(sinx)™. ‘

Par intégration par parties avec :

{f(x) = (sinz)"*! g(x) = —cosx

fl(x) = (n+1)cosz(sinz)” ¢'(z) =sinz

™

2
Wogo = / (sinz)" ™ sinz dz
0

[ME]

=[- cos:r(sinx)”“]og +/O (n +1)(sinz)" cos?(z) dz

™

=(n Esinx" — (sinz)?)dz
—<+1>/0< (1 = (sinz)?) d
= (n+ 1) (Wy, — Wyo)

donc :

| VR EN, (n+2)Wopo = (n+ )W, |

Ainsi, Vn € N,
2n
Wapt1 = il > Wan—1
n
I1 (2k)
= nk:l x Wy (par récurrence)
IT(2k+1)
k=1
Or
[[@k) =2"]]k=2"k
k=1 k=1
et
(2n+1)! = (H(%)) X (H(2k+ 1)) = 2"n! x (H(2k+1)>
k=1 k=0 k=0
donc :
. 2n +1)!
[[eE+1) = @n+1)!
2nn!
k=0
de plus :
Wi :/2 sinxdx =1
0
Donc

2n (12
Vn € N, W2n+1 = %

le résultat étant donné dans I’énoncé, il est aussi rapide de faire la démonstration par
récurrence. C’est sans doute ce qui était attendu.

Q3. Par développement en série entiére usuel, pour tout ¢ € |—1;1],

(14+1)"7 = io (—3)(-3 - 1);1.!. (=3-n+1),,

=X 1x3x-x(2n-1),,
-3 :
— 27n!

+oo

n_ (20)!
=Yy —
7; 2! 1 (28)

tn
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l

- Z n22n TL' t”

et pour tout z € |-1;1[, —2* € |-1;1[ donc :

Vo €151, ey = (14 (—22)) 7% = z P N

n=0

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme des séries entieres sur leur intervalle
ouvert de convergence, Vo € |—1;1]

—+00
(2n)! In+1
Arcsinz = Arcsin 0 + ,;) mt

+oo
_ Z (2n)! s2n+1
22n(nh2(2n 4+ 1)

Donc :

+oo

1[, Arcsinz = > ___(m)t ong1
n=0

Vr € |- 277 (nN)2(2n+1)

Q4. Soit z € [0; 5[, donc t =sinz € [0;1[ C |-1;1]

donc : Aresint = 5% @l _jonp
onc : Arcsin Z 22n ()2 (2n+1) .

z [ donc Arcsint = Arcsinsinx = x, donc :

Deplusz €]|-5; 7

Vz € [0;%[ T = Z W%(Sinx)%ﬁ-l.

Q5. On pose pour tout n € N, f,, : x +— %(bm x)?"*L Pour tout n € N, f,,

est une fonction continue et positive sur [0; 7| et la série ) f,, converge simplement
sur [0; 5[ vers la fonction x + x (qui est continue sur [0; Z[).

Donc d’apres le théroéme d’intégration terme & terme positif (dans [0; +o0]) :

g+

2277, nl

Zn Y (sin x)2”+1> dz

N N
; </ R TR d)

Q6. D’apres la question Q4,
T 400
2
/ Z —( n) (sinz)?" ™) dx
22n(nh2(2n 4+ 1)

%
:/ rdx
0
,1(1)2
T 2\2

et d’apres la question Q2, pour tout n € N,

/’2' (2n)!

0 227(n1)2(2n+1)
e

C 22 (ph)2(2n + 1)
_ 1

C (2n+1)2

Donc, d’apres la question Q5,

Ainsi, d’apres la question Q1,

Partie I1

Q7. Soit z € ]-1;1[, donc |m2| < 1 et par développable en série entiere usuel,

1 1
2 —1 1— 22

+oo
-3
n=0

Donc
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Et N
1 1 )
1
/ e P :/ g —z*Inz | da,
0 x2 -1 0 0

or pour tout n € N, f,, : z — —z*" Inx est une fonction continue et positive sur ]O 1[
et la série de fonctions Y f,, converge simplement sur ]0; 1[ vers la fonction x — -
(qui est continue sur ]0;1[). Donc d’apres le théoréme d’intégration terme a terme

positif, dans [0; +oo],
1 1 —+o00
1
/ 2n:1c dx:/ (E —x2"1nx> dx
o »°—1 0

n=0

= Z (/ x2”1nxdx)

n=0

Or, pour tout n € N, par intégration par parties avec

2n+1

{f(w)=1nw g(z) = For
fllay=1  g(a)=—a?

et 2"l ng —> 0 et par croissances comparées, 2" Inz —> 0,
x—0

1 1 x2n
/ —x2”1nxdx:0—|—/ dx
0 0o 2n+1

B 1
C (2n+1)2

Donc

1 Inz e 1
fO T2 — d ZO (2n+1)2"
n=

Q8. Soit la fonction

g ¢ [0;400? — R
(.T, t) — Arcltirtlz(a:t)
o Vte[0;+00[,g(,t): x> mcfii;@ est continue sur [0; +oo],

o (Vxe[0;+00],g(z,.):t— Arcltiir;(“) est continue sur [0; 400],)
e domination : Vx € [0;4o00[,Vt € [0; +0o0],
™ 1
t —
Or la fonction ¢ : ¢ = 5 X 157 est continue sur [0;+oo] et p(t) = O (%) et

t—+o00
t+— % est une fonction de Riemann intégrable en +o0; donc ¢ € L'([0;400]).

Donc, d’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametres,

‘ La fonction f est bien définie et continue sur I'intervalle [0; +oo]. ‘

Q9. Avec les notations de la question précédente,

. . Arctan(zt)

o Vo €[0;+00f,g(z,.) : t = R
Q8,

o YVt € [0;400[,g(.,t) + &

z €10;1], 390(9: t) =

est intégrable sur [0; +oo[ d’apres la question

Arcfii%m est de classe C! sur ]0;1], et pour tout
1t
T+t2 1+(act)2

o (Vx €[0;+00], a—g( )it X 5z est continue sur [0;+00],)

e 1+(:rt
+ domination : Va € ]O,l],Va: €10;al,vt € [0; +o0],
dg t 1
t) < X
’636( )‘ 14+¢2° 14 a2¢t?

Or la fonction ¥ : t —

1
et ’(/J(t) xT—+00 a?t? t—>+oc

en +o0; donc ¢ € L*([0; +00]).

Donc, d’apres le théoréme de Leibniz,

1+t2 X 1+a2t2 est contlnue sur [0;+oo]

O ( t3) et t — 3 est une fonction de Riemann intégrable

La fonction f est de classe C! sur ]0;1] et

+oo
Vo €01, f/(2) = Jg (1+t2)(t1+w2t2) ds.

Q10. Pour tout xz € ]0; 1] et tout ¢t € [0; +o0],

t %t (1—a22)t

T+82  1+222  (1+2)(1+222)

Donc, pour tout z €]0; 1],

+oo (1 —:CQ)t
17 2 ! —
-7 = | amnes
+oo t 2
:/ ozt q
o 1+t 14 t%a?
1 +oo
=5 In(1+¢*) —In(1+ thZ)}O
1 142 1+
=— |ln(——=
2 [ 122,
= 1 In i —Inl
2 2
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=Inx

Donc
Vo €]0;1], f/(x) = 5.
Q11.
/+°° Arctant
0 1412
“+o0o
= / Arctant x Arctan’ ¢t dt
0
_1 [(Arctan t) ]
2
1. .
2 4
Donc :
2
) =1%.

De plus, f € C'(]0;1]), donc Vo € ]0;1]

l/fﬁﬁh=ﬂn—f@)

et f est continue en 0, donc

1 , 7_r2 “+o0 71.2
Af@ﬂhﬁw—ﬂng—A 0at ="

De plus, d’apres la question Q7,
1 1
Int 1
"(t)dt = —dt = —_—
/Of() /Otz—l §(2n+1)2
+oo

Donc : Y, m = %2 et d’apres la question Q1,
n=0
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