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Probléme n°1 : eLectrosTATIQUE v
) AY T
1°) Le systtme de coordonnées le plus approprié¢ est le systeme de 7 /
|coordonnées cylindriques|. r 1.7 g /

P /

2°) M étant un point quelconque, le plan (M, i,., U,) est plan de symétrie pour la 1-7 r 7T
distribution de charges, donc aussi pour ? . Or M appartient a ce plin donc E").(M ) ~ e ,/ 0 .
est contenu dans ce plan. Il en est de méme pour le plan (M, U, Uy) du fait du />\ @ >

caractére infini du cylindre. E (M) qui est contenu dans ces deux plans est donc a O a

en définitive . On peut noter au passage que ceci n’est vrai qu’en <——><—>
dehors de I’axe Oz. Sur cet axe, le champ électrique est nul puisqu’il doit étre a la fois porté par 1, et contenu dans tous les
plans contenant Oz, donc aussi porté par .

3°) A ce stade, on a E (M) = E(r, 6, z) U,. L’invariance de la distribution de charges par toute rotation autour de Oz et toute
translation selon Oz, entraine que E (1, 8, z) est en réalité seulement une fonction de r : E 1 M ) =F ( ri ﬁ; .

4°) On prend comme surface de Gauss un cylindre d’axe Oz, de rayon r > R et de hauteur h, s’étendant par exemple de z = 0

2 2 N Z
a z = h. Le théoréme de Gauss donne E(r)2nrh = an—Rh, puis E(r) = % etenfin |E(M) = PR U,
0 0

2€qT

L’équation de Maxwell-Gauss div E= Eﬂ permet de s’assurer que I’unité du champ électrique est celle de Eﬂmultipliée par des
0 0

métres, donc que le résultat précédent est bien homogéne.

En utilisant la relation E = — gradV, on obtient
PR _ OV
2er  or’
-l
r 62
v
et0 = ~ % ]
s . , . . . av R .
Les deux derniéres équations permettent d’affirmer que V ne dépend que de r. La premiére devient donc — = f —, qui donne
0
N . R?
aprés intégration [ = — ZTln(r) + K.
0
La relation E = — gradV permet d’établir que I'unité de V' est celle du champ électrique multipliée par des métres, donc que

I’expression de V est homogéne, vue 1’expression de E trouvée plus haut.

5°) On reprend rapidement l'ensemble des questions dans le cas ou p(r)=pg+ar, a et po étant positives : Le systeme de

coordonnées le plus approprié est toujours le systéme de [coordonnées cylindriques.

Pour les mémes raisons que plus haut, E (M) est Borté par U,|. L’invariance de la distribution de charges par toute rotation autour

de Oz et toute translation parallélement a Oz, conduit & nouveau a E (M) = E(r) d,].
On prend a nouveau comme surface de Gauss un cylindre d’axe Oz, de rayon r > R et de hauteur h, s’étendant par exemple de

z =042z = h. Le théoréme de Gauss donne E (r)2nrh = éfOR fozn foh(p0 + ar)rdzd@dr ,

. 2mh R 21h R? R3 N R? R\ -
puis E(r)2nrh = :_Ofo (po + ar)rdr = :—0(p°2 + aT) et enfin [E(M) = e(,_r(% + %) Uy

1)
N o op2 —
6°) On utilise le théoréme de superposition : E(M) = PR oM +

2€91

2 IR 2
R 0,M, soit [F(M) =&(
0

0,M  0M )
r? 26g i

p
2€ r? r2

7°) a) Le plan yOz étant un plan d’antisymétrie pour la distribution de charges, c’est aussi un plan d’antisymétrie pour le
champ électrique donc en M, qui appartient a ce plan, le champ électrique est normal au plan, donc paralléle a Ox|.

b) D’aprés le 6°), et en utilisant le fait que si M est sur I’axe Oy, r; = r, = /¥? + a?, on peut écrire :
N 2 — s — 2 - N _ 2
EM) = L(021\/1 - 01M) =P __0,0{,do0[E(M) = =223

269(y2+a?) 260(¥2+a?) ea(y?+a?) A

8°) On utilise le théoréme de superposition et les résultats du I) :

—pR? 2 2
V= —%ln(rl) + K, — %ln(rz) + K, soit, en posant Kz = K; + K, : V = 28 In (:—1) + K3 Puisque I’on impose V = 0 en
0 0 2

2€g

. T s . R?
tout point de 1’axe Oy, c’est-a-dire pour r; = 15, on en déduit K; = 0. Finalement, |V = ZTln (:—1)
0 2

De plus, on a montré que le champ électrique est en tout point du plan yOz normal a celui-ci.
IDonc le plan yOz est une surface équipotentielle], ce qui veut bien dire que le potentiel y a partout la méme valeur.

9°) Une surface fermée en forme de cylindre circulaire, d'axe Oz, enferme une charge nulle puisque les charges négatives et
positives se compensent. D’apres le théoréme de Gauss le flux du champ électrique a travers cette surface est donc nul :

|¢ = #q E.dS = 0|. Inutile de faire des calculs pour cela !
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IPI’Obléme Nn°2 : MAGNETOSTATIQUE| Centrale TSI 2011
I.1. Le champ magnétique est a flux conservatif :

= - —>
Loi locale : |div B =0 Forme intégrale : g’;SS B.dS = 0]; le flux magnétique a travers toute surface fermée

est nul. Autrement dit, le flux rentrant a travers une surface fermée est égal au flux sortant. Le flux de B ne dépend que du
contour fermé sur lequel s’appuient différentes surfaces orientées. Les lignes de champ magnétique ne peuvent pas -

contrairement a celles de £ _ diverger a partir de points sources : absence de « charges magnétiques ».
Carte de champ a) : A(M) = A, (x)u,, donc div A=0 Carte de champ b) : A(M) = Ay(r)tg donc div 4 = 0

Carte de champ ¢) : A(M) = A, ()4, donc div 4 # 0 Carte de champ d) : A(M) = Ayiiy donc div 4 =0
On pourrait aussi s’amuser a dessiner des tout petits tubes de champs pour voir si le flux entrant est égal au flux sortant. Ce
serait le cas en tous points pour a), b), d). Pas pour ¢).

Les cartes de champ [a) , b) et d) sont vraisemblablement celles d’un champ a flux conservatif].

I.2. Equation de Maxwell Ampére en magnétostatique m

Théoréme d’ Ampére en magnétostatique : la circulation du champ magnétique le long d’un contour fermé orienté est égale au

produit de po par la somme des intensités algébriques des courants enlacés par le contour C : ifCB Al = pol yniqce

Champ a rotationnel nul en tout point de 1’espace : [carte de champ c)|. Pour voir si un champ est a rotationnel nul en un point
M, on dessine un petit contour fermé autour de ce point M (de forme telle que le champ soit tantdt paralléle, tantdt orthogonal

au contour). Si la circulation du champ sur ce contour est nulle, le champ est a rotationnel nul au point M (cf Stokes).

Pour un champ magnétique : |carte b) (fil rectiligne), éventuellement a) (solénoide épais)|, mais pour d) la distribution de
courant est difficile & imaginer. Et ¢) pas possible car désaccord avec Maxwell-Thomson.

1.3. Un plan IT est un plan de symétrie pour une distribution de courant si, quel que soit le point M; de la distribution, et son
symétrique M, par rapport a I, J(M,) est le symétrique de J(M;) par rapport a IT.

Un plan IT” est un plan d’antisymétrie pour une distribution de courant si, quel que soit le point M, de la distribution, et son
symétrique M, par rapport a IT°, J(M,) est ’opposé du symétrique de j(M,) par rapport a IT".

§(M) est vecteur « axial » (on dit aussi pseudovecteur) donc les plans de symétrie pour la distribution de courant sont des plans
d’antisymétrie pour le champ magnétique. Et les plans d’antisymétrie pour la distribution de courant sont des plans de symétrie
pour le champ magnétique. Conséquence tres utile : en un point M appartenant a un plan de symétrie pour une distribution de
courant, B (M) est orthogonal au plan.

ke

Le miroir est un plan de symétrie pour la distribution IRV Q RXRIRRXIIX

constituée du solénoide initial et de son image dans le Q

miroir. B(M) est donc antisymétrique par rapport a ce plan, - E [~ L

comme il est horizontal et vers la droite sur I’axe du ::

solénoide de gauche, il est donc aussi horizontal et vers la I~

droite sur le solénoide de droite. Son sens est 1ié au sens du @ @ @ @ @ @ e @ @ @ @ @ @
; ™~

courant dans les spires. Figure 2 € sugid

1.4. a) Le solénoide peut étre |considéré comme infini si £ >> R|

b) On se place en coordonnées cylindriques. B (M) est perpendiculaire au plan de symétrie (M,u,, Ug)

donc B(M) = B(r,6,2) 1.

B ne dépend pas de z par invariance de la distribution par toute translation le long de I’axe (solénoide infini), ni de 0 par
symeétrie cylindrique donc B M) = B(r) u,.

¢) On choisit un rectangle orienté de longueur h : 95C B-di= (B(r1) — B(12) )h Contour d"anm pe e
En utilisant le théoréme d’ Ampére : E

Pour r; <12 <R : Ippiqce = 0 done B(r1) = B(12) = Biy : champ uniforme a

L]
I’intérieur. ::lT | 5
1 F

Etpourr; <R <1, Ona (B(r;) — O)hz# hl, d’ou Bin = po (N/8) 1.
d) Application numérique : [B = 1,26 mT

Les champs magnétiques créés par des courants sont toujours faibles, de I’ordre du an
s le ol de

millitesla.

Avec 1 spire par mm, le fil de cuivre a un diamétre de 1mm. On pourrait y faire

passer un courant de plusieurs Ampéres, mais au-dela, I’effet Joule sera trop important.
11 semble donc difficile d’obtenir un champ plus intense avec la méme configuration.

11 faut superposer plusieurs couches de spires, ou bien mettre un noyau ferromagnétique.
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II Tube métallique dans un solénoide

II.LA.1 On suppose qu’il y a n = (N/¥) spires /m. En prenant i =ir. (!), on obtient [P: = poni@®i |

2
II.A.2 On égalise les deux expressions de 1’énergie magnétique : %Li2 = ZBTOS{’, ot |Lo=pon*£S=puNS /4
0

IL.B 1 Dans le conducteur, il apparait un champ électrique induit E  tel que rotE = —0B /ot .

E (M) est perpendiculaire au plan (M,%,, %,) de symétrie de la distribution de —9B /ot donc E  =E ug

La loi d’Ohm locale donne j = ¢ E :les lignes de champ du vecteur densité de courant électrique induit sont orthoradiales, ce
sont donc des cercles d’axe z’z analogues a des spires : la distribution des courants induits est semblable a celle d’un solénoide,
donc le champ B_l) créé par ces courants induits est porté par z’z.

11.B.2 a) En faisant [ ’analogie avec un solénoide infiniment long avec NI = b#]: Biini= 0 j b et Bjex; =0

b) On a dans le conducteur (loi d’Ohm locale)
I1.C.1 Equation de Maxwell Faraday : rot E= -8B /atl

I1.C.2 Forme intégrale (= loi de Faraday) : soit le cercle d’axe Oz, de rayon a : §C Edi= —d (¢o + 1)/ dt

ercle
d’ou j2nalc = — ma® (dBo/dt + dB,/dt) En complexe : j (2na/c) = — ma’ (im)(Bo + B1) ,
, 3 s . —ma? (iw) 1
d’ou Bi(2na/pocdb) = — ma® (im)(Bo + Bi)  puis Bi=Bo sma——5—— = Bo —5
+ ma“ (iw) -1
poob ugobaw

I1.C.3 Flux du champ total  travers le solénoide : @ = N(Bo +B;) na> +N By (S — ma’) = NBoS + NB;na’

. . do| . . 1
Fem induite complexe : e = — Il (loi de Faraday) e = — (im)N Bo ( S + ma’ = )
ugobaw
II.LD Loi d’Ohm généralisée aux bornes du solénoide :
. . 1 . N . N
U =RoL —e = RyI+ioNS B +ioNBy ma? —5——— == Ro I +ioNS==T+ioN==1ma? —;
poobaw -1 poobaw -1

. . . ma® -1 . ma? it uoo'zba(.)

Etenposant U =Z I, onobtient Z=Ro+iLow+imLo 5 = :Ro+1Low+wLoT T
_poobau) (uoobam) +1
2 1 . 2 1
Z=Ro+2 Lo + o Lo(1 = T )
Hooba (uocbaw) +1 (uocbaw) +1

ma? 1 a2 1

On trouve R(w)=Ro+2L et L(w)=Lo(1 — —
(@) 0 0 Sppoba (—2—)24 1 (©) o( S (—=—)+ 1)
ugobaw Ugobaw




