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(‘Exercice 1:

. . , 3 . .
Soit m un nombre réel. Dans I’espace R°, on considére les vecteurs suivants :

vy =(1,1,m), wg=(2,m+1,2), wv3z=(m,1,1).

On note V le sous espace vectoriel de R engendré par ces vecteurs (autrement dit, V = Vect(vy, va, v3))
1. Déterminez les valeurs de m pour laguelle la famille (vy, vg, v3) est libre. Que vaut alors V 7
2. Pour m = 1, déterminez une base et la dimension de V. Décrire géométriquement.
3. Mémes questions que 2) avec m = —3.
4. Donnez pour m = 0 les coordonnées du vecteur (4,2, 1) dans la base (vy, va, v3).

1. Etudions la liberté de la famille (vq,ve,v3).
On cherche trois réels A, u, v tels que Auy + pus + vug = (0,0,0)
On obtient le systéme :

A+2u+mr =0 A+2u+mr =
A+ (m+1p+v =0 (m—Dpu+(1—my =
mA+2u+v =0 [P0 2-2m)p+(1—-m*)v =0

A4 2u+mry =

(m—1Du+(1-m)ry =0
fo o bataho (B3—2m—-m*r =0
Ce systéme est de rang 3 et n’admet qu’une seule solution si et seulement si m —1 # 0 et 3—2m —m? # 0,
donc si et seulement si m # 1 et m # —3.
Ainsi, pour tout m € R\ {—3,1}, la famille est libre.
De plus, pour m € R\ {—3,1}, la famille est libre, de cardinal 3 et la dimension de R® est 3 : c’est donc
une base de R? et donc V = R3,

2. pour m = 1, on obtient v; = v3 et vy = 2v1, ainsi V = Vect(vy) : c’est un espace de dimension 1 et (v)
est une base. C’est une droite vectorielle, dirigée par v;.

3. Pour m = —3, le systéme obtenu dans la question 1 devient :
A+2u—3vr =0 A

v
—Ap+4v =0 &< p =v
0 =0 v €R

Ainsi la famille est liée et vz € vect(vy,v2) (prendre par exemple v = —1)
Ainsi, V= Veet((1,1,-3),(2,—2,2)). Les deux vecteurs restants sont non colinéaires, donc la famille
((1,1,-3),(2,—2,2)) est libre et constitue une base de V' qui est de dimension 2. C’est un plan.

4. Pour m =0, on a v; = (1,1,0), vo = (2,1,2) et v3 = (0,1,1). D’aprés la question 1, on sait qu’on a bien
affaire & une base.
Pour trouver les coordonnées de (4,2,1) dans cette base, on cherche (z,y,z) € R? tel que x(1,1,0) +
y(2,1,2) +2(0,1,1) = (4,2, 1). On résout le systéme et on trouve que (4,2,1) = 2v; + vy — v3 et donc que

‘les coordonnées de (4,2,1) dans cette base sont (2,1, —1). ‘

(‘Exercice 2:

Une puce effectue des sauts aléatoires sur les trois sommets d’un triangle ABC. A chaque saut, elle peut soit sauter sur place, soit sauter vers un des deux
autres sommets. Les probabilités pour que la place de départ soit A, B ou C sont respectivement notée ag, bg, cg. La puce est obligatoirement sur un des
sommets au départ.

Pour tout n € N, on note A, (respectivement By et Cp), les événements : "aprés le n-iéme saut, la puce est au point A" (respectivement B et C).
On note ay, by et cy leurs probabilités respectives. Ainsi ay = P(Ap), etc...

Pour M et N appartenant a {A, B, C}, on note ppsy la probabilité que le saut s’effectue de M vers N. On suppose que cette probabilité ne dépend
pas du numero du saut.

Ainsi, par exemple, p 4 désigne la probabilité que, si la puce est en A, elle saute vers le sommet B. On a en fait pgp = P4, (Bp41) pour tout n...

Premiére partie :
1. Justifiez que ag + by + cg = 1.
2. Soit m € N. Montrez que a,, {1 = PAAan + PBAbn + PCACn- Exprimez de méme by, 1 et c,4q en fonction de an, bp et cp. En déduire la

matrice M telle que, pour tout n € N,
In+1 an
bpt1 | =M|( bn
Cn41 cn

1
3. Soit a €]0, —[. Pour M et N appartenant & {A, B, C} avec M # N, on pose pjsN = a et ppsrps = 1 — 2a.
2

(a) Ecrire la matrice M correspondant a ces valeurs.

(b) En justifiant que by, + ¢y = 1 — ap, montrez que (ap) et une suite arithmético-géométrique, et exprimez ay, en fonction de n et de ag.
(¢) Montrez que |1 — 3a| < 1.

(d) En déduire la limite de chacune des suites (ap), (bn) et (c¢pn). Comment peut-on interpréter ce résultat ?

Deuxiéme partie
1 1
Dans cette partie, on suppose pgg = 1, PRA = PBB = — ¢t pOA = PCB = PCC = —-
2 3

1. Comment interpréter la condition p 4 4 = 17 Ecrire la matrice M associée a ces valeurs.

1 1 1 1
2. Soit P = 0 —1 —2 . Déterminez P~ .
0 0 1



3. Soit D = P~ YMP. Calculez D et précisez D" pour tout n € N.

4. Montrez que, pour tout n € N, M™ = PD" P~ 1. En déduire M".
an ag

5. Justifiez que bn =M" bg . En déduire lim ap.

o
Quelle interprétation pouvez-vous en faire ?

Cn

Premiére partie :

1. La puce est sur un des sommets au départ, donc Ay, By et Cy forment un systéme complet d’événements,
et AgUByUCy)=Qet P(AQUB()UCO) =1.
Comme les événements sont incompatibles, on obtient : P(Aq)+ P(By)+P(Cy) = 1, soit, avec les notations
de I’énoncé, ag + bg + ¢ = 1.
ATTENTION : ag,by et ¢y ne sont pas un systéme complet d’événements! c’est Ag, By et Cy qui sont
des événements, les lettres minuscules sont des nombres...
De la méme maniére, A, B et C n’est pas un systéme complet d’événements : ce sont des points!

1
Enfin, il n’y a aucun raison que ag = by = ¢y = 3" "aléatoire" ne veut pas dire "uniforme"...
2. il suffit d’utiliser le systéme complet d’événement {A,,, B,,Cy,} et la formule des probabilités totales :

P(Ant1) = P(An)Pa, (Ant1) + P(Bn)Pp, (Ant1) + P(Cn)Pe, (Anta).

Enfin, on traduit les proba conditionnelles en fonction des py;n et il vient :

‘ (nt1 = PAAGn +DPBAb, +Dcacy ‘
On raisonne de la méme facon pour b, 41 et ¢,41 et on a

‘ bp+1 = pPaBan +PBBbL + PcBCh € Cpy1 = Pacan + PBCOn + Doccn ‘
On pose enfin
PAA PBA DPCA
M = | paB pBB DPCB

Pac PBC DPcc
1—-2a a a
3. (a) Ona M = a 1—2a a

a a 1—2a
(b) Comme A, B, et C,, forment uns.c.e,on a P(A,)+P(B,)+P(C,) = 1, autrement dit a,,+b,+c, = 1,
dotu b, +c, =1—a,.
On écrit ensuite pour n € N,
ant1 = (1 —2a)ay, + ab, + ac, = (1 — 2a)a, +a(l —a,) = a+ (1 — 3a)ay,.

1
On cherche maintenant c tel que a,, — ¢ est géométrique de raison (1 — 3a). On trouve ¢ = 3 et on

arrive a

1 1
an = 3 + (ag — g)(l — 3a)"

1 1
(¢) Comme0<a<i,ona—§<l—3a<1etdonc|1—3a\<1.

1
(d) Comme |1 —3a| < 1, alors (1 —3a)" — 0, donc lim a, = -.
n—-+o0o 3
Pour avoir b,, et ¢,,, on peut recommencer le raisonnement en entier, ou bien voir que le probléme est
symétrique (A, B et C joue le méme role), donc que la formule est identique, c’est a dire :

1 1 1 1
bn = g + (bo — g)(l — 3a)" et Cp = g + (CO — g)(l — 3G)n
N . . 1
D’ou encore lim b, = lim ¢, = -.
n—-+oo n—-+oo 3
Interprétation : & long terme, les trois positions sont équiprobables. La position initiale de la puce est

"oubliée".

Deuxiéme partie :
1. paa = 1 signifie que si la puce est en A, elle y reste. On a alors pac = pap = 0. Il en est de méme pour
pBc : la puce ne va jamais en C & partir de B....
1 1/2 1/3
On a alors M = ( 0 1/2 1/3 )
0 0 1/3

2. On calcule et on trouve que P~ = P.



1 0 0

1 0 0
3. On trouve D = ( 0 1/2 0 ) Comme D est diagonale, D" = < 0 (1/2)" 0 >

0 0 1/3 o o 13"

4. C’est une démo par récurrence faite déja plein de fois, cf les corrigés précédent.
(Ne pas oublier de montrer que M = PDP~! dans la récurrence!)

On arrive & :

0 / 2(1/2)" —2(1/3)"

112 1-201/2)" + (1/3)"
we(s oy )
0 (1/3)"

5. Comme d’habitude, par une récurrence rapide qu’il faut rédiger :

an ap
init : comme M® =I5 on a ( bo ) :M0< bo )
Co Co

Qp, ap
Hérédité : soit n € N. Supposons que | b, | =M"| by |.

Comime (

an+1
bn+1
Cn+1

Cn Co

[£2%
) =M ( b, ), I’hypothése de récurrence donne

Cn

An+41 ao ao
bn+1 =M"M bo = ]\4”Jrl bo
Cn+1 Co o

Ce qui prouve I’héréditeé.
En identifiant la premiére ligne, on en déduit :

(a0 = a0 + (1= (1/2)")by + (1 — 2(1/2)" + (1/3)")co

Remarquons enfin que (1/2)" et (1/3)" tendent vers 0 (forme ¢" avec |¢| < 1),

donc

Interprétation :

lim a, =ag+by+ co=1.

n—-+o0o

a long terme, on est sir que la puce finira par aller en A et n’en bougera plus...



