
Devoir de Physique n°6 PCSI2 2025 – 2026

Conseils :

• Lisez attentivement l’énoncé du début à la fin et choisissez ensuite par quel problème commencer
(aucun ordre n’est imposé).

• Le correcteur tiendra compte de la présentation (soin apporté aux schémas) et de la rédaction
de votre copie : justifiez rapidement vos affirmations, donnez la valeur littérale simplifiée des
résultats en fonction des données de l’énoncé, vérifiez l’homogénéité et la cohérence (tout résultat
non homogène sera sanctionné).
Les résultats NON ENCADRÉS ne seront pas notés. Laissez une marge à gauche pour le
correcteur.

• Numérotez les questions et ajoutez le label de la marge Q1, etc.

• L’usage des calculatrices est autorisé.

Ferréol au ski

A

O R

b
B M~v0

θ

~g

Le petit Ferréol s’amuse sur la piste de ski « les amis de Timo » à La Norma. Il s’élance sans vitesse
initiale du haut de la piste, repéré par le point A, descend sans freiner jusqu’à atteindre le point B où il
percute une cible suspendue à un fil.
Pour l’étude, Ferréol sera assimilé à un point matériel de masse M = 20 kg. On néglige tout frottement.
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Étude de la descente

1. On note h la différence d’altitude entre les points A et B et g l’accélération de la pesanteur.
Quelle est, en fonction de g et h, la vitesse de Ferréol en B notée v0 ?

2. On donne h = 4 m et g = 9.81 m.s−2, effectuer l’application numérique pour v0.

Étude de la collision

La masse de la cible est m = 5 kg, elle est initialement au repos. On suppose que le choc entre Ferréol
et la cible est élastique, cela signifie que la quantité de mouvement et l’énergie cinétique de l’ensemble
{Ferréol + cible} son conservées pendant le choc. On en déduit la vitesse v ′

0 de la cible juste après le
choc :

v ′
0 =

2M
m + M v0

.

1. Évaluer numériquement v ′
0.

2. Donner l’expression de la quantité de mouvement de Ferréol juste avant le choc en fonction de
M et v0. Que vaut celle de la cible juste avant le choc ?

3. En utilisant la conservation de la quantité de mouvement de l’ensemble {Ferréol + cible} montrer
que la vitesse de Ferréol après le choc est vF = M−m

M+mv0.

4. Faire l’application numérique.

Étude du looping de la cible

On étudie la cible assimilée à un point matériel de masse m initialement en B avec la vitesse orthoradiale
v ′

0. Elle est attachée à une potence à l’aide d’un fil idéal sans masse de longueur l = 1.5 m. On suppose
que la cible décrit un mouvement plan le long du cercle de rayon l.

1. Établir l’expression du travail du poids entre les positions B et M en fonction de θ et constantes.
Vérifier son signe.Q1

2. Appliquer le théorème de l’énergie cinétique à la cible entre les positions B et M , en déduire
l’expression de sa vitesse v en fonction de θ et des constantes.Q2

3. Énoncer et appliquer le principe fondamental de la dynamique à la cible.
Montrer que la norme de la tension du fil sur la cible peut s’écrire sous la forme :Q3

T = mg(3 cos θ − 2) +
mv ′2

0

l

4. À quelle condition sur T la cible effectue-t-elle un tour complet ?Q4

5. En déduire une condition sur v ′
0 pour que la cible effectue un tour complet.Q5

6. Faire l’application numérique et conclure.

7. Après plusieurs essais Ferréol se rend compte que la cible ne fait pas de looping, mais avance
jusqu’à un angle maximal θmax = 30◦. Quel(s) point(s) du modèle vous semble(nt) le(s) plus
criticable(s) ?
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Mouvement d’une particule chargée

On suppose dans ce problème, que la vitesse des particules chargées est très inférieure à la vitesse de
la lumière dans le vide, ce qui revient à négliger toute correction relativiste. Les effets de la gravitation
seront également négligés.

Données :
➢ charge électrique élémentaire : e = 1,6.10−19 C.
➢ vitesse de la lumière dans le vide : c = 3,0.108 m.s−1.
➢ perméabilité et permittivité du vide : µ0 = 4π10−7 H.m−1 et ε0 = 1

36π109 F.m−1.

A. Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique
uniforme

1. On considère un référentiel R galiléen muni d’un repère cartésien (O, ~ex , ~ey, ~ez). Une particule
chargée de charge q positive et de masse m pénètre avec un vecteur vitesse ~v0 = v0~ex au point
O de coordonnées (0, 0, 0) dans une région de l’espace où règne un champ magnétique uniforme
~B = B~ez perpendiculaire à ~v0 (Figure 1).

(a) Montrer que la norme de la vitesse de la particule est constante.Q6
(b) Montrer que la trajectoire est plane.Q7
(c) On admet que la trajectoire est circulaire. Montrer que le rayon est égal à :Q8

R =
mv0

qB

Pour ces questions, vous pourrez, si vous le souhaitez, introduire la quantité complexe u(t) =
x(t) + j y(t).

Figure 1 – Trajectoire d’une particule de charge q positive dans une région de l’espace où règne
un champ magnétique uniforme.

2. Pour séparer les deux isotopes naturels de l’Uranium (l’uranium 238 et l’uranium 235), il avait été
envisagé d’utiliser un spectrographe de masse. Cet appareil comporte trois parties, représentées
en Figure 2, où règne un vide poussé.
Les atomes d’uranium sont ionisés dans une chambre d’ionisation en U+ (de charge électrique
qU+ = e) d’où ils sortent par la fente F1 avec une vitesse négligeable.
Ces ions sont accélérés par un champ électrostatique uniforme imposé par une tension
W = VP2

− VP1 entre les plaques P1 et P2.
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Enfin, les ions pénètrent dans une chambre de déviation où règne un champ magnétique uniforme
~B (B = 0,1 T) perpendiculaire au plan de la figure. Ils décrivent alors deux trajectoires circulaires
de rayons R1 et R2 et parviennent dans deux collecteurs C1 et C2.
Les masses de l’uranium 235 et de l’uranium 238 sont : mU5 = 235 u.m.a. et mU8 = 238 u.m.a..
Une unité de masse atomique (u.m.a.) vaut : 1 u.m.a ≃ 1,66.10−27 kg.

(a) Quel est le signe de la tension W ? Justifier.Q9
(b) Donner l’expression littérale de la vitesse vU8 de l’isotope 328U+ en F2, en fonction de e, W

et mU8. Justifier votre réponse.Q10
(c) Calculer la valeur de la tension W pour que la distance entre les collecteurs C1 et C2 soit

égale à d = 2 cm.Q11

Figure 2 – Schéma de principe du spectrographe de masse.

B. Le cyclotron

Le cyclotron est formé de deux demi-cylindres conducteurs creux D1 et D2 dénommés dees et séparés
par un intervalle étroit (Figure 3). Un champ magnétique uniforme ~B (B = 0,1 T) règne à l’intérieur des
dees, sa direction est parallèle à l’axe des demi-cylindres.
Un champ électrostatique variable ~E peut être établi dans l’intervalle étroit qui sépare les dees en
appliquant une tension alternative sinusoïdale u(t) qui atteint sa valeur maximale Um = 105 V lorsque
le proton traverse cet espace.
Les protons, de masse mP = 1,67.10−27 kg et de charge électrique qP = e, sont injectés au centre
du cyclotron avec une énergie cinétique négligeable. Dans chaque dee, ils décrivent des trajectoires
demi-circulaires de rayon croissant. Le rayon de la trajectoire des protons à la sortie du cyclotron est
RS = 50 cm.
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Figure 3 – Schéma de principe du cyclotron.

1. Donner l’expression littérale de la durée T1/2 mise par un proton pour effectuer un demi-tour enQ12
fonction de mP , e et B. Qu’en déduisez-vous ?

2. Justifier le choix d’une tension u(t) alternative.Q13

3. En déduire l’expression, puis la valeur de la fréquence f de la tension alternative sinusoïdaleQ14
u(t) = Um sin(2πf t) pour que les protons subissent une accélération maximale à chaque traversée.
On négligera le temps de parcours d’un dee à l’autre.

4. Déterminer l’expression, puis la valeur de l’énergie cinétique ECS des protons à la sortie duQ15
cyclotron.

5. Déterminer l’expression du nombre de tours N effectués par les protons dans le cyclotron jusqu’àQ16
leur sortie en fonction de e, Rs, B, mP et Um. Effectuer l’application numérique.

6. Puissance rayonnée : pour une particule non relativiste, toute particule chargée de charge q et
d’accélération a rayonne une puissance Pr , donnée par la formule de Larmor :

Pr =
µ0q

2

6πc
a2

On rappelle que c est la vitesse de la lumière dans le vide.

(a) Montrer qu’une particule chargée de charge q, de vitesse v , qui décrit une trajectoire circulaireQ17
uniforme de rayon R , rayonne une puissance Pr de la forme : Pr = αv4. Exprimer le coefficient
α en fonction de q, c, µ0 et R .

(b) Calculer l’énergie rayonnée par le proton dans le cyclotron lors de sa dernière trajectoireQ18
demi-circulaire de rayon RS = 50 cm.

(c) Conclure.Q19
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Des couleurs électroniques

Certaines molécules ont la propriété d’absorber la lumière. Selon la longueur d’onde des radiations ab-
sorbées, le composé apparaît coloré...ou pas. On utilise ainsi depuis la fin du XIXe siècle en photographie
et dans l’industrie des colorants des molécules de la famille des cyanines à chaîne ouverte (ou strepto-
cyanines), de formule R2 N+ = CH − [CH = CH]n − NR2 (avec R un radical carboné de type CH3). Les
cyanines peuvent également servir de marqueurs fluorescents en médecine et en biologie. On se propose
de modéliser le comportement quantique de ces nanostructures pour comprendre l’origine de leur couleur.

Figure 1 – Structure de la molécule de cyanine.

Les streptocyanines (strepto= «tordu ») sont des chaînes carbonées linéaires terminées à chaque extrémité
par un atome d’azote. La chaîne entre parenthèses est répétée m fois.
Des mesures spectroscopiques en laboratoire ont permis d’obtenir la longueur d’onde de la lumière
absorbée par des cyanines de différentes tailles :

m 0 1 2 3 4
λ(nm) 313 416 519 625 735

1. Prévoir la couleur de chaque composé éclairé par de la lumière blanche.Q20
La chaîne carbonée principale de la molécule de cyanine est en fait une alternance de simples
liaisons C − C et de doubles liaisons C = C permettant aux électrons π d’être délocalisés par
effet mésomère sur l’ensemble de la molécule. Les électrons des doublets non liants portés par les
atomes d’azote participent également à cet effet. Tous les électrons délocalisés partagent ainsi le
même espace confiné et se répartissent sur les différents niveaux d’énergie de la boîte quantique
équivalente. La lumière absorbée par la molécule permet ainsi aux électrons de changer de niveau
d’énergie et d’effectuer des transitions vers des niveaux d’énergie plus grande.
On modélise simplement une molécule de cyanine par une boîte quantique (i.e. un puit de potentiel
infini) unidimensionnelle de largeur L correspondant à la longueur totale de la molécule. Les
fonctions d’onde possibles d’un électron placé dans cette boîte quantique sont en fait analogues
aux modes propres d’une corde fixée à ses extrémités. On rappelle qu’en mécanique quantique on
associe à toute particule une onde de matière de longueur d’onde λDB (longueur d’onde de de
Broglie) qui s’exprime en fonction de sa quantité de mouvement p par la relation :

λDB =
h

p

où h = 6,63 · 10−34 J.s est la constante de Planck.

2. Représenter l’allure des trois premiers modes propres d’une corde de longueur L fixée à sesQ21
extrémités et exprimer la longueur d’onde λn du mode propre n en fonction de L et n. Justifier
physiquement les conditions aux limites pour l’onde de matière associée à un électron délocalisé
dans une molécule de cyanine.
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3. En identifiant la longueur d’onde de de Broglie d’un électron à la longueur d’onde du modeQ22
propre n de la corde de longueur L, exprimer l’énergie En de l’électron dans le niveau n de la
boîte quantique en fonction de n, h, L et de sa masse me.

4. Représenter, sur une échelle d’énergie, les niveaux d’énergie d’un électron dans la molécule.Q23
Montrer que le confinement spatial dans la molécule se traduit par une énergie minimale non
nulle de l’électron. Ce résultat était-il prévisible ?

5. On note m l’indice de répétition de la chaîne carbonée dans la molécule. Déterminer le nombreQ24
d’électrons dans la boîte quantique formée par la cyanine-m.
D’après le principe d’exclusion de Pauli (que vous verrez plus tard en chimie), chaque niveau
d’énergie ne peut accueillir que deux électrons. Par exemple, si la boîte quantique contient 1
électron, celui-ci occupe le niveau d’énergie E1, si l’on ajoute un deuxième électron, celui-ci
possède également une énergie E1. Mais, si l’on ajoute un troisième électron, alors son énergie
sera E2, car le niveau E1 est déjà occupé par deux électrons.

6. Quel est le niveau de plus grande énergie occupée ? Quel est le niveau de plus faible énergie
libre ? Exprimer la variation minimale d’énergie ∆E d’un électron effectuant une transition vers unQ25
niveau d’énergie plus élevée, puis la longueur d’onde λ de la lumière absorbée par la cyanine-m
lors de cette transition.
Dans la chaîne carbonée des molécules de cyanine étudiées, les liaisons C − C et C = C forment
des angles de 120◦ et ont une longueur moyenne de 144 pm. On appelle a la longueur moyenne
d’un groupement C = C − C le long de la molécule. Les groupes −N − (CH3)2 en bout de chaîne
occupent par ailleurs chacun une longueur b = 284pm.

Figure 2 – Structure de la molécule de cyanine m = 3.

7. Préciser la valeur numérique de a (Attention : lisez bien l’énoncé, ce n’est pas 288 pm.)et exprimerQ26
la longueur totale L de la molécule de cyanine-m en fonction de a, b et m.

8. Montrer que le modèle proposé permet d’interpréter les mesures spectroscopiques. En déduire laQ27
masse d’un électron et comparer à la valeur tabulée connue de 9,11 · 10−31 kg.

9. Pourquoi le composé m = 5 n’est-il pas utilisé comme colorant ?Q28
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Ferréol au ski

1. v0 =
√

2gh

2. v0 = 7,7 m/s

1. v ′
0 = 12,3 m/s

2. pF = 153 kg.m/s. pC = 0

3. ptot = pF + pC = Mv0 = MvF + mv ′
0 avec v ′

0 = 2M
m+M

v0

4. 4,6 m/s

1.

O

O′

~v0

~vO′
θ

~eθ

~er

M

A

B~RN

~p

z

Le travail du poids est W = mgl(cos(θ) − 1) < 0. Il s’agit bien d’un travail résistant.

2. Par application du théorème de l’énergie cinétique sur la cible entre les positions B et M , on
peut écrire

∆Ec = W (~p) + W (~T )

or ~T la réaction du fil est perpendiculaire au déplacement à tout instant, son travail est nul et le
travail du poids a déjà été calculé. On a ainsi

∆Ec = W = −∆Ep,pes + 0 ⇐⇒ 1
2

m(v2 − v2
0 ) = −mgR (1 − cos θ) ⇒ v2 = v2

0 − 2gR (1 − cos θ)

et si v2
0 − 2gR (1 − cos θ) ≥ 0, alors v =

√
v2

0 − 2gR (1 − cos θ).Q1

3. Principe fondamental de la dynamique : dans un référentiel galiléen Rg, la résultante des forces
qui s’exercent sur un point matériel est égale à la dérivée temporelle du vecteur quantité de
mouvement dans Rg.
Et par application sur la cible, dans le système de coordonnées polaires,

~v = Rθ̇~eθ ⇒ ~a = Rθ̈~eθ − Rθ̇2~er

On a par ailleurs ~p = mg cos θ~er − mg sin θ~eθ et ~T = −T ~er , soit :

m~a = ~p + ~T ⇒ −mRθ̇2 = mg cos θ − T ⇐⇒ T = mg cos θ + mRθ̇2 par projection sur (OM)

Et en utilisant v2 = R 2θ̇2 ⇐⇒ θ̇2 = v2

R2 = 1
R2 [v ′2

0 − 2gR (1 − cos θ)], on obtient

T = mg cos θ − 2mg(1 − cos θ) +
mv ′2

0

R
⇒ T = mg(3 cos θ − 2) +

mv ′2
0

R

Q2
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4. La cible effectue un tour complet si elle reste toujours en contact avec le rail (∀θ; T > 0) et si
sa vitesse est non nulle (v > 0) tout au long du mouvement (deux conditions).Q3

• T est minimale pour θ = π et

∀ θ; T > 0 ⇐⇒ T (θ = π) > 0 ⇐⇒ mg(−3 − 2) +
mv ′2

0

R
> 0 ⇐⇒ v ′2

0 > 5gR ⇒ v ′
0 >

√
5gR

• De même, v est minimale pour θ = π et

v (θ = π) > 0 ⇐⇒ −2gR (1 − cos π) + v ′2
0 > 0 ⇐⇒ v ′2

0 > 4gR ⇒ v ′
0 > 2

√
gR

Conclusion : il faut que v0 >
√

5gR .

5. Numériquement v ′
0 > 8,6 m/s.Q4

6. Le choc avec la cible n’est pas élastique. La cible est bien rembourrée et ça amortie le choc.
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Mouvement d’une particule chargée

D’après CCP PC 2014

A. Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique
uniforme

1. (a) Appliquons le théorème de la puissance cinétique à la particule dans R galiléen :
dEc
dt

= q(~v ∧ ~B) · ~v = 0. L’énergie cinétique est donc constante. Comme la masse est supposée

constante, on peut en déduire que la vitesse est constante.Q5
(b) Appliquons le principe fondamental de la dynamique à la particule dans R galiléen :Q6

m~a = q~v ∧ ~B ⇐⇒
v̇x vx 0 qBvy

m v̇y = q vy ∧ 0 = −qBvx

v̇z vz B 0
Soit en projection sur 0z : mz̈ = 0. Soit ż = cste = 0 car v0z = 0 puis z = cste = 0 car
z0 = 0. La trajectoire est donc plane.

(c) Le mouvement est circulaire et uniforme. On peut donc écrire
−−→
OM = R~er , ~v = vθ~eθ etQ7

~a = − v2
0

R
~er . D’où :

−m
v2

0

R
~er = q~v ∧ B~ez ⇒ m~a = q~v ∧ ~B ⇒ m

v2
0

R
= qvB

On a q~v ∧ ~B = qvB car ~v et ~B sont orthogonaux (et q > 0). On obtient le rayon : R = mv0
qB

.

2. (a) Les ions doivent être accélérés entre P1 et P2. Ils sont soumis à la seule force électrique
entre P1 et P2. Les particules ont tendance à descendre les énergies potentielles (pensez à
une bille dans un jouet), puisque Ep = qV et que q > 0, les particules de charge positive
ont tendance à descendre les potentiels électriques. Puisque l’on va de P1 vers P2, c’est que
V (P2) < V (P1), d’où W = VP1 − VP2 < 0 .Q8

Q9 (b) Si la particule de F1 avec une vitesse nulle, elle arrive en F2 avec la vitesse vU8 telle que,
d’après le théorème de l’énergie mécanique, Em,2 − Em,1 = Wnc = 0 car seule la force
électrostatique s’applique et elle est conservative. D’où Em,2 = Em,1 ⇔ Ec,2 + qV (P2) =

Ec,1 + qV (P1) ≃ qV (P1) d’où 1
2mU8v

2
U8 = q(VP1 − VP2) = −qW ⇒ vU8 =

√
−2eW

mU8

(c) Les deux isotopes partent du même point, la distance entre les collecteurs d est donc égale à
la différence entre les deux diamètres des trajectoires :

d = DU8 − DU5 = 2(RU8 − RU5)

Attention au facteur 2 !, faite un schéma et représentez les rayons.

En utilisant le lien entre la tension W et la valeur de vitesse en F2, on obtient :

RU8 =
mvU8

eB
=

√
−2W mU8

eB2
d’où
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d = 2(RU8 − RU5) = 2

√
−2mW

qB2
(
√

mU8 − √
mU5) d’où W = − qd2B2

8(
√

mU8 − √
mU5)2

Q10
A.N : W = − 1,6.10−19×(0,02)2×0,12

8×1,66.10−27 (
√

238−
√

235)2
W = −5,1 kV

B. Le cyclotron

1. La trajectoire circulaire de longueur L = πR (un demi-tour) est parcourue à la vitesse constanteQ11
v = eBR

mP
(calculée ci-dessus) en un temps :

T1/2 =
L

v
=

πR

v
T1/2 =

πmP

qB

Ce temps est indépendant du rayon. On peut donc en déduire que le temps pour effectuer un
demi-tour est toujours le même.

2. On utilise une tension u(t) alternative sinusoïdale pour que le proton soit accéléré de manièreQ12
optimale. En effet, il faut à chaque demi-tour changer le sens dans lequel on accélère la particule,
d’où le fait de changer la tension de signe. De plus, on peut prendre un signal périodique car T1/2

est une constante (indépendante de la vitesse ou du rayon).

3. On a ainsiQ13
T

2
= T1/2 ⇒ f =

1
T

=
1

2T1/2
=

eB

2πmP

A.N. f = 1,6.10−19×0,1
2π×1,67.10−27 f = 1,5 MHz

4. Le rayon de la trajectoire des protons à la sortie du cyclotron est RS . Or on avait vS = eRSB
mP

d’oùQ14

ECS = 1
2mPv2

S = e2R2
SB2

2mP

A.N. : ECS = (1,6.10−19×0,5×0,1)2

2×1,67.10−27 ECS = 1,91.10−14 J = 0,12 MeV

5. Notons 2N le nombre de demi-tours effectués (et donc le nombre d’accélérations subies). A chaqueQ15

accélération, le proton gagne : ∆EC = qUm d’où ∆EC,2N = 2NqUm = ECS or ECS = e2R2
SB2

2mP

N =
eB2R 2

S

2mPUm

A.N. : N = 1,6.10−19×0,12×0,52

2×1,67.10−27×105 = 1,2 tour. Puisque l’on ne peut faire qu’un nombre entier ou
demi-entier de tour et qu’au bout d’un tour la particule n’est pas encore sortie, alors on fait
1 tour et demi avant de sortir.Q16

6. (a) Pour une trajectoire circulaire uniforme a = v2

R
d’où

Pr =
µ0e

2

6πc

(
v2

R

)2

= αv4 avec α =
µ0e

2

6πcR 2

(b) L’énergie rayonnée par le proton dans le cyclotron lors de sa dernière trajectoire demi-Q17
circulaire de rayon est

E = PrT1/2 =
µ0e

2

6πcR 2

(
eBRS

mP

)4
πmP

eB
=

µ0e
5B3R 2

S

6cm3
P

A.N. : Calculons E en eV : E = 4π10−7(1,6.10−19 )4×0,13×0,52

6×3.108×(1,67.10−27 )3 = 3,9.10−33 J = 2,5.10−14 eV.
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(c) Cette énergie rayonnée est négligeable devant l’énergie cinétique de la particule et il est donc
raisonnable d’estimer que la perte par rayonnement est nulle, c’est à dire que l’énergie de la
particule est constante à l’intérieur d’un "dee".Q18
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Des couleurs électroniques

1. Lorsqu’il est éclairé par de la lumière blanche, un composé apparaît de la couleur complémentaire
à celle qui est absorbée. Ainsi la cyanine m = 1 qui absorbe la lumière dans le bleu (à 416 nm)
apparaît jaune-orange et la cyanine m = 4 qui absorbe dans le rouge (àLa cyanine m = 1 qui
absorbe à 416 nm apparaît de couleur bleu-vert. De même, la cyanine m = 2 qui absorbe dans
le vert (à 519 nm) apparaîtra magenta (bleu + rouge) et la cyanine m = 3 qui absorbe dans le
jaune (à 625 nm) sera plutôt violet. On pourra remarquer que la cyanine m = 0 absorbe dans
l’ultraviolet (à 313 nm) et reste parfaitement transparente dans le visible, ce qui rend ce composé
incolore.

2.

x

L

0

Les modes propres de la corde vibrante sont les ondes stationnaires possédant un nœud à chaque
extrémité. Chaque mode propre possède un nombre entier de fuseaux sur la longueur L de la
corde. La distance entre deux nœuds consécutifs vaut λ/2. Pour le mode propre n, on a donc la
relation :

L = n
λn

2

soit :

λn =
2L

n

3. L’amplitude de l’onde de matière est en fait liée à la probabilité de présence de la particule dans
l’espace. Les électrons étant confinés dans la molécule, ils ne peuvent pas sortir de la chaîne
principale. La probabilité de présence aux extrémités de la chaîne est donc nulle. On retrouve
les mêmes conditions aux limites que sur la corde fixée à ses extrémités, ce qui permet d’utiliser
efficacement cette analogie.
Un électron de masse me possédant la quantité de mouvement ~p se déplace à la vitesse ~p

me
. Son

énergie cinétique s’écrit donc :

Ee =
1
2

me

(
p

me

)2

=
p2

2me

En identifiant la longueur d’onde de de Broglie de l’électron à la longueur d’onde du mode propre
n, il vient :

h

p
=

2L

n

soit :

p =
nh

2L
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On en déduit l’énergie de l’électron dans le niveau n :

En =
n2h2

8meL2

(assimilée à son énergie cinétique si l’on considère que le potentiel est nul au fond du puits).

4. L’énergie des électrons varie avec n2 et les niveaux sont de plus en plus écartés. On peut les
représenter sur le diagramme suivant :

Figure 1 – Diagramme des niveaux d’énergie.

Le niveau d’énergie la plus basse est le niveau fondamental, d’énergie

Ef =
h2

8meL2

correspondant à n = 1. Cette énergie est non nulle, même s’il s’agit du niveau fondamental. Cette
propriété est due au confinement spatial des électrons. D’après l’inégalité de Heisenberg spatiale,
on a en effet :

∆p∆x ≥ h̄

Le confinement d’un électron le long de la molécule impose une valeur maximale à ∆x qui impose
à son tour une valeur minimale non nulle à ∆p, donc à l’énergie de l’électron, même dans l’état
fondamental.

5. On compte quatre électrons π dans les deux doubles liaisons de la chaîne principale (en dehors
du motif répété), deux électrons dans le doublet non liant de l’atome d’azote, auxquels s’ajoutent
deux électrons π pour chaque motif répété. Avec m motifs dans la cyanine-m, on obtient ainsi
2m+6 électrons délocalisés dans la molécule. Le principe d’exclusion de Pauli interdit cependant
d’avoir deux électrons dans la même case quantique : chaque niveau n d’énergie En pourra donc
être occupé par deux électrons possédant des spins antiparallèles ( ↑ pour l’un et ↓ pour l’autre).
Le remplissage des couches commençant par les niveaux les plus bas en énergie, on obtient
le diagramme d’occupation ci-dessus (diagramme de droite, en prenant par exemple m = 2). Les
2m+6 électrons délocalisés de la molécule remplissent donc les m+3 premiers niveaux d’énergie.

6. Les m + 3 premiers niveaux d’énergie sont occupés. Le premier niveau libre est le niveau m + 4,
la première transition possible pour un électron est le passage du niveau m + 3 au niveau m + 4
en absorbant un photon d’énergie minimale :

∆E = Em+4 − Em+3 =
(
(m + 4)2 − (m + 3)2

) h2

8meL2
= (2m + 7)

h2

8meL2

Cette variation d’énergie est liée à la fréquence v du photon par la relation d’Einstein :

∆E = hv =
hc

λ
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On en déduit ainsi la longueur d’onde de la lumière absorbée par la cyanine-m lors de cette
transition :

λ =
8meL

2c

(2m + 7)h

7. La longueur a le long de la molécule s’obtient par projection de la longueur des liaisons C = C
et C − C :

a = 2 × 144 × cos 60◦ = 2 × 144 ×
√

3
2

= 249 pm

Par ailleurs, le long de la molécule, on compte (m + 1) distances a et deux longueurs b, soit :

L = (m + 1)a + 2b

8. On reprend l’expression de la longueur d’onde de la lumière absorbée par la cyanine-m, connais-
sant à présent la longueur de la molécule :

λ =
8mec

h

((m + 1)a + 2b)2

(2m + 7)

On trace alors le graphe de λ en fonction de X = ((m+1)a+2b)2

(2m+7) :

Figure 2 – Graphique de λ en fonction de X .

Les points s’alignent statistiquement sur une droite passant par l’origine, comme le prévoit le
modèle. L’accord entre le modèle étudié et les points expérimentaux est excellent. La pente de la
droite se calcule avec Python

Bien sûr, ceci n’était pas demandé dans le DS

:
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import numpy as np

lambda_nm = np.array([313, 416, 519, 625, 735]) * 1e-9 # m
m = np.array([0, 1, 2, 3, 4])
a = 249e-12 # m
b = 144e-12 # m
X = ((m+1)*a + 2*b)**2 / (2*m + 7)
alpha = np.mean(lambda_nm / X)
u_alpha = np.std(lambda_nm / X, ddof=1)

On obtient pour la pente :

α = 3.31 × 1012 m−1

avec l’incertitude-type :

u(α) = 2.8 × 1010 m−1

On identifie son expression grâce au modèle :

α =
8mec

h

ce qui permet de calculer la masse d’un électron confiné dans la boîte quantique :

me =
αh

8c
= 9.14 × 10−31 kg

et l’incertitude-type associée :

u(me) =
h

8c
u(α) = 7.7 × 10−33 kg

Pour comparer avec la valeur tabulée, on calcule l’écart normalisé sous la forme :

Z =
me,exp − me,tab

u(me,exp)
= 0.4

Puisque |Z | < 2, la valeur obtenue pour la masse de l’électron est bien compatible avec la
valeur tabulée, ce qui confirme encore la validité du modèle. Il est tout de même remarquable
(voire surprenant) qu’un modèle aussi simple rende aussi bien compte des résultats expérimentaux,
sachant qu’en réalité le puits de potentiel dans lequel sont placés les électrons varie dans l’espace
au voisinage de chaque atome de la chaîne moléculaire...

9. On extrapole le modèle obtenu pour la cyanine m = 5 pour prévoir la longueur d’onde absorbée
par la molécule. On obtient ainsi :λ = 828 nm. La molécule de cyanine m = 5 absorbe dans
l’infrarouge : elle sera parfaitement transparente dans le visible et ne fera apparaître aucune
couleur. Elle ne peut donc pas servir de colorant.
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