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Exprimer un résultat

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.
Unités et multiples

Entraînement 1.1 — Multiples du mètre.Écrire les longueurs suivantes en mètre et en écriture scientifique.
a) 1 dm . . . .
b) 2,5 km . . .

c) 3 mm . . . .
d) 7,2 nm . . .

e) 5,2 pm . . .
f ) 13 fm . . . .

Entraînement 1.2 — Multiples du mètre bis.Écrire les longueurs suivantes en mètre et en écriture scientifique.
a) 150 km . .
b) 0,7 pm . . .

c) 234 cm . .
d) 120 nm . .

e) 0,23 mm .
f) 0,41 nm . .

Entraînement 1.3 — Vitesse d’un électron.

La vitesse d’un électron est v = √2eU
me

, où e = 1,6 · 10−19 C est la charge d’un électron,
U = 0,150 kV est une différence de potentiel et me = 9,1 · 10−28 g est la masse d’un électron.
a) Calculer v en m/s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Calculer v en km/h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.4 — Avec des joules.On considère la grandeur T = 0,67 kW · h. On rappelle que 1 J = 1W · s.
Convertir T en joule, en utilisant le multiple le mieux adapté . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 1.5 — Valeur d’une résistance.La résistance d’un fil en cuivre est donnée par la formule R = ℓ
γS , où γ = 59MS/m est laconductivité du cuivre, où ℓ = 1,0 · 103 cm est la longueur du fil et où S = 3,1 mm2 est sasection.

L’unité des résistances est l’ohm, notée « Ω ». L’unité notée « S » est le siemens ; on a 1 Ω =1 S−1.
Calculer R (en ohm) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.6 — Ronna, ronto, quetta et quecto.En novembre 2022, lors de la 27e réunion de la Conférence générale des poids et mesures, aété officialisée l’existence de quatre nouveaux préfixes dans le système international :

Facteur multiplicatif Préfixe Symbole1027 ronna R10−27 ronto r1030 quetta Q10−30 quecto q
On donne les masses de quelques objets :

Soleil Jupiter Terre proton électron1,99 · 1030 kg 1,90 · 1027 kg 5,97 · 1024 kg 1,67 · 10−27 kg 9,10 · 10−31 kg
Convertir ces masses en utilisant ces nouveaux préfixes (en écriture scientifique).
a) Soleil (en Rg) . . . . . . . . . . .
b) Soleil (en Qg) . . . . . . . . . .
c) Jupiter (en Rg) . . . . . . . . . .
d) Jupiter (en Qg) . . . . . . . . . .
e) Terre (en Rg) . . . . . . . . . . .

f ) Terre (en Qg) . . . . . . . . . . .
g) proton (en rg) . . . . . . . . . . .
h) proton (en qg) . . . . . . . . . .
i) électron (en rg) . . . . . . . . .
j) électron (en qg) . . . . . . . . .
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Règle de trois et pourcentages

Entraînement 1.7 — Un peu de cuisine.Les ingrédients pour un gâteau sont : 4 œufs, 200 g de farine, 160 g de beurre, 100 g de sucreet 4 g de sel. On décide de faire la recette avec 5 œufs. Combien de grammes faut-il de
a) farine ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) beurre ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c) sucre ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) sel ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 1.8 — Pourcentages.Convertir en pourcentage :
a) 0,1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) 0,007 . . . . . . . . . . . . . . . .
c) 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d) 120 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) 95 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ) un quart de 2 % . . . . . . .

Entraînement 1.9 — Énergie en France 1.La consommation d’énergie primaire en France (en 2020) est : nucléaire 40,0 %, pétrole 28,1 %,gaz 15,8 %, biomasse 4,4 %, charbon 2,5 % hydraulique 2,4 %, éolien 1,6 %.
Quel pourcentage occupent les autres énergies (solaire, biocarburants, etc.) ?
Entraînement 1.10 — Énergie en France 2.La consommation primaire totale en France est de 2 571 TWh.À l’aide des données de l’entraînement précédent, calculer (en « TWh ») les énergies crééespar les sources suivantes :
a) nucléaire . . . . . . . . . . . .
b) pétrole . . . . . . . . . . . . . . .
c) gaz . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) biomasse . . . . . . . . . . . . .

e) charbon . . . . . . . . . . . . . .
f ) hydraulique . . . . . . . . . .
g) éolien . . . . . . . . . . . . . . .
h) autre . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 1.11 — Abondance des éléments dans la croûte terrestre.L’abondance chimique d’un élément peut être exprimée en « parties par centaine » (notée %, onparle communément de « pourcentage »), en « parties par millier » (notée ‰, on parle aussi de« pour mille ») ou encore en « partie par millions » (notée « ppm »).Les abondances de quelques éléments chimiques constituant la croûte terrestre sont :
Silicium Or Hydrogène Fer Oxygène Cuivre275‰ 1,0 · 10−7 % 1,4 ‰ 50 000 ppm 46 % 50 ppm

Quel est l’élément le moins abondant ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Longueurs, surfaces et volumes

Entraînement 1.12 — Taille d’un atome.La taille d’un atome est de l’ordre de 0,1 nm.
a) Quelle est sa taille en m (écriture scientifique) ? . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle est sa taille en m (écriture décimale) ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.13 — Alpha du centaure.La vitesse de la lumière dans le vide est c = 3,00 · 108 m/s. Une année dure 365,25 jours.Alpha du centaure est à une distance de 4,7 années-lumière de la Terre.
a) Quelle est cette distance en m (écriture scientifique) ? . . . . . . . . . . .
b) Quelle est cette distance en km (écriture scientifique) ? . . . . . . . . . .
Entraînement 1.14 — Avec des hectares.La superficie de la France est de 672 051 km2. L’île danoise de Bornholm (au nord de laPologne) a une superficie de 589 km2. Un hectare (ha) est la surface d’un carré de 100 m decôté.Donner les superficies suivantes :
a) un hectare (en m2) . . . . . . . . .
b) un hectare (en km2) . . . . . . . .
c) la France (en m2) . . . . . . . . . .

d) la France (en ha) . . . . . . . . . .
e) Bornholm (en m2) . . . . . . . . . .
f ) Bornholm (en ha) . . . . . . . . . .

Entraînement 1.15 — Volume.
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a) Peut-on faire tenir 150 mL d’huile dans un flacon de 2,5 · 10−4 m3 ? . . . . . . . . .
b) Peut-on faire tenir 1,5 L d’eau dans un flacon de 7,5 · 10−2 m3 ? . . . . . . . . . . . . .
Masse volumique, densité et concentration

Entraînement 1.16 — Masse volumique.Une bouteille d’eau de 1 L a une masse de 1 kg. Un verre doseur rempli indique, pour la mêmegraduation, eau : 40 cL et farine : 250 g.
a) Quelle est la masse volumique de l’eau en kg/m3 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle est la masse volumique de la farine ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.17 — Densité.La densité d’un corps est le rapport ρcorps1 000 kg/m3 , où ρcorps est la masse volumique du corps enquestion.
a) Une barre de fer de volume 100 mL pèse 787 g. Quelle est la densité du fer ?b) Un cristal de calcium a une densité de 1,6. Quelle est sa masse volumique (en kg/m3) ?
Entraînement 1.18 — Un combat de masse.On possède un cube de 10 cm en plomb de masse volumique 11,20 g/cm3 et une boule de rayon15 cm en or de masse volumique 19 300 kg/m3. On rappelle que le volume d’une boule de rayon
R est 43πR3.
Lequel possède la plus grande masse ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.19 — Prendre le volant ?Le taux maximal d’alcool dans le sang pour pouvoir conduire est de 0,5 g d’alcool pour 1 L desang.
A-t-on le droit de conduire avec 2 mg d’alcool dans 1 000 mm3 de sang ? . . . . . . . .
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Autour de la vitesse

Entraînement 1.20 — Le guépard ou la voiture ?Un guépard court à 28 m/s et un automobiliste conduit une voiture à 110 km/h sur l’autoroute.
Lequel est le plus rapide ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 1.21 — Classement de vitesses.On considère les vitesses suivantes : 20 km/h, 10 m/s, 1 année-lumière/an, 22 mm/ns, 30 dm/set 60 cm/ms.a) Laquelle est la plus petite ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Laquelle est la plus grande ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Autour des dimensions

Entraînement 1.22 — Dimensions.Donner les dimensions fondamentales des grandeurs suivantes :
a) Une vitesse . . . . . . . . . . . . .
b) Une surface . . . . . . . . . . . . .
c) Un volume . . . . . . . . . . . . . .
d) Une masse volumique . . .
e) Une accélération . . . . . . . .
f ) Une énergie . . . . . . . . . . . .

g) Une concentration molaire
h) Une masse linéique . . . . .
i) Une puissance . . . . . . . . . .
j) Une force . . . . . . . . . . . . . . .
k) Une fréquence . . . . . . . . . .
l) Une longueur d’onde . . . .

Entraînement 1.23 — Dimensions.Donner les dimensions fondamentales des grandeurs suivantes :a) La température T d’un gaz est lié à la vitesse v des particules et à leur masse m par larelation 12mv2 = 32kBT
Quelle est la dimension de kB ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) La variation d’énergie interne U d’un gaz parfait est donné par la relation :

∆U = Cv∆T
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Quelle est la dimension de Cv ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) La force d’interaction gravitationnelle agissant entre deux masses m et m′ distantes de dest :
F = Gmm′d2

Quelle est la dimension de G ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées1,3 · 10−14 m 10 000 m2 5,2 · 10−12 m La boule en or 0,01 km2
9,10 · 10−1 rg 30 dm/s 2,5 · 103 m oui 406 TWh M−1.L3.T−2
l’or 5 % 250 g 1,50 · 105 m 125 g 1,20 · 10−7 m 722 TWh
M.L2.T−2.Θ−1 5,89 · 104 ha L2 1 · 103 kg/m3 9,10 · 102 qg T−1

4,33 · 1013 km non M.L.T−2 4,1 · 10−10 m M.L−3 180 %
1,6× 103 kg/m3 1,90 · 103 Rg L3 2,3 · 10−4 m M.L2.T−2 N.L−3

oui L 3 · 10−3 m 1 année-lumière/an 1 · 10−10 m 200 g
7,87 1,99 · 106 Rg 4,43 · 1016 m 5,89 · 108 m2 1,67 · 103 rg

M.L2.T−3 41 TWh M.L−1 5,97 Rg 5,97 · 10−3 Qg 1,99 · 103 Qg
134 TWh 7 · 10−13 m 0,5 % 7,3 · 106 m/s 5 g M.L2.T−2.Θ−1
voiture 1,90 Qg 2,6 · 107 km/h 50 % 6,72 · 107 ha M.L.T−2

2,34 m 625 kg/m3 0,000 000 000 1 m M.L.T−2 1,67 · 106 qg
0,7 % 1 · 10−1 m 5,5 · 10−2 Ω 62 TWh 5,2% 64 TWh 10%

6,72 · 1011 m2 7,2 · 10−9 m 113 TWh 2,4 MJ 1,03× 103 TWh
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Homogénéité

✍ Exercice 1 : Homogénéité en mécanique

La grandeur F représente une force, L une longueur, v une vitesse, a une accélération, T un temps, m
une masse. Les formules suivantes sont-elles homogènes ?

F = mv2

5L ; v =
√

2gL ; v =
√

2gL ; T = 2La ; T =
√

2La ; T =
√

2L
a .

✍ Exercice 2 : Chute d’un flocon de neige

On s’intéresse à la chute dans l’air d’un flocon de neige, supposé sphérique, de rayon r = 0,5 mm et
de masse volumique µ. La viscosité de l’air est η, sa masse volumique µa. On suppose ces grandeurs
constantes. Du fait de la viscosité de l’air, le flocon est soumis à une force de frottement fluide propor-
tionnelle à sa vitesse v :F = −6πrηv (force de Stockes). On peut considérer, qu’une fois formé dans le
nuage, le flocon commence son mouvement de chute sans vitesse initiale. Quelle est la dimension de la
viscosité η de l’air.

✍ Exercice 3 : Homogénéité de formules classiques

1. En statique des fluides, on démontre : p2 − p1 = ρg(z2 − z1) avec, p1 , p2 la pression en 2 points,
ρ la masse volumique, z1 , z2 deux altitudes. Vérifier l’homogénéité de cette formule.

2. Sachant que la fréquence d’une corde vibrante est liée à sa longueur l , à sa tension F , à sa
masse linéique µ par une relation du type : f = KlαF βµγ , avec K une constante : déterminer
α, β, γ par des considérations d’homogénéité.

3. Vérifier l’homogénéité de la formule de la théorie cinétique des gaz :p = 1
3nmu2 où p est la

pression du gaz , n le nombre de molécules par unité de volume, m la masse des molécules et u

leur vitesse efficace.

4. Un corps, de masse m , qui tombe en chute libre d’une hauteur h acquiert la vitesse v = kmαhβgγ .
Déterminer α, β, γ .

✍ Exercice 4 : Intérêt de l’analyse dimensionnelle

L’énergie cinétique d’un solide en rotation est donnée par E = 1
2Jω2 où ω désigne la vitesse de rotation

du solide en rad.s−1.

1. Quelle est la dimension du moment d’inertie J ?

2. Un élève propose pour formule du moment cinétique de la sphère J = 5
2m2R avec m la masse du

solide et R son rayon. Est-ce raisonnable ?

3. Le même élève a trouvé comme résultat du problème de mécanique que l’accélération a du solide
était : a = (M sin α−m)g

M+m+J/R2 , où M et m désignent des masses et g l’accélération de la pesanteur. Est-ce
raisonnable du point de vue de l’homogénéité ?
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✍ Exercice 5 : Vitesse des ondes sonores

La vitesse de propagation du son s’exprime en fonction de χ = − 1
v

dv
dp

, un coefficient de compressibilité
du gaz (où v désigne le volume massique et p la pression) et de sa masse volumique µ.

1. Déterminer la dimension de χ .

2. Donner l’expression de la vitesse à une constante près.

✍ Exercice 6 : Energie d’une explosion nucléaire

Trinity est le nom de code du premier essai nucléaire de l’histoire. L’explosion eut lieu le 16 juillet
1945 à Alamogordo au Nouveau Mexique, dans une zone désertique nommée Jornada del Muerto. Étant
l’ultime étape du projet Manhattan, lancé par les États-Unis durant la seconde guerre mondiale, les
données concernant ce projet était classées ultra-secrètes par la CIA. La légende raconte que le physicien
britannique Geoffrey Ingram Taylor 1 (1886-1975) aurait pu en 1950 à l’aide d’un film et en utilisant
l’analyse dimensionnelle, estimer l’énergie E dégagée par cette explosion nucléaire.
Le raisonnement est le suivant : le film permet d’avoir accès à l’évolution R (t) du rayon du nuage formé
par l’explosion au cours du temps. Les paramètres influant sur ce rayon sont le temps t, l’énergie E , et
la masse volumique de l’air ρ

1. On cherche alors R , sous la forme : R = Eatbρc . Déterminer a, b et c.

2. Déduire de la question précédente l’expression de l’énergie libérée en fonction de R , ρ et t.

3. Estimer l’ordre de grandeur de sa valeur numérique à partir de la photographie.

4. Plusieurs années plus tard, la CIA a révélé que les mesures réalisées sur place permettaient
d’estimer que l’énergie libérée par la bombe était d’environ 20 kilotonnes de TNT. Sachant que
l’explosion de 1 kg de TNT libère environ 4.106 J, calculer l’énergie libérée par l’explosion Trinity
et commenter la qualité du résultat obtenu par analyse dimensionnelle

1. Il est notamment connu pour ses travaux sur la turbulence et les phénomènes non-linéaires. Je vous suggère de consulter
sur wikipedia les articles concernant : l’instabilité de Rayleigh-Taylor, l’instabilité de Taylor-Couette, le nombre de Taylor ou
encore le cône de Taylor.
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✍ Exercice 7 : Dino Vs Chat-GPT5

On donne l’énoncé suivant à Chat-GPT. L’objectif est de contrôler et éventuellement de corriger sa réponse.
On pressent que la vitesse de marche V d’un animal dépend de sa masse m, de la longueur de ses
jambes LJ , de la longueur d’une enjambée LE et de l’accélération de la pesanteur g. On cherche donc V

sous la forme :

V = kmα L
β
J L

γ
E gδ ,

où k , α , β , γ et δ sont des constantes sans dimension.

1. Quelle est la dimension de g ? En quelle unité du système international s’exprime-t-elle ?

2. En utilisant l’analyse dimensionnelle, calculer α et δ .

3. La vitesse de la marche dépend-elle de la masse du dinosaure ?

4. En utilisant l’analyse dimensionnelle, exprimer γ en fonction de β .

5. En déduire que :

V = k

(
LJ

LE

)β √
g

√
LE .

On trouve des traces de pas fossiles d’un dinosaure. Le diamètre du pied est de 0.95 m et l’enjambée
LE de 2.20 m. On sait par ailleurs que pour tous les animaux, la longueur des jambes LJ est environ
4 fois le diamètre des pieds.

6. Calculer le rapport des longueurs LJ

LE
pour ce dinosaure.

7. Sachant que la longueur de la jambe d’un homme est d’environ LJ = 85 cm, quelle est la valeur
d’une enjambée humaine donnant le même rapport LJ

LE
que celui du dinosaure ?

8. Donner une estimation raisonnable de la vitesse à laquelle marcherait un homme avec une telle
enjambée.

9. En déduire une valeur approximative de la vitesse de marche du dinosaure (on donnera la formule
littérale et on effectuera l’application numérique).

10. Commenter la valeur trouvée.

Correction proposée - Exercice 7 : Marche des dinosaures

On suppose

V = k mαL
β
J L

γ
Egδ , [V ] = LT −1, [m] = M, [LJ ] = L, [LE ] = L, [g] = LT −1.

1) La dimension de g est [g] = LT −1, donc l’unité SI est m.s−1.

2) Équations d’homogénéité.
Masse : Mα ⇒ α = 1

2 .
Temps : T −1 = T −2δ ⇒ δ = 1

2 .
Longueur : L1 = Lβ+γ+δ ⇒ β + γ + δ = 1 ⇒ β + γ = 1

2 .

3) Comme α = 1
2 , la vitesse dépend de la masse : V ∝

√
m.

4) On tire γ en fonction de β :
β + γ = 1

2 ⇒ γ = 1
2 − β.
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5) En réinjectant, on peut écrire

V = k

(
LJ

LE

)β √
g LE .

6) Données fossiles : diamètre du pied = 0,95 m, donc LJ ≃ 4 × 0,95 = 3,80 m, et LE = 2,20 m.
Le rapport vaut

LJ

LE

≈
3,80
2,20

≈ 1,45.

7) Pour un humain (LJ = 0,85 m) avec le même rapport r = LJ /LE , on a L
(hum)
E = LJ /r.

Donc

L
(hum)
E ≈

0,85
1,45

≈ 0,59 m.

8) Estimation de la vitesse humaine avec cette enjambée.
En prenant k = 1 et β = 1 à titre d’approximation,

Vhum ≈

(
LJ

LE

) √
g LE ≈ 1,45 ×

√
9,81 × 0,59 ≈ 1,45 × 2,41 ≈ 3,5 m.s−1 (≈ 12,6 km.h−1),

ce qui correspond à une marche soutenue.

9) Vitesse du dinosaure (même choix de k et β). Avec LE = 2,20 m :

Vdino ≈

(
LJ

LE

) √
g LE ≈ 1,45 ×

√
9,81 × 2,20 ≈ 1,45 × 4,65 ≈ 6,7 m.s−1 (≈ 24 km.h−1).

10) Commentaire. La valeur obtenue semble cohérente pour une locomotion pédestre rapide ; la dépen-
dance en

√
m explique que les grands animaux puissent conserver des vitesses comparables malgré leur

masse.
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Lumière

Qu’est-ce qu’un rayonlumineux ?

Lumière

Définir l’indice de réfractiond’un milieu.

Lumière

Qu’est-ce qu’une sourceponctuelle ?

Lumière

Qu’est-ce qu’un spectred’émission ?

Lumière

Donner la plage de longueurd’onde du domaine visible.

Lumière

Qu’est-ce qu’une sourcemonochromatique ?

Lumière

Lors du passage d’un milieuvers un autre, la fréquence dela lumière ne varie pas.Montrer que, quant à elle, lalongueur d’onde change.

Lumière

Qu’est-ce qu’un milieuhomogène ?

Lumière

Qu’est-ce qu’un milieutransparent ?



Un rayon lumineux est unmodèle qui représente latrajectoire suivie par lalumière. Il donne la directionet le sens de propagation.
n = c

v

Une source est diteponctuelle si ses dimensionssont faibles devant les autresdistances du problème.

Un spectre d’émissioncaractérise la contribution enintensité de chaque longueurd’onde.380 nm ≤ λ ≤ 780 nm
Une source estmonochromatique émet unrayonnement constitué d’uneseul raie spectrale (une seulelongueur d’onde).

dans le vide f = c
λ0 , dans lemilieu f = v

λ , ainsi
λ = v

c λ0 = λ0
n

Un milieu est homogène s’il ales mêmes propriétés en toutpoint de l’espace.
Un milieu est transparent sila lumière n’est pas absorbéelors de sa propagation dansle milieu.



Lumière

Qu’est-ce qu’un milieuisotrope ?

Lumière

Citer les trois hypothèses dumodèle de l’optiquegéométrique dans un milieuhomogène transparentisotrope.

Lumière

Citer deux limites au modèlede l’optique géométrique.

Lumière

Énoncer les lois deSnell-Descartes.

Lumière

À quelle conditionobserve-t-on le phénomène deréflexion totale ?

Lumière

Définir l’ouverture numériqued’une fibre optique.

Lumière

Définir la dispersionintermodale d’une fibreoptique.



Un milieu est isotrope s’il nepossède pas de directionprivilégiée.

— La lumière se propageen ligne droite.— Les rayons sont indé-pendants, ils n’inter-agissent pas entre eux.— Les rayons vérifientle principe de retourinverse de la lumière.

— Si la lumière rencontredes obstacles de faiblesdimensions ( inférieuresau millimètre) le phé-nomène de diffractionapparaît.— Dans certaines condi-tions les rayons lumi-neux peuvent interférer.

— Le rayon réfléchi etle rayon réfracté, s’ilsexistent, appartiennent auplan d’incidence.— L’angle orienté de ré-flexion vérifie r = −i1— L’angle orienté deréfraction vérifie
n1 sin i1 = n2 sin i2.

Dioptre (D)

Normale à (D) en I

I

Milieu d’indice n1

Milieu d’indice n2

Rayon incident Rayon réfléchi

Rayon réfracté

i1

i2

r

Lors du passage d’un milieuplus réfringeant vers unmilieu moins réfringeant, leslois de Snell-Descartesdonnent :
n1 sin i1 = n2 sin i2

donc sin i2 = n1
n2 sin i1. Ainsi, ilne peut y avoir réfraction si

n1
n2 sin i1 > 1 soit

i1 > arcsin (
n2
n1

)

L’ouverture numérique est
O.N = sin θt

où θt est l’angle tel que toutrayon incident sur la fibreavec un angle d’incidenceinférieur à θt est transmisdans la fibre.

La dispersion intermodale estl’élargissement temporelmaximum par unité delongueur. Si les rayonsextrêmes mettent tmin et tmaxpour parcourir une longueur Lalors
Di = tmax − tmin

L



TD no 2

O1 – Lumière : souces et guidage

Conseils pour ce TD• Toujours commencer par effectuer un (beau) tracé aussi précis que possible(règle, couleurs ...).Tracer les rayons lumineux en traits pleins et les orienter. Tracer leur pro-longement en pointillés.Orienter les angles et respecter les lois de Snell Descartes (par exemple, lerayon réfracté se rapproche de la normale au dioptre quand on passe dansun milieu plus réfringent).• Dans l’expression des lois de Snell Descartes, les angles sont orientés dela normale au rayon et non du miroir ou du dioptre au rayon.• En général, pour résoudre l’exercice, on utilisera les lois de Snell Descarteset des relations mathématiques connues : somme des angles orientés dansun triangle, relations trigonométriques dans un triangle rectangle.On a ensuite à combiner ces différentes relations, c’est pourquoi on aurasouvent à travailler dans des triangles rectangles ayant un coté commun.De même, on privilégiera les relation trigonométriques faisant apparaître unsinus car il apparaît également dans la loi de la réfraction.• Vérifier la cohérence entre les résultats issus du calcul et la figure.

Lois de Snell-Descartes

Entraînement 2.1 — Conversions d’angles.Soit αrad la mesure d’un angle en radians, αdeg sa mesure en degrés et αmin sa mesure en minutes d’angle.
a) Exprimer αrad en fonction de αdeg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer αmin en fonction de αdeg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.2 — Conversions d’angles — bis.

a) α = 35,65°. Exprimer α en degrés et en minutes d’angle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) β = 98°15′. Exprimer β en radians. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) γ = 1,053 rad. Exprimer γ en degrés et en minutes d’angle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.3 — Un rayon incident sur un dioptre.

1



On considère un rayon incident arrivant sur un dioptre séparant deuxmilieux d’indice respectif n1 et n2.Ce rayon fait un angle i avec la normale au dioptre.Tous les angles figurant sur le schéma sont non orientés.
δ

i

α
γβ

n1 n2Exprimer chacun des angles suivants en fonction de i et/ou de n1 et n2 (en radians) :
a) α . . . . . . . . . . .
b) β . . . . . . . . . . .

c) δ . . . . . . . . . . .
d) γ . . . . . . . . . . .

2



Entraînement 2.4 — Un autre rayon incident sur un dioptre.

On considère un rayon incident arrivant sur un dioptre séparant deuxmilieux d’indice respectif n1 et n2. Ce rayon fait un angle i avec la normaleau dioptre alors que le rayon réfracté fait un angle r .On donne n1 = 1,00 et n2 = 1,45.
r

i

n1 n2

a) Pour i = 24,0°, que vaut r en degré ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Pour i = 6,74 × 10−1 rad, que vaut r en degré ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Pour r = 15,0°, que vaut i en degré ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.5 — Déviation introduite par un dioptre.On considère un rayon incident arrivant sur un dioptre séparant deuxmilieux d’indice respectif n1 et n2.Les angles définis sur le schéma ci-contre sont tous orientés.On définit Dr la déviation entre le rayon incident et le rayon réfléchi, et
Dt la déviation entre le rayon incident et le rayon réfracté.

r
i

−i
DtDr

n1 n2

a) Exprimer Dt en fonction de i et r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Déterminer Dr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.6 — Un peu de géométrie dans un prisme.

On considère un prisme d’angle au sommet A, représentéci-contre suivant une de ses faces triangulaires.Un rayon incident en I sur une face du prisme émerge enJ.On définit les angles α1, α2, r et r′ sur le schéma.Dans cet entraînement, les angles ne sont pas orientés.
I

•O
r

J
r′

A

α1α2

On rappelle que la somme des angles dans un quadrilatère est égale à 2π.

a) Exprimer l’angle A en fonction de α1 et α2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer l’angle A en fonction de r et de r′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3



Autour des réflexions totales

Entraînement 2.7On considère un dioptre séparant deux milieux d’indices respectifs n1 = 1,5 et n2 = 1,3. Un rayon lumineuxarrive sur ce dioptre en formant un angle i par rapport à sa normale.On rappelle qu’il y a réflexion totale si n1
n2 sin(i) > 1.

a) Pour i = 44°, y a-t-il réflexion totale ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Donner, en degrés, l’angle iℓ tel qu’il y a réflexion totale si i > iℓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.8

On considère un rayon lumineux incident sur le dioptre n1/n2, faisant un angle
i avec la normale à ce dioptre et le rayon réfracté un angle r .
On donne n1 = 1,37 et on rappelle qu’il y a réflexion totale si n1

n2 sin(i) > 1. r
i

n1 n2
a) Pour i = 20,0° et r = 22,0°, que vaut n2 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Pour i = 60,0°, quelle est la valeur maximale de n2 donnant lieu à une réflexion totale ? . . . . . . .
c) On suppose que i = 40,0°. Peut-on observer un phénomène de réflexion totale ? . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 2.9 — Condition de propagation dans une fibre optique.Un rayon lumineux arrive sur un dioptre séparant l’air d’unmilieu d’indice n1 au point A (voir schéma ci-contre). On adonc : sin(θi) = n1 sin(θr ). (1)
Le rayon se propagera dans la fibre à condition qu’il y ait ré-flexion totale au point I situé à l’intersection du rayon lumineuxet du dioptre n1/n2 (avec n1 > n2).On donne la relation correspondante :

n1 sin(i)
n2 > 1 (2)

A
I

θi
θr

i
n = 1 n2

n1

a) À l’aide de (1), exprimer cos(θr ) en fonction de n1 et de sin(θi). . . . . . . . . .
b) À quelle condition portant sur cos(θr ) équivaut (2) ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) En déduire à quelle condition sur sin(θi) équivaut (2). . . . . . . . . . . . . . . . . .
4



Réponses mélangées

60 × αdeg Non 35°39′ r − i Non π − 2i π2 − arcsin(n1
n2 sin(i))

22,0° i π180 × αdeg 16,3° r + r′ 60° 25,5°
π2 − i 1,25 cos(θr ) > n2

n1 arcsin(n1
n2 sin(i)) √1 − sin2(θi)

n21(α1 + α2) − π sin(θi) <√n21 − n22 60°20′ 1,18 1,715 rad

5



✍ Exercice 1 : Construction d’Huygens

Cette construction géométrique permet de construire le rayon réfracté correspondant à un rayon incident
donné.

b
I

i1

n1

n2

Du point d’incidence I comme centre, on trace deux demi-cercles de rayons 1
n1

et 1
n2

.

On prolonge le rayon incident jusqu’à ce qu’il rencontre le demi-cercle de rayon 1
n1

.
Du point d’intersection T , on mène la tangente qui coupe le dioptre en H .
À partir de H , on mène la tangente à l’autre demi-cercle ce qui définit un point T ′.
Le rayon réfracté est alors IT ′.

1. Suivre le mode opératoire dans les deux cas : n1 < n2 et n1 > n2.

2. Vérifier que cette construction est bien conforme aux lois de Snell-Descartes.

3. Retrouver les cas de la réfraction limite et de la réflexion totale.

✍ Exercice 2 : Fibre à saut d’indice

On considère une fibre optique à saut d’indice. On reprend les notations du cours.

1. Tracer l’allure du trajet d’un rayon lumineux en supposant qu’il reste confiné à l’intérieur du cœur.

2. Établir la condition que doit vérifier l’angle d’incidence i au niveau du dioptre cœur/gaine pour
que le rayon reste confiné dans le cœur.

3. Calculer l’angle limite θt pour lequel le confinement est assurée.

4. On considère une fibre rectiligne. Quel est le trajet qui offre le temps de parcours le plus court
dans la fibre optique ? Quel est celui qui offre le temps le plus long ? En déduire l’expression de
la dispersion intermodale.

✍ Exercice 3 : Lame à faces parallèles

e

i

vide

n

vide

d
1. Construire le rayon transmis par une lame à faces paral-

lèles en verre d’indice de réfraction n et d’épaisseur e. Ce
rayon existe-t-il toujours ?

2. Quelle est la direction du rayon réfracté si le rayon inci-
dent arrive sous l’incidence i ?

3. Déterminer la distance d qui sépare la direction du rayon
incident de celle du rayon transmis (Cf. figure)
Application numérique : n = 1,5, e = 1 cm et i = 45 °.

✍ Exercice 4 : Capteur de niveau d’eau

On désire connaitre le niveau du liquide dans un château d’eau. Pour cela, on
l’quipe d’un capteur optique schématisé sur la figure ci-dessous. L’émetteur E , est
un faisceau laser et le récepteur R est une photodiode. Cette dernière fournit un
signal électrique lorsqu’elle reçoit de la puissance lumineuse. L’indice du verre est
n = 1,5 ; celui de l’air est 1.

1. Montrer que le faisceau laser se réflechit totalement sur les faces et ressort
en R .

2. À la place de l’air, il y a maintenant de l’eau d’indice n′ = 1,33. Le récepteur
R reçoit il toujours de la lumière ?

3. Expliquer comment utiliser ce dispositif pour connaitre le niveau de remplis-
sage du château d’eau.

E R

45°
45°

verre

air
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✍ Exercice 5 : Grenouille cachée

Une grenouille est cachée dans l’eau d’indice n ≃ 1,33 sous le centre d’un nénuphar de rayon r = 10
cm.
Quelle profondeur maximale h la grenouille ne doit elle pas dépasser pour qu’on ne puisse pas la voir
de l’autre coté de la surface ?

✍ Exercice 6 : Vu du fond de l’eau ...

Un poisson est posé sur le fond d’un lac : il regarde vers le haut et voit un disque lumineux de rayon r ,
centré sur sa verticale et dans lequel il voit tout ce qui est au dessus de l’eau.

1. Expliquez cette observation à l’aide d’une figure.

2. Le rayon du disque est r = 30 cm, en déduire la profondeur h à laquelle se trouve le poisson.

✍ Exercice 7 : Réfractomètre à fils

Deux fils parallèles A1 et A2, distants de a, sont maintenus à la surface
d’un liquide d’indice n grâce à des flotteurs non représentés sur la
figure. Le liquide est placé dans une cuve dont le fond est un miroir
plan. La hauteur H de liquide dans la cuve est facilement réglable
grâce à un dispositif de vases communicants. On observe le fil A2 sous
une incidence i0 donnée, et on règle H de telle façon que l’image du
fil A1 par le miroir se superpose au fil observé. Exprimer l’indice n du

liquide en fonction de i0 , a et H .
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Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’un objet
ponctuel ?

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’une image
ponctuelle ?

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’un objet réel ?

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’un objet virtuel ?

Miroirs Lentilles

L’image d’un objet réel est :
a⃝ Forcément réelle
b⃝ Forcément virtuelle
c⃝ Réelle ou virtuelle

Miroirs Lentilles

L’image d’un objet virtuel est :
a⃝ Forcément réelle
b⃝ Forcément virtuelle
c⃝ Réelle ou virtuelle

Miroirs lentilles

Qu’est-ce qu’une relation de
conjugaison ?

Miroirs lentilles

Définir le stigmatisme
rigoureux.

Miroirs lentilles

Tracer l’image du point A par
le miroir.

A



Un objet ponctuel est à
l’intersection des rayons
incidents sur le système

optique.

Une image ponctuelle est à
l’intersection des rayons
émergents du système

optique.

Si les rayons incidents se
coupent effectivement en un
point A, alors celui est un

objet réel.
Système optique

Entrée Sortie

Aréel A′
réelle

Si les rayons incidents ne se
coupent pas effectivement en
un point A, mais que ceux

semblent de couper en A si
on les prolonge, alors A est

un objet virtuel.
Système optique

Entrée Sortie

A

virtuel

A′
virtuelle

Réponse c⃝, réelle ou
virtuelle, tout dépend de la
position de la position de

l’objet et du système optique.

Réponse c⃝, réelle ou
virtuelle, tout dépend de la
position de la position de

l’objet et du système optique.

Une relation de conjugaison
est une relation mathématique
qui lie la position de l’image

à celle de l’objet

Un système optique est
rigoureusement stigmatique

s’il donne d’un objet ponctuel
une image ponctuelle.

Autrement dit, l’image d’un
point est un point.

L’image est à l’intersection des
rayons émergents (ici de leur
prolongement). On trace la

marche de deux rayons lumineux
issus de A qui vérifient les lois

de Snell-Descartes

A A′

I

R

I ′

R ′

H



Miroirs Lentilles

Énoncer les conditions de
Gauss.

Mioirs Lentilles

Définir le stigmatisme
approché. Expliquer comment

un stigmatisme approché
suffit pour avoir une image de

bonne qualité.

Miroirs Lentilles

Soit une lentille mince de
centre optique O et de
distance focale f ′ qui

conjugue l’objet A à l’image
A′. Écrire la relation de

conjugaison de Descartes.

Miroirs Lentilles

Définir le grandissement d’un
système optique.

Miroirs Lentilles

Tracer le rayon émergent

OF F ′

Miroirs Lentilles

Tracer le rayon émergent

OF ′ F

Miroirs Lentilles

Soit un objet A distant de D
d’un écran. À quelle condition
une lentille convergente de
distance focale f ′ permet de

former l’image de A sur
l’écran ? Retrouver cette
condition à l’aide des

relations de conjugaison.

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce que le foyer
principal image d’un système

optique ?

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce que le foyer
principal objet d’un système

optique ?



Un système optique centré est
utilisé dans les conditions de
Gauss si les rayons lumineux

sont peu écartés et peu
inclinés par rapport à l’axe

optique.

O

α ≪ 1 rad
d ≪ R

R

Un dispositif
approximativement

stigmatique donne d’un objet
ponctuel une tache image
dont les dimensions sont

« faibles ». Si la taille de la
tache image est plus petite

que celle d’un élément
photosensible du détecteur

alors l’image apparaît
ponctuelle.

1
OA′ − 1

OA = 1
f ′

Le grandissement est γ = A′B′

ABOF F ′OF ′ F

On note x = OA alors
OA′ = x + D et

1
x + D − 1

x = 1
f ′

soit x2 + xD + Df ′ = 0 cette
équation admet au moins une

solution à condition que
∆ = D2 − 4Df ′ > 0 soit

D > 4f ′

Un foyer principal image est
l’image d’un point situé à
l’infini sur l’axe optique.

A∞ ∈ ∆ −→ A′ = F ′

Le foyer principal objet est le
point de l’axe dont l’image est

à l’infini sur l’axe optique.

A = F −→ A′
∞ ∈ ∆



Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’un foyer
secondaire image ?

Miroirs Lentilles

Qu’est-ce qu’un foyer
secondaire objet ?



Un foyer secondaire image
est l’image d’un point situé à
l’infini mais pas forcément sur

l’axe optique.

Un foyer secondaire objet est
un point dont l’image est
situé à l’infini mais pas

forcément sur l’axe optique.



TD no 3

O2 – Miroirs plans et lentilles minces

Conseils pour ce TD• Ceux du TD de O1.• Pour tracer un rayon réfléchi par un miroir plan, placer l’imagede l’objet dont il est issu (symétrique par rapport à un miroirplan).• Pour utiliser une relation de conjugaison, orienter les dis-tances algébriques et les angles. Vérifier la cohérence dessignes.• Dans le cas d’un système optique constitué de plusieurs len-tilles, on peut utiliser la notion d’images intermédiaires (faireun tableau du type A− (L1) → A1 − (L2) → A′ par exemple) oualors tracer le devenir d’un rayon après la suite de réfractions.• Dans le cas courant où l’objet (respectivement, l’image) està l’infini, aucune relation de conjugaison n’est nécessaire :l’image (resp. l’objet) est dans le plan focal image (resp. objet).
Grandeurs algébriques

Entraînement 3.1 — Diamètre apparent.On considère le schéma suivant, montrant l’angle α ,appelé diamètre apparent, sous lequel est vu un ob-jet AB depuis un point O. O A
B

α

a) Exprimer le diamètre apparent α , en radians, en fonction de OA et AB . . . . . .
b) Exprimer le diamètre apparent α , en degrés, en fonction de OA et AB . . . . . . .
Un observateur situé à la surface de la Terre observe des astres, caractérisés par les donnéessuivantes :

Soleil Lune
Diamètre 1,4 · 106 km 3,5 · 103 km

Distance à la Terre 150 600 · 103 km 384 400 km
Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser que, quand α est un angle petit et exprimé en
radians, on dispose de l’approximation des petits angles : α ≈ tan(α).
c) Calculer le diamètre apparent de la Lune αL en degrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1



d) Calculer le diamètre apparent du Soleil αS en degrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e) Que vérifient les valeurs numériques αS et αL ?

2



a αS > αL b αS ≈ αL c αS < αL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .f ) Quel phénomène astronomique la comparaison de αL et αS permet d’expliquer ?a Les éclipsesb Les saisonsc Les marées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 3.2 — Configuration de Thalès et grandissement.On considère la situation représentée sur le schéma ci-dessous.
OA

B A′

B′

On note x la valeur algébrique de la longueur x et on définit le grandissement γ par la relation :
γ = A′B′AB .

a) Donner la relation reliant OA, OA′, AB et A′B′ . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Déterminer la valeur numérique de γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Modèle de la lentille mince

Entraînement 3.3 — Conditions de Gauss.Parmi les situations suivantes concernant les rayons lumineux issus d’un objet et traversantune lentille mince, indiquer celle qui ne permet pas de se placer dans les conditions de Gauss.a peu inclinés par rap-port à l’axe optique. b passant par les bordsde la lentille. c passant près du centreoptique.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 3.4 — Déviation de rayons lumineux.On rappelle les propriétés suivantes :

• Un rayon passant par le centre optique de la lentille n’est pas dévié.
• Un rayon incident dont la direction passe par le foyer objet émerge parallèle à l’axeoptique principal.
• Un rayon parallèle à l’axe optique principal émerge avec une direction passant par lefoyer image.

Pour chacun des schémas suivants, préciser s’ils sont corrects ou incorrects.
a) O F′F

4



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b)

O F′F

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c)

O FF′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d)
O FF′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 3.5 — Construction de rayons lumineux.On considère le schéma suivant montrant un objet AB et son image A′B′ par une lentilleconvergente.

OA
B A′

B′

On donne l’échelle du schéma : 8 carreaux sur le schéma correspondent à 10 cm en réalité.
a) Déterminer graphiquement la distance focale de la lentille . . . . . . .
b) Calculer la vergence de la lentille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 3.6 — Batailles de convergence.Quelle est la lentille la plus convergente ?a une lentille de vergence +8,0 δb une lentille de focale image +8,0 cm c une lentille de focale objet −10,0 cmd une lentille de focale image −8,0 cm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 3.7 — Focale d’une lentille biconvexe.La distance focale d’une lentille biconvexe symé-trique de rayon de courbure R , taillée dans un ma-tériau d’indice n et utilisée dans l’air est donnée parla relation suivante :

f ′ = R2(n − nair)où nair est l’indice optique de l’air.
OC1 C2R

R

On souhaite fabriquer une lentille biconvexe de vergence 6,0 δ afin de corriger une hypermé-tropie forte à partir d’un plastique organique d’indice n = 1,67. On donne nair = 1,00.
a) Calculer le rayon de courbure à réaliser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) Pour quelle valeur de l’indice n la lentille ne dévie pas les rayons lumineux ?a n ≈ nair b n = 32nair c n = R

nair. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
6



Conjugaison par une lentille mince

Entraînement 3.8 — Relation de conjugaison au centre optique.Un objet lumineux est placé au point A, à 15,0 cm devant une lentille mince convergente decentre optique O et de distance focale f ′ = 4,0 cm.On rappelle la relation de conjugaison aux sommets de Descartes qui permet de faire le lienentre la position OA de l’objet et la position OA′ de l’image :1OA′ − 1OA = 1OF′ .

a) Exprimer OA′ en fonction de OA et f ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer OA en fonction de OA′ et f ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer f ′ en fonction de OA et OA′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) L’image est-elle située avant ou après le centre optique O ?
Entraînement 3.9 — Relation de conjugaison aux foyers.Dans un dispositif optique convergent de distance focale f ′ = 12,0 cm, on souhaite qu’uneimage réelle se trouve exactement à 5,0 mm après le foyer image. On cherche la position oùl’on doit placer l’objet, dans un premier temps par rapport au foyer objet F, puis par rapport aucentre optique O.On rappelle la relation de conjugaison aux foyers de Newton :

F′A′ × FA = −f ′2.
a) Exprimer FA en fonction de f ′ et F′A′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer OA en fonction de FA et f ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Cet objet est-il réel ou virtuel ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 3.10 — Grandissement.Un système optique donne d’un objet, une image dont le grandissement est le suivant : γ =
−2,0.
a) Par rapport à l’objet, cette image est :a rétrécie b agrandie
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b) Par rapport à l’objet, cette image est :a droite b renversée
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 3.11 — Projecteur de cinéma.Un projecteur de cinéma contient une lentille convergente de distance focale f ′ = 50,0mm.L’écran se situe à 15,0 m de la lentille et on dispose d’une pellicule dont les vignettes sont dedimensions 36,0 mm × 24,0 mm.
a) À quelle distance algébrique de la lentille doit-on placer la pellicule ? .
b) Quelles sont les dimensions de l’image d’une vignette sur l’écran ? . . . . .
Entraînement 3.12 — Objets et images à l’infini.a) Un objet lumineux très éloigné, comme une étoile, peut être considéré comme étant situé àl’infini.Où se situe l’image d’un tel objet par une lentille ?a dans son plan focal imageb dans son plan focal objetc à l’infini. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Un œil « normal » (emmétrope) n’accomode pas lorsqu’il observe une image à l’infini. Dansce but, on souhaite projeter à l’infini, l’image d’un objet en utilisant une lentille.Où doit-on placer l’objet ?a dans son plan focal imageb dans son plan focal objetc à l’infini. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 3.13 — Loupe.Une loupe est une lentille convergente utilisée dans des conditions particulières. Dans cetexercice, la lentille utilisée a une distance focale de 10,0 cm. On place un objet AB = 2,0 cmà une distance de 6,0 cm en avant de la loupe.
a) Calculer la position de l’image formée par la loupe . . . . . . . .
b) Donner la nature de l’image . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Calculer la taille de l’image formée par la loupe . . . . . . . . . . .
d) Cette image est-elle droite ou renversée ? . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 3.14 — Méthode de Bessel.Pour mesurer la distance focale d’une lentille, on peut utiliser la méthode de Bessel.On considère un objet donné, et on fixe la distance D entre l’objet et l’écran. On s’assure que Dsoit suffisamment grande pour qu’il existe deux positions où intercaler la lentille entre l’objetet l’écran, pour lesquelles l’image sur l’écran soit nette. On note d la distance entre ces deuxpositions.

A A′

D

d

Position 1 Position 2 Écran

On peut alors montrer la relation suivante :1
f ′ = 1

D+d2 − 1
−(D−d)2 .

a) Exprimer f ′ en fonction de D et d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer f ′ lorsque d = D4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer d lorsque f ′ = D4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées

virtuelle Incorrect OA′OA = A′B′AB Correct +20 δ 5,0 cm
a a arctan(ABOA

)
× 180

π
15D64 OA′ = −15 cm

0,53° b réel −2 a −f ′2F′A′ 5,0 cm droite
OA = −5,02 cm b FA − f ′ Incorrect b 0,22 m

arctan(ABOA
) OA × OA′OA − OA′

OA × OF′OA + OF′ après 0,52° 10,8m × 7,2m
b 0 Correct b D2 − d24D b OA′ × f ′

f ′ − OA′
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✍ Exercice 1 : Réflexion sur un miroir horizontal.

Un homme dont les yeux sont placés à H = 1,80 m du sol cherche à observer un petit arbre de hauteur
h = 1,50 m situé à une distance D = 5,00 m par réflexion sur un miroir plan posé à plat sur le sol.
Déterminer la position et la largeur minimale du miroir.

✍ Exercice 2 : Réflexion sur un miroir vertical.

Un homme dont les yeux sont placés à H = 1,80 m du sol cherche à s’observer entièrement par réflexion
dans un miroir plan vertical.
Déterminer la position et la hauteur minimale du miroir.

✍ Exercice 3 : Image d’un objet par un périscope.

O

O′

D

d

A

B

b

M
1

b

M
2

Un périscope simple est un système optique formé de deux miroirs
plans qui permet par exemple d’observer un défilé par dessus une
foule.
Les périscopes de sous-marins sont des systèmes optiques plus
compliqués.
On suppose que les plans des miroirs font un angle de 45° avec
la verticale.
L’objet AB observé est lui aussi vertical et à la distance D du
centre O du miroir supérieur.
La distance OO′ entre les deux centres des miroirs est d.

1. Par construction, déterminer la position de A′′B′′, l’image de AB par le système optique.

2. Quelle est la valeur du grandissement ?

3. Le système optique est-il stigmatique ?

4. Tracer deux rayons issus de AB et qui traversent le système optique et parviennent à l’œil. Préciser
la nature de A′′B′′.

✍ Exercice 4 : Applications directes du cours

1. Une camera aérienne survolant la Terre à une altitude de 4000 m de distance focale 50 cm produit
une image de format 18 cm sur 18 cm d’une ville. Calculer la surface photographié.

2. Considérons une paire de lunettes correctrices pour la myopie. L’ordonnance indique une vergence
de −2δ .

— Quelle est la distance focale image de la paire de lunettes ? Quelle est le type de lentilles
utilisées ?

— Muni de cette paire de lunettes, je lis un livre situé à 30 cm de mon visage. Quelle est la
distance de l’image de cet ouvrage à travers les lunettes ?

3. On donne un lentille mince convergente de 50 cm de distance focale. À quelle distance faut-il
placer un objet pour que son image réelle soit 5 fois plus grande ?

4. Même question pour une image virtuelle.

5. On donne point lumineux P placé à 75 cm d’une lentille convergente dont la distance focale est
50 cm. Que voit-on sur un écran placé de l’autre côté de la lentille à 1 m ? Faire varier la position
de l’écran et expliquer ce que l’on voit.

6. Même question avec une lentille divergente.

1



7. Soit un appareil photo composé d’une seule lentille de 50 mm de focale. Un PCSI2 de 1,70 m
se tient à 10 m devant l’objectif. Montrer que la distance lentille/capteur doit être de 50,3 mm.
Déterminer la taille du PCSI2 sur la photographie.

✍ Exercice 5 : Pécheur au harpon.

On considère nair ≃ 1,00 et neau = n ≃ 1,33.

1. Une truite assimilée à un segment AB = 40 cm horizontal se situe à la profondeur HA = 1 m.

Air

Eau

h = HA

A B

I

i1

r1

H

Un pécheur observe A1B1, l’image de AB par le dioptre,
sous une incidence (pour A1) i1 = 30°.
Puis en se rapprochant sous une incidence i2 = 10°.
Exprimer HA1 et HA2 la position des images A1 et A2

vues par le pécheur en fonction de h, n et i1 ou i2. Faire
les applications numériques et conclure.

2. Le pêcheur étant maintenant quasi vertical par rapport
au milieu O de la truite, quelle est la position apparente
du poisson et son diamètre angulaire apparent α . On
considérera que les yeux du pécheur sont situés à 1 m
de la surface de l’eau ?

✍ Exercice 6 : Calcul algébrique de la position des foyers d’un doublet.

b

O1

b

O2

On donne les distances focales pour cha-
cune des deux lentilles représentées ci-
contre : |f ′

1| = 3a et |f ′
2| = 2a, avec a > 0.

Déterminer par le calcul puis par tracé, la
position des foyers principaux du système.

✍ Exercice 7 : Focométrie, la totale.

La focométrie est la recherche de la dis-
tance focale d’un système optique : lentilles minces sphériques.

1. Détermination très rapide. Comment savoir, au touché si une lentille est convergente ou diver-
gente ?

2. Détermination rapide. Montrer, à l’aide de constructions graphiques qu’il est possible de différen-
tier une lentille convergente d’une lentille divergente en regardant un objet suffisamment près :
|AO| < |f |.

3. Méthode d’auto-collimation. On déplace un objet AB face à une lentille accolée ou non à un
miroir plan jusqu’à ce que l’image A′B′ de AB se forme dans le plan de l’objet. Montrer que cette
méthode permet de déterminer la distance focale de la lentille : on tracera l’image de AB si A en
F . Peut-on directement utiliser cette méthode avec une lentille divergente ?

4. Méthode de BESSEL Un objet AB et un écran (E ) sont maintenus fixes et distants de D. Entre
l’objet et l’écran, on déplace une lentille convergente de distance focale f ′ image à déterminer.
Montrer que si D > 4f ′, il existe deux positions de la lentille distantes de d pour lesquelles il y
a une image nette de l’objet sur l’écran. Exprimer f ′ en fonction de d et D.

5. Méthode par conjugaison. Montrer qu’on peut déterminer la distance focale d’une lentille mince
par utilisation d’une formule de conjugaison. Laquelle choisiriez-vous ? Quelle type de courbe
traceriez-vous à partir d’un tableau de valeurs composé de couples (p = OA,p′ = OA′) pour
déterminer f ′ ?

2



6. Expliquez comment on peut mesurer la distance focale d’une lentille (L1) divergente inconnue en
lui accolant utilisant une deuxième lentille (L2), celle-ci connue et convergente.

7. Méthode de BADAL. On utilise deux lentilles convergentes (L1) et (L2) distantes de O1O2 > f ′
2.

Faire une figure.
Un objet ponctuel A est placé en F1 (par auto collimation) et a pour image A′′. Déterminer la
position de A′′.
On intercale une lentille divergente (L3) dont on veut mesurer la distance focale telle que O3 = F2

Faire une figure et déterminer une méthode de mesure de f ′
3.
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Instruments
d’optique

Comment modéliser
simplement un œil en

optique ?

Instruments
d’optique

Décrire le processus
d’accomodation pour l’œil.

Instruments
d’optique

Qu’est-ce que le ponctum
proximum ? Où se trouve-t-il

pour un œil emmétrope ?

Instruments
d’optique

Qu’est-ce que le ponctum
remotum ? Où se trouve-t-il
pour un œil emmétrope ?

Instruments
d’optique

Comment modéliser
simplement un appareil

photographique ?

Instruments
d’optique

Quelles sont les influences du
diaphragme sur la

photographie.

Instruments
d’optique

Quelle est l’influence de la
distance focale de la lentille

d’un appareil photo ?

Instruments
d’optique

Quelle est l’influence du
temps de pose sur un

appareil photo ?

Instruments
d’optique

Que vaut la résolution
angulaire de l’œil humain ?



On modélise un œil par une
lentille convergente de

vergence variable placée à
une distance fixe d’un écran.

Les muscles ciliaires rendent
le cristallin plus ou moins

convergent afin de former une
image nette sur la rétine.

Le ponctum proximum est le
point le proche que l’œil peut

voir net. Pour un œil
emmétrope il se situe à une

quinzaine de centimètre. Cette
distance dépend de l’âge.

Le ponctum remotum est le
point le plus éloigné que l’on

peut voir net. Pour un œil
emmétrope il se situe à

l’infini.

On modélise un appareil
photo par une lentille

convergente de vergence
constante située à une

distance variable d’un capteur.
Un diaphragme est également

accolé à la lentille.

Diminuer l’ouverture du
diaphragme permet de
diminuer la quantité de

lumière entrant dans
l’appareil et d’augmenter la

profondeur de champ.

Augmenter la distance focale
permet de diminuer l’angle de
champ et donc d’agrandir les
images. Au contraire diminuer
la distance focale permet de
photographie un champ plus

large.

Le temps de pose détermine
la quantité de lumière

frappant le capteur. Plus il
est long plus le capteur sera

exposé à la lumière et l’image
sera lumineuse.

La résolution angulaire de
l’œil humain est de

3.10−4 rad



Instruments
d’optique

Construire graphiquement la
profondeur de champ d’un

appareil photo.

Instruments
d’optique

Comment modéliser une
lunette astronomique ?

Instruments
d’optique

Exprimer, en fonction des
distances focales f ′

1 et f ′
2, le

grossissement d’une lunette
astronomique utilisée dans
les conditions de Gauss.



On modélise une lunette
astronomique par l’association

deux lentilles convergentes.
La distance les séparant est
égale à la somme de leur

distances focales afin
d’obtenir un dispositif afocal.

Avec les notations du cours :
on définit le grossissement

algébrique G = α ′

α . Or
tan α ≃ α = A1B1

f1 < 0 et
tan α ′ ≃ α ′ = A1B1

f ′
2

> 0 d’où
G = − f ′

1
f ′
2

< 0



TD no 4

O3 – Modèles d’instruments optiques

Conseils pour ce TD• Ceux du TD de O2.• Respecter les notations. Par exemple, on note f ′ la distancefocale OF ′ d’une lentille et F ′ son foyer principal image.• Dans le cas d’un système optique constitué de plusieurs len-tilles, on peut utiliser la notion d’images intermédiaires (faireun tableau du type A− (L1) → A1 − (L2) → A′ par exemple) oualors tracer le devenir d’un rayon après la suite de réfractions.• Dans le cas courant où l’objet (respectivement, l’image) està l’infini, aucune relation de conjugaison n’est nécessaire :l’image (resp. l’objet) est dans le plan focal image (resp. objet).
Systèmes optiques

Entraînement 4.1 — Schéma optique d’une lunette astronomique afocale.

O1
F′1 O2F2 F′2A1
B1L1 L2

α α ′

B∞
B′

∞

A∞ A′
∞

Le schéma ci-dessus modélise une lunette astronomique afocale, où un carreau correspond àune longueur réelle de 2,5 cm.Calculer les distances algébriques suivantes :
a) O1F′1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) O2F2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) O2O1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) A1F′2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1



Entraînement 4.2 — Grossissement d’une lunette astronomique afocale.On considère la lunette astronomique afocale schématisée dans l’entraînement précédent.Elle est constituée d’un objectif (lentille convergente L1) et d’un oculaire (lentille convergente
L2) alignés sur le même axe optique.

O1
F′1 O2F2 F′2A1

B1L1 L2

α α ′α ′

B∞
B′

∞

A∞ A′
∞

On introduit les grandeurs suivantes :
• la distance focale image de l’objectif, notée f ′1
• la distance focale image de l’oculaire, notée f ′2
• l’objet lointain observé par la lunette, noté A∞B∞

• l’image intermédiaire de l’objet par l’objectif, notée A1B1
• l’image à l’infini de l’image intermédiaire par l’oculaire, notée A′

∞B′
∞

• le diamètre apparent α de l’objet
• le diamètre apparent α ′ de l’image

On définit le grossissement de la lunette, noté G , comme le rapport du diamètre apparent del’objet observé à la lunette sur le diamètre apparent réel de l’objet.Autrement dit, on pose
G = α ′

α .

Dans cet entraînement, les angles ne seront pas orientés et on travaillera avec des longueurs
plutôt que des valeurs algébriques.

a) Exprimer α en fonction de A1B1 et d’une distance focale.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer α ′ en fonction de A1B1 et d’une distance focale.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer G en fonction de f ′1 et de f ′2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Déterminer la valeur de G .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2



Réponses mélangées

20 cm f ′1
f ′2 40 cm A1B1

f ′1 −10 cm 4 A1B1
f ′2 −50 cm

**************************************************************************
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✍ Exercice 1 : Lunette astronomique de Meudon.

La lunette astronomique de Meudon, en France, est schématisée par l’association de deux lentilles minces
convergentes, l’une, l’objectif (L1) de focale f ′

1 = 16 m et l’autre, l’oculaire (L2) de distance focale f ′
2 = 4

cm. Le diamètre de l’objectif est D = 80 cm.

1. Faire un schéma de la lunette quand elle est réglée à l’infini. Dessiner la marche d’un faisceau
lumineux issu d’un objet situé à l’infini mais pas sur l’axe optique, les rayons arrivent alors sur
l’objectif en faisant un angle α avec l’axe optique.

2. Calculer la valeur du grossissement G = α ′

α
où α ′ est l’angle que font les rayons avec l’axe optique

en sortie du système.

3. Situer le cercle oculaire (image de l’objectif à travers (L2)) et calculer son diamètre d.

4. On observe une étoile dont la diamètre angulaire apparent est 0,02 ”. Montrer que cette étoile
apparaît ponctuelle pour un observateur qui regarde dans la lunette, la résolution angulaire de
l’œil est d’environs 1,5’ Quel est alors l’intérêt ?

✍ Exercice 2 : Système afocal de trois lentilles.

Soient trois lentilles de distances focales respectives f ′
1 = −1,5 m, f ′

2 = 40 cm et f ′
3 = −20 cm.

La lentille (L2) est placée entre les lentilles (L1) et (L3).
Le système est centré, aplanétique et stigmatique.

1. Donner la signification de ces trois derniers termes.

2. On veut que le système soit afocal c’est à dire que ses foyers principaux soient rejetés à l’infini.
Déterminer alors la relation entre les trois distances focales et les distances d1 séparant (L1) de
(L2) et d2 séparant (L2) de (L3). Calculer d2 si d1 = 50 cm.

3. Faire une figure du système à l’échelle et déterminer graphiquement si le grandissement trans-
versal est inférieur ou supérieur à 1.

✍ Exercice 3 : Appareil photographique.

1. L’objectif d’un appareil photographique est assimilable à une lentille mince convergente (L1) de
10 cm de distance focale. On photographie une tour de 50 m de haut située à 1 km.

(a) À quelle distance de l’objectif se situe l’image A1B1 obtenue ?
(b) Quelle est la taille de cette image ?

2. On associe à cet objectif une lentille mince divergente (L2) de distance focale −4 cm. Le capteur
est située à 12 cm de (L2) on règle O1O2 jusqu’à obtention, sur le capteur, d’une image finale A′B′

nette.

(a) Quelle est alors la distance O1O2 entre (L1) et (L2) ?
(b) Quelle est la taille de l’image dans ce cas ?
(c) Quel est l’intérêt de (L2) ?
(d) Sur un schéma à l’échelle 1/1, positionner les lentilles (L1) et (L2), les images A1B1 et A′B′

en utilisant les valeurs numériques précédentes. Mettre en évidence sur ce schéma α , l’angle
apparent sous lequel on voit l’objet depuis le centre optique de (L1).

(e) Sur le même schéma, tracer la marche, à travers (L1) et (L2), d’un faisceau lumineux incident
couvrant toute la lentille (L1) dans les deux cas suivants :
— faisceau parallèle de même direction que l’axe optique du système.
— faisceau parallèle, incliné selon l’angle apparent α .

3. On reprend l’appareil photographique de la question 1.
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(a) Quelle devrait être la distance focale d’une lentille convergente unique qui donnerait de la
même tour, une image de même taille que celle donnée par le système ((L1),(L2)) précédent ?

(b) Pourquoi utilise-t-on la solution de la question 2. plutôt que celle de la question 3. pour
fabriquer les appareils photographiques ?

✍ Exercice 4 : Ouverture d’un appareil photographique.

Un appareil photographique argentique est constitué d’une lentille convergente de focale f ′ = 50 mm. La
pellicule est placée à la distance d de la lentille. Les rayons incidents sont limités par un diaphragme
de diamètre D et dont l’ouverture est circulaire.

1. On souhaite photographier des objets à une distance variant de x = 0,6 m à l’infini par rapport
à la lentille. Calculer les distances dmin et dmax de la pellicule pour lesquelles l’image formée est
nette.

2. On défini un nombre N appelé nombre d’ouverture vérifiant 1
N

= D
f ′ (appelée ouverture relative).

Sur les objectifs, on peut faire varier le diamètre du diaphragme d’entrée de manière discontinue,
ce qui est repéré sur l’objectif par une série de nombres N dont les valeurs sont 2,8 ; 4 ; 5,6 ; 8 ; 11 ;
16. Sur les boîtiers d’appareils photographiques, on dispose d’autre part des temps d’exposition
nécessaire respectifs (en s) : te = 1

15 ; 1
30 ; 1

60 ; 1
125 ; 1

250 ; 1
500 . Expliquez.

3. La pellicule est caractérisée par un grain g = 0,02 mm (taille du grain de l’émulsion de la
pellicule). On souhaite que la taille de la tache image d’un objet A reste inférieure à g pour que
l’image soit satisfaisante. La mise au point étant faite à l’infini, mettre en évidence à l’aide d’une
construction géométrique, la distance minimale L0, dite “hyperfocale”, qui sépare A de la lentille
pour que l’image soit correcte. Exprimer L0 en fonction de g, f ′ et N .

4. Soit Pf la profondeur du champ (zone de l’espace objet qui donne une image nette). Qualitative-
ment, comment Pf varie-t-elle avec N , avec f ′ ?

✍ Exercice 5 : Galilée, GPT, et vous

Dans cet exercice c’est vous le prof de physique. Voici l’énoncé que vous avez donné à vos étudiants, un
PCSI-GPT vous a rendu sa copie. C’est à vous de la corriger :

— Il faut corriger ce qui est faux
— Il faut corriger la rédaction et la présentation

Bon courage !

Énoncé :
La lunette de Galilée est formée d’une lentille objectif ((L1) : O1, f ′

1 = 20 cm) et d’une lentille oculaire
divergente ((L) : O, f ′ < 0). Le foyer objet F de (L) coïncide avec le foyer image F ′

1 de (L1). La longueur
l = O1O vaut 15 cm. On pointe un objet AB de 2 cm à 30 cm devant l’objectif.

1. Construire l’image A′B′ de AB. Est-elle réelle ou virtuelle ?

2. Calculer p′ = OA′ et A′B′ (valeurs numériques).

3. Le grandissement de l’ensemble dépend-il de la position de AB ? On tracera un rayon issu de B

et arrivant sur le système parallèlement à l’axe optique.

4. Cet appareil est destiné à voir des objets éloignés. En appelant α le diamètre angulaire apparent
d’un objet à l’infini et α ′ celui de son image, calculer le grossissement G = α ′

α
de cette lunette.
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1. Construction de l’image A′B′ de AB. Réalité ou virtualité ?

Image donnée par l’objectif (L1). On applique la relation des lentilles fines pour (L1) :

1
p

+
1
p′

1

=
1
f ′
1

,

avec p = 30 cm et f ′
1 = 20 cm. On trouve

1
30

+
1
p′

1

=
1
20

⇒
1
p′

1

=
1
20

−
1
30

=
1
60

,

donc

p′
1 = 60 cm.

L’objectif forme donc une image intermédiaire A1B1 située à 60 cm à droite de O1. L’agrandissement par
l’objectif vaut

γ1 = −
p′

1

p
= −

60
30

= −2,

donc la hauteur A1B1 est

A1B1 = γ1 · AB = −2 × 2 cm = −4 cm,

c’est-à-dire une image renversée de hauteur 4 cm.

Placement de l’oculaire (L). On nous dit que le foyer objet F de l’oculaire coïncide avec F ′
1, le foyer

image de (L1). Le foyer image F ′
1 du premier objectif est à f ′

1 = 20 cm de O1, donc F est à 20 cm de
O1. Comme O est à 15 cm de O1, on a OF = 5 cm. Par conséquent l’oculaire a une distance focale
(algébrique) donnée par

f ′
oculaire = OF = +5 cm.

Construction finale. L’image A1B1 produite par l’objectif est donc située à 60 cm de O1, soit 60 − 15 =
45 cm à droite de O. En tenant compte des propriétés des lentilles et de la nature divergente de l’oculaire
on trouve que l’image finale A′B′ vue par l’observateur est virtuelle et située entre l’oculaire et l’objet
intermédiaire. On conclut donc : A′B′ est une image virtuelle.

2. Calculs numériques : p′ = OA′ et A′B′.

Nous voulons la position p′ = OA′ de l’image finale par rapport au centre O de l’oculaire et la taille
A′B′.

Données synthétiques (utilisées ci-dessous).

O1O = 15 cm, p = 30 cm, f ′
1 = 20 cm, AB = 2 cm.
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Calcul de p′. On utilise la formule des lentilles pour l’oculaire. En prenant pour l’oculaire la valeur
(erronée) f ′

oculaire = +5 cm , et en notant que l’objet pour l’oculaire (l’image A1) est situé à 45 cm à droite
de O, on pose la distance objet relative po (algébrique) égale à −45 cm (objet situé sur le côté image).
La formule donne :

1
po

+
1
p′

=
1

f ′
oculaire

⇒
1

−45
+

1
p′

=
1
5

.

D’où
1
p′

=
1
5

+
1
45

=
9 + 1

45
=

10
45

=
2
9

,

donc

p′ =
9
2

= 4,5 cm.

Ainsi la position de l’image relative à O serait p′ = 4,5 cm à droite de O. ⋆ (Erreur volontaire : résultat

numérique faux à cause de la mauvaise valeur de f ′.)

Calcul de la hauteur A′B′. L’agrandissement total est le produit des deux agrandissements. Nous avions
γ1 = −2 pour l’objectif. L’oculaire (avec f ′

oculaire = +5 cm erroné) donne un agrandissement

γ2 = −
p′

po
= −

4,5
−45

= +
4,5
45

= 0,1.

Le grandissement total est donc

Γ = γ1γ2 = (−2) × 0,1 = −0,2.

La hauteur finale vaut

A′B′ = Γ · AB = −0,2 × 2 cm = −0,4 cm,

c’est-à-dire 0,4 cm et renversée.

3. Le grandissement dépend-t-il de la position de AB ?
Trace d’un rayon particulier.

Discussion. Pour une lunette classique l’agrandissement angulaire pour un objet à l’infini est G =
f ′
1

f ′
oculaire

(rapport des focaux). Cependant pour un objet placé à distance finie (ici 30 cm) l’agrandissement

linéique dépend effectivement de la position de l’objet : l’image intermédiaire fournie par l’objectif change
de position et de taille quand l’objet varie, donc le grandissement total dépend de p. Ainsi oui, le
grandissement linéique dépend de la position de AB.

Trace d’un rayon. On trace un rayon issu de B parallèle à l’axe optique arrivant sur le système : il
est focalisé par l’objectif au foyer image F ′

1 (à 20 cm de O1), puis entre dans l’oculaire et en sort en
divergeant comme s’il provenait du point A′ déterminé ci-dessus.
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4. Grossissement pour objets éloignés (lunette).

Pour un objet à l’infini le faisceau après l’objectif est dirigé vers le foyer image F ′
1. Dans une lunette de

Galilée (objectif convergent, oculaire divergent) le grossissement angulaire vaut (formule usuelle)

G =
α ′

α
=

f ′
1

f ′
oculaire

.

En prenant f ′
1 = 20 cm et la valeur (erronée) f ′

oculaire = +5 cm on obtient

G =
20
5

= 4.

✍ Exercice 6 : Étude d’un microscope.

Un microscope peut être modélisé par deux lentilles convergentes (L1) et (L2) alignées sur le même axe
optique, entourées d’air.
(L1) modélise l’objectif et a une distance focale image f ′

1 = 2 mm. (L2) modélise l’oculaire et a une distance
focale image f ′

2 = 30 mm. La distance ∆ = F ′
1F2 entre le foyer image de (L1) et le foyer objet de (L2)

vaut 160 mm, c’est l’intervalle optique du microscope.
La distance minimale de vision de l’œil est dm = 25 cm : c’est le ponctum proximum, la distance au
dessous de laquelle l’œil n’arrive plus a accommoder : l’image n’est plus nette.
Par contre, l’œil normal voit net un objet situé à l’infini et cela sans accommoder.
On observe, à travers le microscope, un petit objet AB perpendiculaire à l’axe optique avec A et l’œil sur
l’axe optique.

1. Rappeler la formule de conjugaison de Newton pour une lentille mince sphérique. Donner éga-
lement les deux formules de Newton pour le grandissement γ .

2. Où doit être placé A pour que l’œil observe AB à travers le microscope sans accommoder ? Faire
l’application numérique.

3. Les deux rayons sortant de la lentille (L2) sur le dessin ci-dessous (qui n’est pas à l’échelle) sont
issus de B. Dessiner leur trajet à travers le microscope et trouver ainsi graphiquement la position
de AB.

b

O1

b

F1

b

F ′
1

b

O2

b

F2

b

F ′
2

4. Expression du grossissement :

(a) Sous quel angle maximal θ0 un œil normal voit-il AB sans le microscope ? (on prendra tan θ0 ≃

θ0).
(b) Sous quel angle θ l’œil voit-il AB à travers le microscope ? (on prendra tan θ ≃ θ).
(c) On définit le grossissement par G = θ

θ0
. Calculer G en fonction de ∆, dm, f ′

1 et f ′
2. Faire

l’application numérique.

5. Le cercle oculaire de centre C est l’image de la monture de (L1) à travers (L2).

(a) Que vaut CF ′
2.

8



(b) Quel est le diamètre D′ du cercle oculaire sachant que le diamètre de la monture de (L1) est
D = 11 mm ?

6. Comme la rétine est discontinue, granulaire, l’œil ne peut pas distinguer deux rayons lumineux
l’un de l’autre s’ils font entre eux un angle inférieur à ε = 1,5 minute d’arc. Quelle est la taille
du plus petit objet AB que l’on pourra distinguer ? On donnera son expression en fonction de ∆,
ε, f ′

1 et f ′
2. Faire l’application numérique.
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Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un courantélectrique ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Définir l’intensité du courantélectrique.

Lois générales de
l’électrocinétique

Justifier que même si lacharge électrique estquantifiée, elle nous apparaîtcomme une grandeurcontinue.

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’une tensionélectrique ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Citer quelques exemplesd’ordres de grandeursd’intensités de courantsélectriques.

Lois générales de
l’électrocinétique

Citer quelques exemplesd’ordres de grandeurs detensions électriques.

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce que l’approximationdes régimesquasi-stationnaires ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Un circuit de longueur L estalimenté par un courant defréquence f . À quellecondition ce circuit est dansl’ARQS ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Énoncer la loi des nœuds.



Un courant électrique est undéplacement de particuleschargées.
L’intensité d’un courant estdéfinie par i = dqdt , où dq estla charge qui traverse unesection de conducteurpendant l’intervale de tempsdt .

Les courants macroscopiquesmobilisent un très grandnombre d’électrons. Parexemple, un courantd’intensité i = 1 mA quitraverse un conducteurpendant τ = 1 ms met en jeu
N = iτ

Ne ≃ 6.1012 électrons.

Une tension est unedifférence de potentiel.Dipôle
A Bi

uAB = vA − vB

— en électronique : dequelques pA à environ1 A.— seuil de perception autouché : 1 mA.— fibrillation ventriculaire: 1s à 100 mA.— contrat EDF : à partirde 30 A.— industrie électrolytique: jusqu’à plusieurs mil-liers d’Ampères— foudre : 5000 à 300000 A.

— En électronique :de quelques µV àquelques V.— Pile électrique : de 1,5V à 9V.— Batterie de voiture :12 V— Usage domestique enFrance : 230 V, auxÉtats-Unis ou au Ca-nada 110 V.— Alimentation d’un TGV :25 kV.— Foudre 100 000 V

Un circuit est dansl’approximation des régimesquasi-stationnaire si l’on peutnégliger le temps depropagation de l’informationle long du circuit.

Il faut que τ = L
c ≪ 1

f soit
f ≪ c

Loù c est la vitesse de lalumière.

La somme algébrique desintensités des courants quiconvergent vers un nœud estnulle :
N∑

j=1 εj ij = 0
avec εj = ±1 selonl’orientation du courant



Lois générales de
l’électrocinétique

Énoncer la loi des nœuds.

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la conventionutilisée ?Dipôle
A Bi

uAB = vA − vB

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la conventionutilisée ?Dipôle
A Bi

u′

Lois générales de
l’électrocinétique

Définir la puissance reçue parun dipôle.

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce que lacaractéristique d’un dipôle ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un point defonctionnement d’un dipôle ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un dipôlesymétrique ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un dipôle passif ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un dipôle actif ?



La somme algébrique destensions aux bornes desbranches successives d’unemaille (orientée) est nulle.
N∑

j=1 εjuj = 0
avec εj = ±1 selonl’orientation de la flèche detension par rapport à celle dela maille.

Convention récepteur.Convention générateur.

En convention récepteur, lapuissance reçue par un dipôleest Preçue = ui

La caractéristique d’un dipôleest le graphe représentant lecourant traversant le dipôleen fonction de la tension àses bornes (i = f (u)).

Un point de fonctionnementest un point de lacaractéristique du dipôle. Ils’agit du couple (up, ip) de latension à ses bornes et ducourant le traversant.

Un dipôle est symétrique sison fonctionnement n’est pasmodifié lors qu’on permuteses bornes. Sa caractéristiqueadmet l’origine comme pointde symétrie.
Un dipôle est passif si sacaractéristique passe parl’origine.

Un dipôle est passif si sacaractéristique ne passe paspar l’origine.



Lois générales de
l’électrocinétique

Qu’est-ce qu’un dipôlelinéaire ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la relationconstitutive d’un conducteurohmique ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la relationconstitutive d’un générateuridéal de tension ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la relationconstitutive d’un générateuridéal de courant ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Quelle est la relationconstitutive d’un générateurde Thévenin ?

Lois générales de
l’électrocinétique

Tracer la caractéristique, enconvention générateur, d’ungénérateur de Thévenin deforce électromotrice E et derésistance interne r .

Lois générales de
l’électrocinétiqueOn donne ci-dessous lacaractéristique d’une diode enconvention récepteur. Trouvergraphiquement le point defonctionnement du circuitformé par cette diode et d’ungénérateur réel.

u

i

Lois générales de
l’électrocinétique

Exprimer la puissancedissipée par effet Joule dansun résistor.

Lois générales de
l’électrocinétique

Soit N résistors de résistance
R1, R2, · · · , RN , branchés ensérie. Donner l’expression dela résistance équivalente.



Un dipôle est linéaire si sarelation constitutive (larelation liant i à u) estlinéaire.
En convention récepteur

u = Ri.u = E = cste.

i = η = cste.u = E − ri

u

i

pente
−

1 r

η
=E r

E

u

i

La puissance dissipée est
PJ = Ri2 = u2

R

La résistance équivalente est
Réq = N∑

i=1 Ri



Lois générales de
l’électrocinétique

Soit N résistors de résistance
R1, R2, · · · , RN , branchés enparallèle. Donner l’expressionde la résistance équivalente.

Lois générales de
l’électrocinétique

Soit deux résistances R1 et
R2 branchées en série avecun générateur idéal detension E . Établir l’expressionde la tension U1 aux bornesde la résistance R1.Généraliser ce résultat pourobtenir le théorème dudiviseur de tension.

Lois générales de
l’électrocinétique

Soit un circuit contenant deuxrésistances R1 et R2 enparallèle. Cette ensemble estbranché en série avec ungénérateur idéal de courant η.Établir l’expression ducourant i1 aux traversant larésistance R1. Généraliser cerésultat pour obtenir lethéorème du diviseur decourant.

Lois générales de
l’électrocinétique

Comment étudier un circuitélectrique ?



La résistance équivalente est
donnée par : 1

Réq = N∑
i=1

1
Ri

E
i

R1 U1

R2
U2

La loi des mailles donne
E = U1 + U2 = (R1 + R2)iainsi, U1 = R1

R1+R2 E . Ongénéralise ce résultat
Uk = Rk∑

Rj
E

u

η

R1
i1

R2
i2

La loi des nœuds donne
i = i1 + i2 = u

R1 + u
R2 d’où

i1 = 1
R11

R1 + 1
R2

η

On généralise :
ik = 1

Rk∑ 1
Rj

η

1. Faire un schéma2. Simplifier le circuit3. Représenter et nommerles courants et tensions4. Diviseur de tension oude courant ? Sinon :5. Appliquer les lois deKirchhoff6. Écrire les relationsconstitutives des dipôles7. Résoudre

















✍ Exercice 1 : Feux avant d’une voiture

M. Percier vient au lycée en voiture. Malheureusement, il oublie très souvent d’éteindre les feux de sa
Nissan X-trail lorsqu’il se gare sur le parking à 7h30. On veut savoir si la batterie sera vide lorsqu’il
reprend sa voiture à 19h.

1. À partir des informations lisibles sur la photo de batterie ci-dessous, donner la charge électrique
que celle-ci peut fournir.

2. Les lampes avant de la voiture ont les caractéristiques suivantes :

(a) Est-ce que les deux feux avant sont reliés en série ou en dérivation ?
(b) Le filament de la lampe se comporte comme un résistor de résistance R . Donner la valeur

numérique de R pour l’ampoule H7.

3. Quelle est l’intensité électrique débitée par la batterie lorsque M. Percier laisse sa voiture avec
les feux allumés ?

4. M. Percier pourra-t’il redemarrer sa voiture à 19h ?

✍ Exercice 2 : Continuité de la charge

La notice d’un ampèremètre numérique nous indique que le plus petit courant mesurable est de 0,1 µA
et que son temps de réponse est de 100 µs.

1. Quelle est la plus petite quantité de charges électriques que ce multimètre peut mesurer ? Peut-il
détecter le passage d’un électron seul ?

2. Justifier l’affirmation suivante : « bien que la charge électrique soit quantifiée, il s’agit d’une
grandeur continue à notre échelle. »
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✍ Exercice 3 : Application de la loi d’Ohm

Déterminer l’intensité I à la sortie du générateur présent dans le circuit suivant.
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✍ Exercice 4 : Association de dipôles, puissance.

Soit un générateur de tension caractérisé par sa f.e.m. E et sa résistance interne r.
On branche entre ses bornes, une résistance réglable R .

1. Déterminer l’expression de l’intensité du courant qui circule dans le circuit.

2. Déterminer l’expression de la puissance P absorbée par R en fonction de E , r et R .

3. On considère la fonction P(R ).
Montrer qu’elle passe par un maximum Pmax à déterminer et tracer son allure pour E = 100 V et
r = 10 Ω.

✍ Exercice 5 : Ponts diviseurs de tension

Utiliser les formules des diviseurs de tension pour déterminer la tension U aux bornes de R3 dans les
montages suivants.
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Circuit 2

✍ Exercice 6 : Ponts diviseurs de courant

Utiliser les formules des diviseurs de courant pour déterminer l’intensité du courant I qui traverse R3

dans les montages suivants.
On pourra noter Gi = 1

R1
la conductance du résistor Ri.
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Circuit 3

✍ Exercice 7 : Pont de Wheatstone et application

On considère le circuit suivant :
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1. Calculer de UAB par la méthode de votre choix.

2. À quelle condition sur les résistances, cette tension est-elle nulle ?

3. On prend maintenant R3 = R4 = R et les résistors R1 et R2 sont
en fait des jauges de contrainte fixées sur une barre métallique.

Lorsque celle-ci se déforme, les résistances R1 et R2 varient sui-
vant une loi du type R1 = R + x avec x ≪ R et R2 = R − x .

Exprimer alors UAB , mesurée par un voltmètre, en fonction de R

et x .

Montrer que dans la mesure où x ≪ R , il y a proportionnalité entre la tension mesurée et x .

Voyez-vous une application ?

✍ Exercice 8 : Résistance itérative

1. Déterminer la valeur du résistor R ′ telle que la résistance équivalente au réseau de gauche entre
A et B soit R ′.

1 motif n motifs

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R R ′R ′

AA

BB

A1

B1

A2

B2

An−1

Bn−1

An

Bn

u0 unun−1

2. Dans le réseau de droite, R ′ a la valeur calculée précédemment. Quelle est la résistance RAB du
réseau entre les bornes A et B ?

3. On applique la tension u0 entre A et B (réseau de droite).

(a) Exprimer un en fonction de un−1, R et R ′ puis un−1 en fonction de un−2, R et R ′.

(b) En déduire la valeur de la différence de potentiel un en fonction de u0 et n.

✍ Exercice 9 : Lampe magique

Deux lampes sont placées en séries. Lorsqu’on souffle sur le filament de la grosse lampe, la petite brille
fortement. On cherche à comprendre pourquoi.

1. On considère que les deux lampes sont alimentées par un générateur idéal de tension E = 14 V.
Faire le schéma de l’expérience.

2. On donne ci-dessous les caractéristiques des deux lampes. Les grandeurs relatives à la petite
lampe sont indicées par la lettre p, celles relatives à la grande sont indicées par la lettre g.
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(a) Comment a t’on fait pour relever expérimentalement ces deux caractéristiques ?
(b) Interpréter l’allure des courbes sachant que la résistance électrique augmente avec la tempé-

rature.
(c) On rappelle que les lampes sont constituées d’un filament de tungstène qui se comporte comme

un résistor. Que vaut, pour chacune des lampes, le rapport R = U
I
, pour I faible, puis pour

I ≃ 0,1 A.

3. Tracer la caractéristique du dipôle équivalent résultant de la mise en série des deux lampes.

4. En déduire le point de fonctionnement du circuit, puis la valeur de la tension aux bornes de la
petite lampe.

5. Quelle est la puissance dissipée dans la petite lampe ?

6. En soufflant sur le filament de la grosse lampe, celui-ci refroidit, sa température reste constante
et donc sa résistance reste constante, quel que soit le point de fonctionnement. On prendra pour
Rg la valeur trouvée à la question 2c pour I faible. Tracer la caractéristique de l’association de E

et Rg en série. En déduire le point de fonctionnement du circuit lorsqu’on souffle sur le filament.

7. Quelle est la puissance dissipée dans la petite lampe lorsqu’on souffle sur la grande ?
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Circuits du 1er
ordre

Donner la relationconstitutive d’un condensateur.

Circuits du 1er
ordre

Donner la relationconstitutive d’une bobine.

Circuits du 1er
ordre

Exprimer l’énergie stockéedans un condensateur.

Circuits du 1er
ordre

Exprimer l’énergie stockéedans une bobine.

Circuits du 1er
ordre

Comment interpréter le faitque la tension aux bornesd’un condensateur est unegrandeur continue ?

Circuits du 1er
ordre

Comment interpréter le faitque le courant traversant unebobine est une grandeurcontinue ?

Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

Le condensateur est déchargé,aucun courant ne circule, onferme le circuit à l’instant
t = 0. Que valent uC (t = 0+)et i(t = 0+).

Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

On ferme le circuit à l’instant
t = 0. Établir l’équationdifférentielle qui régitl’évolution de uC .

Circuits du 1er
ordre

RésoudreduCdt + uC

τ = E
τavec uC (t = 0) = 0



En convention récepteur
i = C dudt

En convention récepteur
u = Ldidt

En convention récepteur
P = ui = Cududt SoitP = dECdtavec

EC = 12Cu2

En convention récepteur
P = ui = Li didt SoitP = dELdtavec

EL = 12Li2

Si la tension u aux bornesd’un condensateur subissaitune discontinuité alorsl’énergie qu’il stocke seraitaussi discontinue(EC = 12Cu2) et donc lecondensateur recevrait unepuissance infinie, ce qui estimpossible.

Si le courant i traversant unebobine subissait unediscontinuité alors, l’énergiequ’elle stocke serait aussidiscontinue (EL = 12Li2) etdonc la bobine recevrait unepuissance infinie, ce qui estimpossible.

La tension aux bornes ducondensateur est continuedonc uC (t = 0+) = 0. La loides mailles appliqué àl’instant t = 0+ donne alors
E = Ri donc i(t = 0+) = E

R .

Loi des mailles uR + uC = ERelations constitutives :
RC duCdt + uC = E Soit avec

τ = RCduCdt + uC

τ = E
τ

Les solutions de l’équationhomogène sont
uC,h = λ exp (

− t
τ

)
. Unesolution particulière est

uC,p = E Donc
uC = E + λ exp (

− t
τ

) or
uC (t = 0) = 0 donc λ = E et
uC (t) = E

(1 − exp (
− t

τ

)).



Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

On ferme le circuit à l’instant
t = 0 et pour t ≥ 0 on atrouvé

uC (t) = E
(1 − exp (

− t
τ

)).Comment tracer proprementl’allure de uC ?

Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

On ferme le circuit à l’instant
t = 0 et pour t ≥ 0 on atrouvé

uC (t) = E
(1 − exp (

− t
τ

)) et
i = E exp (

− t
τ

). Exprimerl’énergie dissipé dans larésistance entre l’instant
t = 0 et un instant tquelconque.

Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

On ferme le circuit à l’instant
t = 0 et pour t ≥ 0 on atrouvé

uC (t) = E
(1 − exp (

− t
τ

)) et
i = E exp (

− t
τ

). Exprimerl’énergie fournie par legénérateur entre l’instant
t = 0 et un instant tquelconque.

Circuits du 1er
ordre

E

K
i R

C uC

On ferme le circuit à l’instant
t = 0. Établir le biland’énergie pour ce circuit.



1. On trace uC (t < 0)et on utilise la conti-nuité de uC pour placer
uC (t = 0).2. On trace l’asymptote en
t → ∞.3. On trace la tangenteà l’origine. Pour lessystèmes d’ordre 1, ellecoupe l’asymptote à
t = τ .4. On finit le tracé encommençant sur la tan-gente et en finissant surl’asymptote.

On intrègre PJ = Ri2 entre 0et t , on trouve :
EJ = 12CE2 (1 − exp (

−2 t
τ

))
On intrègre PG = Ei entre 0et t , on trouve :
EG = CE2 (1 − exp (

− t
τ

))

On multiplie terme à terme laloi des mailles par le courant
i : Ei = uR i + uC ∗ i Soit

PG = PJ + PC

Ainsi, l’énergie fournie par legénérateur est pour partiestockée dans le condensateur,l’autre partie est dissipée pareffet Joule dans la résistance.



TD no 6

Ec2 – Circuits linéaires du premier ordre

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.• On peut parfois encore simplifier le circuit en laissant la gran-deur à calculer apparente pour se ramener à un cas classique.• Pour déterminer l’évolution temporelle d’une grandeur (u(t)pour t ⩾ 0 par exemple), la méthode doit être connue etmaîtrisée :
⋆ Détermination des conditions initiales (CI) : représenterle circuit à t = 0− et utiliser la continuité de uC (t)et iL(t) pour en déduire son équivalent à t = 0+ puisautant de CI que nécessaire (u(0+) si circuit du premierordre, u(0+) et dudt ]0+ si second ordre).
⋆ Établir l’équation différentielle (en u(t)) : utiliser un mi-nimum d’inconnues en écrivant la loi des nœuds sur lafigure, attention aux conventions (générateur ou récep-teur) pour écrire les relations constitutives. On se trouveen général face à un système d’équations différentiellesil faut alors effectuer des substitutions ou même dérivercertaines équations.On doit obtenir une équation différentielle linéaire àcœfficients constants et tous de même signe. Une foisl’équation obtenue, il faut la mettre sous une forme ca-nonique.
⋆ Résolution de l’équation différentielle : on utilisera
sol = solH + solP avec solH la solution de l’équa-tion homogène (il FAUT la connaître : Cf cours) et solPla solution particulière (de "même nature" que le secondmembre de l’équation c’est à dire une constante lorsde ce chapitre). Vérifier que solP correspond au régimepermanent. On applique les CI à sol (et non solH !) pourdéterminer les constantes d’intégrations. Vérifier la co-hérence avec le régime permanent (u(t → ∞) d’aprèsl’équation et en raisonnant sur le montage).

⋆ Effectuer enfin un tracé correct (valeur et tangente àl’origine, forme, asymptote).
• Attention, ne confondez pas [du(t)

dt
]0+ et du(0+)

dt ! Parexemple lors de la charge du condensateur du circuit RCétudié en classe, on avait u(0+) = 0 ⇒ du(0+)
dt = 0 mais[du(t)

dt
]0+ = i(0+)

C = E
RC .

Bobines
1



En convention récepteur, l’inductance L d’un bobine vérifie l’équation diffé-rentielle
u(t) = Ldi(t)dt .

L i

u

Entraînement 6.1 — Bobine ou pas ?On donne l’évolution de l’intensité i(t) et de la tension u(t) aux bornes d’un dipôle inconnu.

t

i(t)
t

u(t)

Ce dipôle inconnu se comporte-t-il comme une bobine ?a oui b non. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.2 — Inductances équivalentes.On considère deux bobines d’inductance L et L′ regroupées dans les montages suivants :

L i L′

umontage a
i

L

L′

umontage b
a) Donner la relation entre u et i dans le montage a . . . . . . . . . . . . .
b) En déduire l’inductance équivalente du montage a . . . . . . . . . . . . .
c) Donner la relation entre u et i dans le montage b . . . . . . . . . . . . .
d) En déduire l’inductance équivalente du montage b . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.3 — Simplifions !On souhaite remplacer les bobines par un dipôle équivalent.

E

R L/2
L L ⇐⇒ E

R

Leq

2



Déterminer Leq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Condensateurs

En convention récepteur, la capacité C d’un condensateur vérifie l’équation différentielle
i(t) = dq(t)dt = C du(t)dt .

C

u
+q −q

i

Entraînement 6.4 — Condensateurs équivalents.On considère deux condensateurs de capacité C et C ′ regroupés dans les montages suivants :
C i C ′

u

montage a

C

C ′

u

i

montage b
a) Donner la relation entre u et i dans le montage a . . . . . . . . . . . . .
b) En déduire la capacité équivalente du montage a . . . . . . . . . . . . . .
c) Donner la relation entre u et i dans le montage b . . . . . . . . . . . . .
d) En déduire la capacité équivalente du montage b . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 6.5 — Condensateur ou pas ?On donne l’évolution de l’intensité i(t) et de la tension u(t) aux bornes d’un dipôle inconnu.
t

i(t)
t

u(t)

Ce dipôle inconnu se comporte-t-il comme un condensateur ?a oui b non. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.6 — Simplifions !On considère le montage suivant, constitué de plusieurs condensateurs, d’un générateur et d’unconducteur ohmique. On souhaite remplacer les condensateurs par un dipôle équivalent.

E

R C

C2 C2 ⇐⇒ E

R

Ceq

Déterminer Ceq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Conditions initiales et régime stationnaire

On utilisera dans cette partie les notations suivantes pour une grandeur donnée x :
• x(0−) = lim

t→0
t<0 x(t) • x(0+) = lim

t→0
t>0 x(t) • x(+∞) = lim

t→+∞ x(t).
Entraînement 6.7 — Condensateurs et bobines en régime stationnaire.En régime stationnaire, toutes les grandeurs électriques sont indépendantes du temps.a) Dans ce cas, un condensateur se comporte comme :a un interrupteur fermé b une source de tension c un interrupteur ouvert. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) Quant à la bobine, elle se comporte comme :a un interrupteur fermé b une source de courant c un interrupteur ouvert. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.8 — Éclairage en régime permanent.On considère le circuit constitué de lampes (symbolisées par ) que l’on peut assimiler àdes résistances qui brillent quand elles sont parcourues par un courant électrique.
4



E
L A2

A1

A3
C

Le régime permanent étant établi, la ou les ampoules qui brillent sont :a l’ampoule A1 b l’ampoule A2 c l’ampoule A3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.9 — Relations de continuité.

Dans ce QCM, plusieurs réponses sont possibles pour chaque question.a) Aux bornes de quel(s) dipôle(s) la tension est-elle toujours continue ?a une résistanceb une bobine c un condensateurd un interrupteur fermé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On considère les deux circuits (1) et (2) pour lesquels l’opérateur ferme l’interrupteur à l’instant
t = 0.On suppose de plus que le condensateur est initialement déchargé.

E
R

uR
i

L uL

(1)
E

R

uR
i

C uC

(2)
b) Quelles sont les grandeurs continues à t = 0 pour le circuit (1) ?a i b uL c uR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) Quelles sont les grandeurs continues à t = 0 pour le circuit (2) ?a i b uC c uR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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On considère à présent les deux circuits (3) et (4) pour lesquels l’opérateur ferme l’interrupteurà l’instant t = 0. On suppose de plus que les condensateurs sont initialement déchargés.

E
L

uL
i

R

uR

C uC

(3)
E

L

uL
i

C
i1

L′u
i2

(4)
d) Quelles sont les grandeurs continues à t = 0 pour le circuit (3) ?a i b uL c uR d uC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e) Quelles sont les grandeurs continues à t = 0 pour le circuit (4) ?a i b i1 c u d uL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 6.10 — Conditions initiales pour circuits du premier ordre.On considère trois circuits constitués de générateurs de tension de fém constante E , de conduc-teurs de résistance R ainsi que de condensateurs de capacité C et d’une bobine d’inductance L.L’interrupteur K est ouvert pour t < 0 et fermé pour t > 0.Tous les condensateurs sont initialement déchargés.

E

R i

L uLK
(1)

E

R i

C uCK
(2)

E
R

uR
i

C
i1

Ru
i2K

(3)
On considère dans un premier temps le circuit (1).
a) Exprimer i(0+) . . . . . . . . . . . . . b) Exprimer uL(0+) . . . . . . . . . . .
On considère à présent le circuit (2).c) Exprimer i(0+) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On considère finalement le circuit (3).
d) Exprimer uR (0+) . . . . . . . . . . . e) En déduire i1(0+) . . . . . . . . . .
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Entraînement 6.11 — Circuit à deux mailles.Le circuit suivant, constitué de deux mailles indépendantes, est alimenté par un générateur detension de fém E constante.

E

R

L

uL
i

C u
i1

R2
i2K

Pour ce circuit, on considère de plus que :
• l’interrupteur K est ouvert pour t < 0 et fermé pour t > 0 ;
• le condensateur est initialement déchargé.Exprimer :

a) u(0+) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) dudt (0+) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) i(+∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) u(+∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Circuits du premier ordre

On dit qu’un circuit est du premier ordre quand il est régi par une équation différentielle quise met sous la forme canonique suivante :dx(t)dt + 1
τ x(t) = f (t) (∗)

où τ est la constante de temps représentative de la durée du régime transitoire.Quand l’équation différentielle est écrite comme dans (∗), on dit qu’elle est sous forme canonique.
Entraînement 6.12 — Constantes de temps.On donne des exemples d’équations différentielles régissant des grandeurs électriques d’uncircuit.Dans chaque cas, déterminer l’expression de la constante de temps τ .
a) Ldi(t)dt = E − Ri(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) RC duC (t)dt = E − 2uC (t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 6.13 — Des mises en équations.On cherche à obtenir l’équation différentielle qui régit le comportement d’une grandeur élec-trique dans chacun des circuits suivants.Cette équation devra être donnée sous forme canonique.

E

R i

L

(1)
E

R i

C uC

(2)
E

R

i
N

C
i1

Ru
i2(3)

On considère le circuit (1).a) À partir de la loi des mailles, déterminer l’équation différentielle vérifiée par i(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On considère maintenant le circuit (2). Déterminer :
b) l’équation différentielle vérifiée par uC (t) . . . . . . . . . .
c) l’équation différentielle pour le courant i(t) . . . . . . . .
On considère enfin le circuit (3) qui comporte deux mailles. En appliquant la loi des nœuds aupoint N, déterminer :
d) la relation entre le courant i(t), la tension u(t) et du(t)dt
e) En déduire l’équation différentielle pour la tension u(t)
Entraînement 6.14 — Allez, on s’entraîne !
N’oubliez pas d’exprimer une solution particulière avant de déterminer la constante d’intégra-
tion !

a) Résoudre duC (t)dt + 1
τ uC (t) = E

τ avec uC (0) = 0 . . . .
b) Résoudre di(t)dt + 1

τ i(t) = 0 avec i(0) = E
R . . . . . . . . .

c) Résoudre du(t)dt + 1
τ u(t) = E2τ avec u(0) = E2 . . . . .
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Entraînement 6.15 — Analyse de courbes.Les graphes ci-dessous représentent l’évolution de trois grandeurs au cours du temps :
• deux tensions u1(t) et u2(t) ;
• une intensité i(t).

10 20 30 40 50 60 70 80
12
34

t (en ms)grand
eur(e

nmA
ouen

V) courbe 1

10 20 30 40 50 60 70 80
12
34

t (en ms)

courbe 2

10 20 30 40 50 60 70 80
12
34

t (en ms)

courbe 3

a) On a
u1(t) = E1(1− e−t/τ).Quelle est la courbe correspondante ?

a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) On a

u2(t) = E2
(1− e−t/τ2

)
.

Quelle est la courbe correspondante ?
a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) On a
i(t) = E1

R e−t/τ .Quelle est la courbe correspondante ?
a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Déterminer les valeurs numériques de :
d) E1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) E2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ) R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9



Réponses mélangées

0 4 V dudt + 2
RC u = E

RC uC (t) = 12E L b a et c
b c uC (t) = E

(1− e−t/τ) 0 E
R a L+ L′

LL′
L+ L′ a , b et c E

R i = u
R + C dudt RC2 b 4 V

b CC ′
C + C ′

2E3R didt + R
L i = E

L i = (C + C ′)dudt adi(t)dt + 1
RC i(t) = 0 0 1,3 kΩ C2 duCdt + 1

RC uC = 1
RC Edudt = ( 1

C + 1
C ′

)
i a , c et d E didt = u

L + u
L′ u = Ldidt + L′ didt

L
R i(t) = E

R e−t/τ c et d 13E c E a C + C ′
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✍ Exercice 1 : Comportement de C et L en RP et à l’instant initial.

Que vaut l’intensité du courant dans les différentes branches à t = 0+ sachant qu’on ferme l’interrupteur
K à t = 0 dans les deux premiers circuits alors qu’on l’ouvre à t = 0 dans le dernier ?
Même question en régime permanent.

�

�

�

�-

E û
�

�

û

i
�

�� ��

K
� ��

R

� �ÿ���� �

�

�

ù

iR

�

R

�

�

�

�

���� �ÿ�

�ù

iC

�

��

C

�

�

�

�

�

���� �������� �

Circuit 1

�

�

�

�-

E û
�

�

û

i
�

��� ��

K
� �ÿ� ��

R2
� �

�

�

ù

iL

�

L

�

�

�

�

�� ����� �ÿ�

�ù

iC

�

��

C

�

�

�

�

�

�� ��

R1
� �

Circuit 2

�

�

�

�/

û

η
�

���� �ú

i

�� �ÿ� ��

R2
� �

�

�

�

�

�

�

C

�

�

�

�

�

� �ø

iC

��� �ÿù

iL

�

��

L

�

�

�

�

�� ��

R1
� �ÿ�� �

�

�

�

��

K

�

�

�

��� �ÿ

Circuit 3

✍ Exercice 2 : Détermination rapide de la réponse d’un circuit

On considère les quatre circuits suivants :
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Circuit 4

Pour t < 0, E et η sont nuls et pour t ≥ 0, ils sont constants.
À t = 0−, les condensateurs sont déchargés et les bobines ne sont parcourues par aucun courant.

Déterminer les réponses uC (t), iC (t), iL(t) et uL(t).

✍ Exercice 3 : Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension.
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Soit le montage représenté ci-contre. Pour t < 0, le circuit est en régime permanent, c’est à dire que le
générateur de tension est allumé depuis longtemps et K ouvert depuis longtemps.
On ferme K à t = 0.

1. Donner les valeurs initiales i(0−), i(0+) et la valeur finale
i(∞) de i(t).

2. Déterminer i(t).

3. Tracer son allure.
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✍ Exercice 4 : Mesure d’une résistance par la méthode de “perte de charge”.

Pour mesurer une résistance R élevée de plusieurs mégaohms, on réalise le montage électrique ci-
dessous où C est un condensateur réel de résistance de fuite Rf non représentée sur la figure, on donne
C = 10 µF.
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• On abaisse l’interrupteur double en position 1 ; lorsque le condensateur est chargé, le voltmètre
numérique V (supposé parfait) indique la tension U0 = 6,00 V.

• On ouvre l’interrupteur (position intermédiaire) ; au bout du temps t1 = 20 s, le voltmètre V indique
U1 = 5,10 V.

• On charge de nouveau le condensateur sous la tension U0 (interrupteur dans la position 1) puis
on l’abaisse brusquement dans la position 2 ; au bout du temps t2 = 20 s, le voltmètre indique
U2 = 4,60 V.

1. En déduire les valeurs de la résistance de fuite Rf du condensateur et de la résistance R .

2. Dans la dernière expérience, déterminer à quel instant le condensateur est déchargé de la moitié
de son énergie initiale ?

✍ Exercice 5 : Éclateur

Un éclateur est connecté comme indiqué sur la figure ci-dessous. Il fonctionne de la manière suivante :
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û
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u(t)

• Dans un premier temps, tant que u < Ua (tension d’amorçage), alors i2 = 0, l’éclateur se comporte
comme un interrupteur ouvert.

• Puis, si u > Ue (tension d’extinction Ue < Ua), l’éclateur se comporte comme un conducteur ohmique
de résistance r et u décroît.

• Enfin, si u < Ue alors i2 = 0, l’éclateur se comporte à nouveau comme un interrupteur ouvert et u

croît jusqu’à ua.

À t = 0, C est déchargé et on ferme K , on observe alors une suite d’allumages et d’extinctions de période
T .

1. Déterminer ta, la date du premier allumage.

2. Déterminer te, la date de la première extinction. On posera α = r
R+r

3. Représenter l’allure de u(t) et déterminer la période T du phénomène.
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✍ Exercice 6 : Réponse d’un circuit RC1C2 série à un échelon de tension

On considère le circuit de la figure ci-dessous. À l’instant initial, les condensateurs C1 et C2 sont
déchargés. On ferme l’interrupteur à t = 0.

1. Association série.
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(a) Établir la relation entre q1(t) et q2(t) à tout instant.
(b) Déterminer q1(∞) et q2(∞) la charge des condensateurs au

bout d’une durée très longue devant le temps caractéristique
du circuit.

(c) Quelle est l’expression de q1(t) et q2(t),
(d) Comparer l’énergie contenue dans chaque condensateur à

l’instant t.

2. Reprendre la question 1.c. si les condensateurs sont montés en parallèle.

✍ Exercice 7 : Réponse d’un circuit RL à un échelon de tension.
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Soit le circuit représenté ci-dessous et pour lequel, E = 30
V, L = 0,1 H, R ′ = 10 Ω et R = 20 Ω.

• Avant t = 0, K1 et K2 sont ouverts depuis longtemps,

• à t = τ1 = 100 ms, on ferme K1 et K2 reste ouvert,

• à t = τ2 = 200 ms, on ferme K2 et K1 reste fermé.

1. Déterminer i(τ1) et u(τ1).

2. Déterminer i(t) et représenter son allure.
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Cinématique du
point

Qu’est-ce qu’un référentiel ?Donnez trois exemples deréférentiels courants.

Cinématique du
point

Comment définit-on latrajectoire d’un pointmatériel ? Pourquoi dit-onque le mouvement est relatif ?

Cinématique du
point

Donner l’expression duvecteur position encoordonnées cartésiennes.Faire le schéma associé.

Cinématique du
point

Donner l’expression duvecteur position encoordonnées cylindriques.Faire le schéma associé.

Cinématique du
point

Donner l’expression duvecteur position encoordonnées sphériques. Fairele schéma associé.

Cinématique du
point

Donner la définition duvecteur vitesse. Qu’appellet-on « vitesse » d’un pointmatériel ?

Cinématique du
point

Exprimez le vecteur vitesse encoordonnées cartésiennes,puis en coordonnéescylindriques.

Cinématique du
point

Construire graphiquementl’expression du vecteurdéplacement élémentaire encoordonnées cartésiennes.

Cinématique du
point

Construire graphiquementl’expression du vecteurdéplacement élémentaire encoordonnées cylindriques.



Un référentiel est un systèmede coordonnées dans l’espaceet le temps permettant dedécrire le mouvement d’unpoint. Exemples : référentielterrestre, géocentrique,héliocentrique.

La trajectoire d’un pointmatériel est l’ensemble despositions successivesoccupées par ce point aucours du temps. Lemouvement est relatif car ildépend du référentiel choisi.

−−→
OM = xe⃗x + ye⃗y + ze⃗z

y

z

x

O e⃗y

e⃗z

e⃗x

M(x, y, z)
e⃗y

e⃗z

e⃗x

H

I
x

y

z

−−→OM = re⃗r + ze⃗z

y

z

x

O e⃗y

e⃗z

e⃗x

r

r

z

θ

M

e⃗r

e⃗z

e⃗θ

H

I
e⃗r

e⃗z

e⃗θ

−−→
OM = re⃗r

x

y

z

e⃗r

e⃗φ

e⃗θr

x
y

z

φ

θ

Le vecteur vitesse est ladérivée temporelle du vecteurposition
v⃗ (M) = d−−→OMdtLa vitesse est la norme duvecteur vitesse.

v = ∥∥v⃗
∥∥

Coordonnées cartésiennes :
v⃗ = ẋe⃗x + ẏe⃗y + że⃗z .En coordonnées cylindriques,

v⃗ = ṙe⃗r + rθ̇e⃗θ + że⃗z .y

z

x

O e⃗y

e⃗z

e⃗x

M

M ′

dy dx
dz

d−−→OM = dxe⃗x + dye⃗y + dze⃗z

y

z

x

O e⃗y
e⃗z

e⃗x

r

z

θ

H M ′

rdθ
dz

dr
M

dθ

d−−→
OM = dre⃗r + rdθe⃗θ + dze⃗z



Cinématique du
point

Donner l’expression de lavitesse en coordonnéescartésiennes.

Cinématique du
point

Donner l’expression de lavitesse en coordonnéescylindriques.

Cinématique du
point

Comment obtient-on levecteur accélération à partirdu vecteur vitesse ?

Cinématique du
point

Donner l’expression duvecteur accélération encoordonnées cartésiennes.

Cinématique du
point

Donner l’expression duvecteur accélération encoordonnées cylindriques.

Cinématique du
point

Quelles sont les composantesdu vecteur vitesse dans le casd’un mouvement circulaire ?

Cinématique du
point

Quelles sont les composantesdu vecteur accélération dansle cas d’un mouvementcirculaire ? Démontrer leurexpression.

Cinématique du
point

Quelles sont les composantesdu vecteur accélération dansle cas d’un mouvementcirculaire uniforme ?Démontrer leurs expressions.

Cinématique du
point

Citer une expérience qui meten défaut la mécaniqueclassique ?



v = √
ẋ2 + ẏ2 + ż2v = √

ṙ2 + (
rθ̇

)2 + ż2a⃗ = dv⃗dt

a⃗ = ẍe⃗x + ÿe⃗y + z̈e⃗z
a⃗ = (

r̈ − rθ̇2) e⃗r +(
rθ̈ + 2ṙθ̇

)
e⃗θ + z̈e⃗z

v⃗ = Rθ̇e⃗θ = ve⃗θ

On dérive l’expression de lavitesse par rapport au temps.
a⃗ = dv⃗dt =ddt (Rω) e⃗θ + Rω ddt (e⃗θ) Soit :

a⃗ = −Rω2e⃗r + R dωdt e⃗θ

Pour un mouvement circulaireuniforme z = cste, r = csteet θ̇ = cste, ainsi
v = ωR = cste donc : ω = v

REt ainsi :
a⃗ = −v2

R e⃗r

L’expérience de Frisch etSmith montre que, dans leréférentiel terrestre, lesmuons ont une durée de vieplus longue que dans leurréférentiel propre. Larelativité galiléenne ne rendpas compte des phénomènesdès lors que la vitesse desparticules est comparable à lavitesse de la lumière.



Cinématique du
point

Établir un lien entre lescoordonnées cartésiennes etles coordonnées cylindriques.

Cinématique du
point

Dans le cas d’un projectilelancé avec une vitesse initiale
v⃗0 dans le plan (xOz) faisantun angle θ avec l’horizontale,et subissant une accélérationconstante a⃗ = −ge⃗z , quellessont les équations horaires

x(t) et z(t) ?

Cinématique du
point

Pourquoi dit-on que lemouvement est relatif ?Illustrez avec un exempleconcret.

Cinématique du
point

Dans le cas général, quepeut-on dire de l’orientationdu vecteur accélération ?

Cinématique du
point

Exprimer les vecteurs e⃗r et e⃗θdes coordonnées cylindriquesen fonction de e⃗x et e⃗y

Cinématique du
point

Exprimer de⃗rdt et de⃗θdt enfonction de θ̇, e⃗r et e⃗θ .



x = r cos θ

y = r sin θ
z = z

Il faut intégrer successivementle vecteur accélération puis levecteur vitesse sans oublier
les constantes d’intégration.

x(t) = v0 cos(θ)t + x0
z(t) = −12gt2 + v0 sin(θ)t + z0

Le mouvement est relatif caril dépend du référentiel danslequel se trouve l’observateur.Pour un voyageur dans untrain, celui-ci est immobile,alors que pour une vache quirumine dans son champ, letrain avance.

Le vecteur accélération estorienté vers l’intérieur descourbures.e⃗r = cos θe⃗x + sin θe⃗y
e⃗θ = − sin θe⃗x + cos θe⃗y

de⃗rdt = θ̇e⃗θ et de⃗θdt = −θ̇e⃗r



TD no 7

M1 – Cinématique

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.• Retrouvez rapidement l’expression des vecteurs vitesse et ac-célération selon la base polaire dans le cas d’un mouvementcirculaire.• Faites de belles figures sur lesquelles vous représenterez lesvecteurs à projeter. Évitez les cas particuliers (angles de 45°par exemple).• Faites bien la différence entre vecteur, norme du vecteur (sca-laire positif ) et projection du vecteur sur un axe (scalaire po-sitif ou négatif ).• Vérifiez systématiquement l’homogénéité et la cohérence devos résultats.
Déplacements rectilignes

Entraînement 7.1 — Distance et temps de parcours.Une voiture se déplace en ligne droite à 90 km · h−1.
Toutes les réponses seront exprimées en « heures-minutes-secondes », par exemple « 2 h 32 min 12 s ».

a) Combien de temps faut-il à cette voiture pour parcourir 100 km ? . . . .
b) Quel serait l’allongement du temps de trajet si elle roulait à 80 km · h−1 ?
Entraînement 7.2 — Distance parcourue.Une voiture se déplace en ligne droite. Initialement à l’arrêt, elle subit une accélérationconstante valant a0 pendant une durée τ1, puis continue à vitesse constante pendant unedurée τ2.
a) Quelle est la vitesse v1 du véhicule à la date t = τ1 ? . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle est la distance parcourue durant τ1 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Quelle est la distance totale parcourue en fonction de a0, τ1 et τ2 ? .
Entraînement 7.3 — Longueur d’une piste de décollage.Pour décoller un avion doit atteindre la vitesse de vd = 180 km · h−1 en bout de piste.Quelle est la longueur minimale L de la piste de décollage si l’avion accélère uniformément àla valeur a = 2,5m · s−2 ?
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a 300 m b 450 m c 500 m d 650 m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.4 — Distance de freinage.Une voiture roule à 110 km · h−1 en ligne droite. En supposant que les freins imposent unedécélération constante de norme a = 10m · s−2, déterminer la distance d’arrêt de la voiture.a 37,8 m b 46,7 m c 55,9 m d 63,5 m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Coordonnées et projections de vecteurs

Entraînement 7.5 — Composantes de vecteurs.

On considère deux points A et B tels que la droite (AB) est pa-rallèle à la droite (Oy). Le vecteur #   »OA fait un angle θ avec l’axe(Ox).Exprimer les composantes des vecteurs suivants dans le repère(O, #»ex , #»ey) en fonction de a = ∥∥ #   »OA∥∥, b = ∥∥ #  »AB∥∥ et de l’angle θ. O −→ex

−→ey

B•
A•

θ

a) #   »OA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) #   »OB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) #   »OA + #   »OB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) #   »OA − #   »OB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.6 — Les coordonnées cylindriques.

On considère le schéma ci-contre, dans lequel
• la base cartésienne ( #»ex , #»ey, #»ez)
• et la base cylindrique ( #»er, #»eθ, #»ez)sont définies.Le point M est repéré par la donnée de r , θet z . y

z

x

r#»ex

#»ey

#»ez

θ

#»er
#»eθ

#»ez

M′

z

O
•

•M

a) Écrire le vecteur #     »OM′ dans la base cartésienne . . . . . . . . . . . . . . . . .
2



b) Écrire le vecteur #     »OM′ dans la base cylindrique . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Écrire le vecteur #    »OM dans la base cartésienne . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Écrire le vecteur #    »OM dans la base cylindrique . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 7.7 — Les coordonnées sphériques.On considère le schéma ci-dessous, dans lequel la base cartésienne ( #»ex , #»ey, #»ez) et la basesphérique ( #»er, #»eθ, #»eφ) sont définies.

y

z

x

r

#»ex

#»ey

#»ez

•

#»er

#»eθ

#»eφ

M′•φ

θ

M

Le point M est repéré par la donnée de r , θ et φ.
a) Écrire la norme de #     »OM′ en fonction de r et θ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Écrire le vecteur #     »OM′ dans la base cartésienne . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Écrire le vecteur #    »OM dans la base cartésienne . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Écrire le vecteur #    »OM dans la base sphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Écrire le vecteur #»ez dans la base sphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.8 — Jouons au tennis.Un élève regarde un match de tennis. Il filme un des échanges et décide d’étudier le mouvementde la balle pour en déduire sa vitesse et son accélération.Pour cela, il utilise un logiciel d’exploitation de vidéo et remplit le tableau suivant :

t (en s) 0 0,05 0,10 0,15 0,20
x (en m) 0 0,35 0,70 1,05 1,40
y (en m) 1,5 2,09 2,66 3,21 3,74

a) Déterminer la vitesse v0 (en km · h−1) de la balle à l’instant initial
b) Déterminer l’accélération (en m · s−2) de la balle à l’instant initial
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Dérivée de vecteurs

Entraînement 7.9 — Étude d’un mouvement hélicoïdal.

Le point matériel M de coordonnées carté-siennes (x, y, z) décrit une trajectoire hélicoï-dale, définie par les équations :
x(t) = a × cos(ωt)
y(t) = a × sin(ωt)
z(t) = b × t. y

z

x

•M(t)z

•M′aθ

a) Déterminer la vitesse #»v (M) dans la base cartésienne . . . . . .
b) Déterminer la norme de la vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Déterminer l’accélération #»a (M) dans la base cartésienne . . .
d) Déterminer la norme de l’accélération . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.10 — Dérivation des vecteurs unitaires de la base polaire.

On considère un point M(t) en mouvement dans le plan(xOy).On note r(t) et θ(t) les coordonnées de M(t) dans lerepère polaire (O, #»er, #»eθ).

y

x
θ(t)r(t)

#»ex

#»ey#»eθ
#»er

•M(t)

a) Exprimer le vecteur #»er dans la base cartésienne (O, #»ex , #»ey) .
b) En déduire la dérivée d #»erdt dans la base cartésienne (O, #»ex , #»ey)
c) Exprimer le vecteur #»ex dans la base polaire (O, #»er, #»eθ) . . . . .
d) Exprimer le vecteur #»ey dans la base polaire (O, #»er, #»eθ) . . . . .
e) En déduire l’expression de la dérivée d #»erdt dans la base polaire
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Entraînement 7.11 — Calcul d’une vitesse en coordonnées polaires.

On considère un point M dont les coordonnées polaires sont {r(t) = a × t
θ(t) = b × t2.La vitesse en coordonnées polaires s’écrit :

#»v (M) = ṙ #»er + rθ̇ #»eθ,

où ṙ #»er est appelée vitesse radiale et rθ̇ #»eθ vitesse orthoradiale.
a) Déterminer la dimension de a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Déterminer la dimension de b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Déterminer la vitesse radiale en fonction de a . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Déterminer la vitesse orthoradiale en fonction de a, b et t . . . . . . .
e) En déduire l’expression de #»v (M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.12 — Mouvement en spirale.Un point M(t) décrit une trajectoire en forme de spirale. Dans le repère polaire (O, #»er, #»eθ), lescoordonnées de M(t) sont : {

r(t) = r0 e−t/τ
θ(t) = ωtoù r0, τ et ω sont des constantes positives.a) Déterminer la vitesse #»v (M) en coordonnées polaires.

On pourra utiliser la formule donnée dans l’entraînement précédent . .L’accélération en coordonnées polaires s’écrit :
#»a (M) = (r̈ − rθ̇2) #»er + (2ṙθ̇ + rθ̈

)
#»eθ.

b) Déterminer l’accélération #»a (M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .On donne les valeurs suivantes : ω = 4,78 tour · min−1, τ = 2,0 s et r0 = 4,0 cm.
c) Dans ces conditions, l’accélération est-elle radiale ou orthoradiale ?
d) Le mouvement de M est-il accéléré ou décéléré ? . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Déterminer l’équation polaire de la trajectoire de M . .
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Étude de quelques mouvements

Entraînement 7.13 — Collision sur plan incliné.Deux billes évoluent sur un plan incliné faisant un angle α =20° par rapport à l’horizontale.À t = 0, elles sont distantes d’une longueur L.
• La bille A possède une vitesse initiale v0 # »ex ′ .Son accélération #»a (A) = −a # »ex ′ est constante au coursdu temps.Nous noterons vA(t) # »ex ′ sa vitesse à l’instant t .
• La bille B quant à elle, n’a pas de vitesse initiale maispossède une accélération constante #»a (B) = a # »ex ′ .Nous noterons vB(t) # »ex ′ sa vitesse à l’instant t .

y

x

x ′

α
# »ex ′

#»vB
−→vA

On donne a = 3,35 m · s−2 et v0 = 3m · s−1.
a) Exprimer vA(t) en fonction a, t et v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer vB(t) en fonction a et t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Déterminer la position x ′A de A en fonction du temps . . . . . . . . . . . .
d) Déterminer la position x ′B de B en fonction du temps . . . . . . . . . . . .e) Déterminer la distance L minimale (en cm) pour qu’une collision puisse avoir lieu.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 7.14 — Chute libre.On considère le point M de masse m et de coordonnées (x, y, z) dans la base cartésienne(O, #»ex , #»ey, #»ez).Il est lancé avec la vitesse #»v0 = v0x #»ex + v0z #»ez à partir de l’origine O du repère dans le champde pesanteur uniforme #»g = −g #»ez .Tout frottement étant négligé, l’accélération de M est égale à #»g à tout instant.
a) Exprimer x(t) en fonction de v0x et t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer z(t) en fonction de v0z , g et t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) En déduire l’équation cartésienne de la trajectoire z en fonction de x ,c’est-à-dire une relation entre x(t) et z(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 7.15 — Pauvre gazelle.Un lion chasse une gazelle. Il court à la vitesse constante de 5,0 m · s−1. La gazelle aperçoitle lion quand il est à 10m de distance. Elle se met alors en fuite en accélérant à 2,0 m · s−2.Pour rattraper la gazelle, le lion se met aussi à accélérer au même instant à 3,0 m · s−2.
a) Combien de temps mettra le lion à rattraper la gazelle ? . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle distance aura parcourue la gazelle avant de se faire dévorer ? . .

Réponses mélangées

r
(cos(θ) #»ex + sin(θ) #»ey

) + z #»ez r sin(θ)(cos(φ) #»ex + sin(φ) #»ey
) + r cos(θ) #»ez

orthoradiale 8 min 20 s 12at2 + L −12gt2 + v0zt 2abt2 #»eθ

r0e−t/τ(−1
τ

#»er + ω #»eθ
)

at décéléré r sin(θ)(cos(φ) #»ex + sin(φ) #»ey
)

r #»er r #»er + z #»ez
√(aω)2 + b2 b cos θ #»ex + sin θ #»ey

49,4 km · h−1 1
T 2 r0e−t/τ(( 1

τ2 − ω2) #»er −
(2ωτ ) #»eθ

) 8,0 m · s−2
a
(cos(θ) #»ex +(sin(θ) + b

a

)
#»ey
) d #»erdt = θ̇

(
− sin θ #»ex + cos θ #»ey

)
v0xt 2,9 m −12at2 + v0t a #»er #»ey = sin θ #»er + cos θ #»eθ

z = − g2v20x x
2 + v0z

v0x x 1,7 s #»ex = cos θ #»er − sin θ #»eθ r = r0e−θ
r
(cos(θ) #»ex + sin(θ) #»ey

) a0 × τ122 a
(2 cos(θ) #»ex +(2 sin(θ) + b

a

)
#»ey
)

a #»er + 2abt2 #»eθ cos(θ) #»er − sin(θ) #»eθ −aω2(cos(ωt) #»ex + sin(ωt) #»ey
)

aω
(
− sin(ωt) #»ex + cos(ωt) #»ey

) + b #»ez c |r sin(θ)| r #»er

−at + v0 1 h 6 min 40 s a0 × τ1 × (τ12 + τ2) a0 × τ1d #»erdt = θ̇ #»eθ a
(cos(θ) #»ex + sin(θ) #»ey

)
−b #»ey aω2 67 cm L

T

8



✍ Exercice 1 : Avion de chasse

Un avion de chasse volant à vitesse constante v = 1500 km/h effectue un demi-tour en forme de demi-
cercle de rayon R = 6 km. Calculer l’accélération de l’avion pendant son virage. Illustrer sur un schéma
la trajectoire de l’avion, sa vitesse et son accélération à un instant donné.

✍ Exercice 2 : Test d’accélération d’une voiture

Une voiture est chronométrée pour un test d’accélération en ligne droite avec départ arrété.

1. Elle est chronométrée à 26,6 s au bout d’une distance D = 180 m. Déterminer l’accélération
(supposée constante) et la vitesse atteinte à la distance D.

2. Quelle est la distance d’arrêt pour une déccélération de 7 m.s−2.

✍ Exercice 3 : Terre autour du Soleil

1. On suppose que le mouvement de la Terre autour du Soleil est suivi par une vitesse angulaire θ̇

constante. Donner la valeur numérique de θ̇.

2. L’étude dynamique de la Terre montre que la quantité r2θ̇ est constante, ou r est la distance
Terre-Soleil. Montrer alors que le mouvement de la Terre est circulaire. Quelle est la vitesse de
la Terre.

3. Exprimez la position, la vitesse et l’accélération de la Terre en coordonnées polaires puis carté-
siennes.

✍ Exercice 4 : Interpellation pour vitesse excessive

Un conducteur roule à vitesse constante v0 sur une route rectiligne. Comme il est en excès de vitesse à
100km/h, un gendarme à moto démarre à l’instant où la voiture passe à sa hauteur et accélère uniformé-
ment. Le gendarme atteint la vitesse de 90 km/h au bout de 10 s.

1. Quel sera le temps nécessaire au motard pour rattraper la voiture ?

2. Quelle distance aura-t-il parcourure ?

3. Quelle vitesse aura-t-il atteinte ?

✍ Exercice 5 : Courses entre véhicules radio-commandés

Deux modèles réduits de voitures radio-commandées ont des performances différentes : le premier a une
accélération de 4,0 m.s−2, le second de 5,0 m.s−2. Cependant l’utilisateur de la première voiture a plus
de réflexes que celui de la seconde, ce qui lui permet de la faire démarrer 1 s avant le second.

1. Déterminer le temps nécessaire au deuxième véhicule pour rattraper l’autre ?

2. Les deux modèles réduits participent à des courses de 100 m et 200 m. Est-il possible que le
perdant du 100 m prenne sa revanche au 200 m.

3. Calculer pour les deux courses la vitesse finale de chacun des véhicules.

✍ Exercice 6 : Laboratoire spatial

Un laboratoire spatial, constitué de deux anneaux concentriques de même axe, est en rotation uniforme
autour de cet axe de manière à créer une gravité artificielle. Sa période de rotation T est choisie de
manière à ce que l’accélération soit égale à ~gT l’accélération de pesanteur sur Terre (9,81 m.s−2) au
niveau de l’un des anneaux (de rayon r1 = 2,15 km) et à ~gM l’accélération de la pesanteur sur Mars
(3,72 m.s−2) au niveau de l’autre.
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Déterminer la valeur de T et le rayon r2 du second anneau.

✍ Exercice 7 : Super G

Lors d’une descente de super G, le skieur, repéré par le point M de coordonnées (x,y) dans le référentiel
R(0,~ex ,~ey,~ez), part du point (0,d0) puis est astreint à suivre une trajectoire sinusoïdale de slalom entre des
portes espacées d’une distance L de manière à conserver à tout moment une vitesse dont la composante
suivant Ox est constante : ẋ = v0 = 40 km.h−1.

On s’intéresse dans cette partie à la cinématique du skieur.
y

x

O ~ey

~ex

b ~ez

d0 d0

L

b

M(x,y)
1. La trajectoire se met sous la forme y(x) = A cos(Bx).

Préciser la dimension (ou l’unité) de A et celle de B.

2. Exprimer A et B en fonction de d0 et L.

3. Déterminer l’expression de x(t) puis y(t).

4. En déduire les expressions des vecteurs vitesse ~v (t) et accélération
~a(t) du skieur.

5. Pour que le skieur reste en piste, il doit conserver à tout moment une
accélération inférieure à 0,7g. À quelle distance minimum Lmin doit-on
placer les portes.

6. On donne g = 9,8 m.s−2 et d0 = 3 m. Faire l’application numérique.

✍ Exercice 8 : Chute d’un homme sur un escabeau

y

O x

A

B

b
M

φ

Un homme est situé en M à mi hauteur d’un escabeau dont un pied noté
O est appuyé contre un mur. Le pied B se met à glisser sur le sol.

On pose AB = OA = 2b et l’angle (Oy,
−→
OA) = φ = ωt et on prendra ω

constante.

1. Déterminer l’équation cartésienne de la trajectoire de M et la
représenter.

2. Déterminer son accélération dans le référentiel lié au sol.
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✍ Exercice 9 : Optimisation d’un trajet

Plage

Mer (2)

Sable (1)
bA1

H1

α1

b

O

~v1

~v2

b A2

H2

α2

x

Soit une plage P , séparation entre deux milieux différents :
le sable (milieu (1)) et la mer (milieu (2)).
Un point A1 sur le sable est à la distance A1H1 = a1 de P .
Un point A2 en mer est à la distance A2H2 = a2 de P . On
pose H1H2 = d.
Un maître nageur I est en A1 au moment où il repère une
jolie nageuse en difficulté en A2.
Il peut courir sur le sable à la vitesse v1 et nager à la vitesse
v2 < v1, on notera τ la durée du parcours A1OA2.
Quel trajet doit-il emprunter pour rejoindre A2 le plus rapi-
dement possible ?
On déterminera d’abord l’équation que doit vérifier x = H1O, puis on simplifiera l’expression obtenue en
introduisant les angles α1 = (

−−→
A1H1,

−−→
A1O) et α2 = (

−−→
A2H2,

−−→
A2O)

À quelle loi physique l’expression obtenue vous fait-elle penser ?
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Dynamique du point

Qu’est-ce qu’une force ?Comment la modélise t-on ?

Dynamique du point

Citer deux modèles de forcesde frottements fluides ? Quandutilise-t-on l’un ou l’autre deces modèles.

Dynamique du point

Citer les lois de Coulomb dufrottement solide.

Dynamique du point

Que peut-on dire de la forceexercée par un fil idéal (sansmasse ni raideur) sur un pointmatériel ?

Dynamique du point

Qu’est-ce qu’une déformationélastique ?

Dynamique du point

Qu’est-ce que le domained’élasticité linéaire d’unmatériau ?

Dynamique du point

Donner l’expression de laforce exercée par un ressortde raideur k , de longueur àvide l0 et colinéaire à e⃗x .

Dynamique du point

Définir l’impulsion ouquantité de mouvement d’unpoint M de masse m et devitesse v⃗ .

Dynamique du point

Énoncer la première loi deNewton.



Une force caractérise l’actionsubie par un système. On lamodélise par— un vecteur dont la di-rection et le sens sontceux de la force, lanorme du vecteur donnel’intensité de la force(en N)— un point d’application.

— Pour les faibles vitesses
f⃗ = −αv⃗— Pour les vitesses éle-
vées f⃗ = −βvv⃗

La force de contact entre deuxsolides s’écrit R⃗ = T⃗ + N⃗avec N⃗ normal au plan ducontact et T⃗ tangent aucontact.— En l’absence de glisse-ment∥∥∥T⃗
∥∥∥ ≤ µs

∥∥∥N⃗
∥∥∥

— En présence de glisse-ment∥∥∥T⃗
∥∥∥ = µd

∥∥∥N⃗
∥∥∥

La force exercée par le fil estcolinéaire à celui-ci ettoujours orienté du point versle fil.

Une déformation élastique estune déformation réversible,c’est-à-dire que le matériaureprend sa forme initiale et ladéformation disparaît lorsqueles forces appliquées aumatériau disparaissent.

On parle d’élasticité linéairelorsque la déformationélastique est proportionnelleà la contrainte appliquée aumatériau.

F⃗ = ±k (l − l0) e⃗x avec l lalongueur du ressort et lesigne ± selon le sens de e⃗xvis-à-vis de celui du ressort.
p⃗ = mv⃗

Il existe une classe deréférentiel, dit référentielsGaliléens, par rapport auquelun objet isolé ou pseudo-isolépossède un mouvementrectiligne uniforme.
F⃗ = 0⃗ ⇔ a⃗ = 0⃗



Dynamique du point

Énoncer la deuxième loi deNewton.

Dynamique du point

Énoncer la troisième loi deNewton.

Dynamique du point

Comment traiter un problèmede mécanique ?

Dynamique du point

Donner l’expression de laforce de gravitation. Endéduire l’expression du poids.



Dans un référentiel galiléen,la dérivée temporelle duvecteur quantité demouvement d’un pointmatériel est égal à la sommedes forces qui lui sontappliquées.
ma⃗ = F⃗

Soit deux points A et B eninteraction, si A exerce sur Bune force FA−→B alors Bexerce sur A une force demême intensité, mêmedirection et de sens contraire.−→
F B−→A = −

−→
F A−→B , de plusces deux forces sont portéespar la droite (AB)

➔ Faire un dessin
➔ Définir le système étu-dié
➔ Définir un repère et unréférentiel
➔ Faire un inventaire desactions mécanique quiagissent sur le système
➔ Appliquer une loi outhéorème de mécanique
➔ Projeter les relationsvectorielles
➔ Résoudre

F⃗ = −GmAmB
AB3 −→

AB. Pour unpoint de masse m auvoisinage de la terre (masse
MT ) alors

F = G mMT(RT +z)2 ≃ mGMT
R2

T
= mg



TD no 8

M2 – Dynamique du point matériel

Conseils pour ce TD• Les mêmes que ceux de M1.• Toujours préciser le référentiel d’étude et le système étudié.• Faire une belle figure et y placer les forces (vecteurs) enrespectant la direction, le sens voire la norme.• Faire ensuite le bilan des forces exercées sur le système, don-ner leur expression dans la base vectorielle la plus adaptée.• On procède ensuite souvent par projection sur un systèmed’axes : faites bien la différence entre un vecteur F⃗ (ne pasoublier les flèches), ses composantes dans une base (Fx et Fytels que F⃗ = Fx .e⃗x +Fy.e⃗y) qui sont des scalaires positifs ounégatifs et sa norme ||F⃗ || = √
F 2
x + F 2

y qui est un scalairepositif ou nul.• Lors de la projection d’un vecteur sur un axe, vérifier systéma-tiquement le signe de la cohérence de la composante obtenue.On aura intérêt à effectuer les tracés avec des angles très dif-férents de 45°.• Lorsque la réaction réaction R⃗ d’un support s’annule le mobiledécolle du support.• Dans le cas particulier d’un objet en équilibre sous l’actionde trois forces dont deux sont perpendiculaires (cas assezcourant), il suffit en général de travailler dans le triangle rec-tangle défini par F⃗1 + F⃗2 + F⃗3 = 0⃗ pour résoudre le problème.
Pour commencer

Entraînement 8.1 — Une relation algébrique.La vitesse v (en régime permanent) d’un mobile vérifie l’équation
m1(v − v1) +m2(v − v2) = p.

Donner l’expression de v (en fonction de m1, m2, v1, v2 et p) . . . . . . .
Entraînement 8.2 — Un système de deux équations.Un problème de mécanique fait intervenir une force d’intensité F et un angle α ∈ [0, π2 ]. Enprojetant la seconde loi de Newton sur deux axes, on aboutit au système d’équations suivant :{

T + F sin α = mRω2
F cos α = mg. 1



a) Déterminer F en fonction des données T , m, R , ω et g. . . . . . . .
b) Déterminer α en fonction des données T , m, R , ω et g. . . . . . . .
Entraînement 8.3 — Quelques équations différentielles.Résoudre les équations différentielles suivantes, sachant que v = 0 à t = t0, et que lesparamètres a0 et k sont des constantes.
a) dvdt = a0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) dvdt = −kv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) dvdt = −kv + a0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Décomposition de vecteurs

Entraînement 8.4 — Des projections.On considère les vecteurs suivants :

#»ex

#»ey
#»a

α #»ex

#»ey #»b
α

#»ex

#»ey

#»c
α

#»ex

#»ey#»d
α

Décomposer dans la base ( #»ex , #»ey) les vecteurs :
a) #»a . . . . . . . .
b) #»b . . . . . . . .

c) #»c . . . . . . . .
d) #»d . . . . . . . .

Entraînement 8.5 — Sur un plan incliné.

On considère la situation représentée ci-contre.Décomposer dans la base ( #»ex , #»ey) les vecteurs suivants.
#»N

α #»P

#»ex

#»ey

a) #»P . . . . . . . . b) #»N . . . . . . . .
Entraînement 8.6 — Avec un pendule simple.On considère la situation

x
#»er

#»eθℓ
θ

#»P

#»T
•M

#»ey
#»ex

Décomposer dans la base ( #»er, #»eθ) les vecteurs suivants :
a) #»P . . . . . . . . . .
b) #»T . . . . . . . . . .

c) #»P + #»T . . . . .
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Entraînement 8.7 — Avec un pendule simple (suite).On se place dans la même situation que ci-dessus. Décomposer dans la base ( #»ex , #»ey) :
a) #»P . . . . . . . . . .
b) #»T . . . . . . . . . .

c) #»P + #»T . . . . .

Entre accélération et position

Entraînement 8.8 — Du vecteur position au vecteur accélération.On considère un point M en mouvement dont les coordonnées cartésiennes dans la base( #»ex , #»ey, #»ez) sont, à chaque instant x(t) = 12a0t2 + x0, y(t) = −v0t et z(t) = z0.Donner les expressions du vecteur :

a) position . . . . b) vitesse . . . . . c) accélération
Entraînement 8.9 — Du vecteur accélération au vecteur position.On considère un point M de masse m en chute libre soumis à son poids #»P = mg #»ez . Ce point
M a été lancé avec une vitesse initiale #»v0 = v0 #»ex et une position initiale M0

x0y00
.

Donner l’expression des vecteurs :

a) accélération . . . . . . . . . .

b) vitesse . . . . . . . . . . . . . . .

c) position . . . . . . . . . . . . . .
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Autour des coordonnées polaires

Dans ce paragraphe, on considère un point M repéré par ladistance r et l’angle θ en coordonnées polaires. La distance
r et l’angle θ dépendent du temps t : le point M est mobile.On représente la situation par le schéma ci-contre.

•M #»er

#»eθ

r

θ•O #»ex

#»ey

Entraînement 8.10 — Trois calculs fondamentaux.Décomposer dans la base ( #»ex , #»ey) les vecteurs :
a) #»er . . . . . . . . . . . b) #»eθ . . . . . . . . . . .
En déduire (en dérivant) l’expression dans la base ( #»ex , #»ey) des vecteurs :
c) d #»erdt . . . . . . . . . d) d #»eθdt . . . . . . . . .
En déduire l’expression, dans la base ( #»er, #»eθ), des vecteurs :
e) d #»erdt . . . . . . . . . f ) d #»eθdt . . . . . . . . .
Entraînement 8.11 — Vecteur position en coordonnées polaires.Comment s’exprime le vecteur position #    »OM en coordonnées polaires ?a #    »OM = r #»er +

θ #»eθ
b #    »OM = r #»er + θ̇ #»eθc #    »OM = r #»er

d #    »OM = θ #»eθ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 8.12 — Accélération en coordonnées polaires.Déduire de ce qui précède l’expression, en fonction de #»er et de #»eθ :
a) du vecteur vitesse #»v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) du vecteur accélération #»a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Étude de systèmes en équilibre

Entraînement 8.13 — Tension d’un fil.Une bille d’acier de poids P = 2,0 N, fixée à l’extrémitéd’un fil de longueur ℓ = 50 cm est attirée par un aimantexerçant une force F = 1,0 N. À l’équilibre, le fil s’inclined’un angle α et l’on a
#»T + #»F + #»P = #»0 ,

où #»T est la tension exercée par le fil.

•

S Naimant•
#»P

#»F

#»Tα

Calculer les valeurs numériques de :
a) la tension T du fil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) l’angle α (en radian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 8.14 — Masse suspendue.Un objet qui pèse 800 N est suspendu en équi-libre à l’aide de deux cordes symétriques quifont un angle θ = 20° avec la direction hori-zontale.Le point A est soumis à trois forces :

#»T ,
#»

T ′ et #»F .

On note #»R la résultante des forces.

• •θ θ

#»F

#»T #»

T ′ #»g•A
#»ex

#»ey

a) Exprimer la composante horizontale Rx en fonction de T , T ′ et θ. . . . . . .
b) Exprimer la composante verticale Ry en fonction de T , T ′, F et θ. . . . . .
c) Déterminer la tension T en résolvant l’équation #»R = #»0 . . . . . . . . . . . . . . .
Mouvements rectilignes

Entraînement 8.15 — Chute avec frottement.Un corps de masse m = 2 kg tombe verticalement avec une accélération de a = 9m · s−2. Lorsde sa chute il subit la force de pesanteur ainsi qu’une force de frottement due à l’air.On prendra g = 9,8m · s−2 pour l’intensité du champ de pesanteur.
Combien vaut l’intensité de la force de frottement ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 8.16 — Contact dans un ascenseur.Un homme de masse m = 80 kg est dans un ascenseur qui monte avec une accélération
a = 1m · s−2. On note #»F la force exercée par l’homme sur le plancher de l’ascenseur.On prendra g = 9,8 m · s−2 pour l’intensité du champ de pesanteur.
Combien vaut l’intensité de #»F ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 8.17 — Calcul d’une action de contact.Un bloc de masse m, de poids #»P glisse à une vitesse v (t), variable au cours du temps, sur unsupport plan qui exerce une action de contact.Celle-ci se décompose en deux actions :
• une action normale à la surface #»fn ;
• une action de frottement #»ft opposée à la vitesse de glissement.Le plan est incliné d’un angle α , comme figuré ci-dessous.

α
#»v (t)#»ft

#»fn•
#»P

Déterminer (en fonction d’au moins une des données P , v (t), m et α) :
a) l’intensité de l’action normale fn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) l’intensité du frottement ft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 8.18 — Calcul d’une accélération.Deux blocs B1 et B2 de masse respective 2m et
m sont reliés par un fil. On passe le fil dans lagorge d’une poulie, puis on maintient le bloc B1sur la table alors que l’autre est suspendu dansl’air. On libère le bloc B1 qui glisse alors surla table. On note T1 et T2 les tensions exercéespar le fil sur les blocs, a1 et a2 les accélérationsrespectives des blocs B1 et B2, et g le champde pesanteur.Les frottements sont négligeables.

B1(2m)

B2(m)

#»T1
#»T2

•
# »P2

•
# »P1

•
#»R #»g

#»ex
#»ey

a) Exprimer a1 en fonction de m et T1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer l’accélération a2 de B2 en fonction de m, g et T2. . . . . . . . . . . . .Le fil étant inextensible et sans masse on a a1 = a2 et T1 = T2.c) En déduire l’accélération en fonction uniquement de g . . . . . . . . . . . . . . . .
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Réponses mélangées

a0
k
[1− e−k (t−t0)] (

r̈ − rθ̇2) #»er + (2ṙθ̇ + rθ̈
)

#»eθ θ̇ #»eθ

−θ̇ cos(θ) #»ex − θ̇ sin(θ) #»ey arctan(mRω2 − T
mg

) 0
−θ̇ sin(θ) #»ex + θ̇ cos(θ) #»ey 864 N (T ′ − T ) cos θ −θ̇ #»er

cos(θ) #»ex + sin(θ) #»ey (T ′ + T ) sin θ − F −T #»er −mdvdt + P sin α
2,2 N g − T2

m
p+m1v1 +m2v2

m1 +m2 c cos(α) #»ex − c sin(α) #»ey

ṙ #»er + rθ̇ #»eθ − sin(θ) #»ex + cos(θ) #»ey −T cos(θ) #»ex − T sin(θ) #»ey

−d sin(α) #»ex + d cos(α) #»ey g #»ez 1,6 N (P − T cos(θ)) #»ex − T sin(θ) #»ey
T12m −P sin(α) #»ex − P cos(α) #»ey P cos α b sin(α) #»ex + b cos(α) #»ey

P #»ex (P cos(θ)− T ) #»er − P sin(θ) #»eθ N #»ey 1,17 kN
a0(t − t0) (12a0t2 + x0

)
#»ex − v0t #»ey + z0 #»ez P cos(θ) #»er − P sin(θ) #»eθ

a cos(α) #»ex + a sin(α) #»ey (v0t + x0) #»ex + y0 #»ey + 12gt2 #»ez
√(mRω2 − T )2 + (mg)2

a0 #»ex 0,46 rad g3 a0t #»ex − v0 #»ey v0 #»ex + gt #»ez c
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✍ Exercice 1 : Glissement d’un objet sur un plan incliné

Soit un objet de centre d’inertie M et de masse m posé sur un plan incliné qui fait l’angle α avec
l’horizontale. On note f0 le cœfficient de frottement statique et f le cœfficient de frottement dynamique.
On rappelle que d’après les lois de Coulomb sur le frottement solide, si on décompose la réaction du
support ~R = ~T + ~N où ~T est la réaction tangentielle et ~N la réaction normale, T < f0N au repos et
T = f .N lors du glissement.

1. Pour quelle valeur α0 de α l’objet va-t-il commencer à glisser sur le plan incliné (mouvement de
translation) ?

2. Étudier le mouvement ultérieur, x(t) où x est le déplacement de l’objet sur le plan incliné.

✍ Exercice 2 : Parabole de sûreté

Une particule (projectile) est lancée depuis un point O pris pour origine des espaces et des temps. La
vitesse initiale ~v0 fait avec l’horizontale de O un angle α > 0.

1. Établir l’équation de la trajectoire.

2. Déterminer les coordonnées du sommet S et la portée OB, les dates TS et tB auxquels sont
atteints les points S et B.

3. Montrer que l’ensemble des points de l’espace que l’on peut atteindre dans les conditions précé-
dentes est située sous une courbe dont on établira une équation en tan α .

✍ Exercice 3 : Coulissement sur une tige en rotation

O
y

z

x b

M

T

ω
~g

Une tige T horizontale passant par O tourne autour de l’axe ver-
tical (Oz) à la vitesse angulaire ω constante.
Un point matériel M de masse m peut coulisser sans frottement
sur la tige. Il est repéré par ses coordonnées polaires (r,θ) dans
le plan (Oxy).
À l’instant t = 0, le point M est abandonnée sans vitesse initiale
par rapport à la tige à la distance r0 de l’origine O ; on a donc

r(t = 0) = r0 et ṙ(t = 0) = 0

On suppose de plus qu’à ce même instant, la tige est confondue
avec l’axe (Ox) : θ(t = 0) = 0.

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique en projection dans la base cylindrique (~ur,~uθ,~uz).

2. En déduire l’équation différentielle du second ordre vérifiée par r(t).

3. Déterminer la loi horaire r(t) en fonction de r0 et ω. Tracer l’allure de r(t) pour t ≥ 0.

4. Reprendre la question précédente pour la trajectoire r(θ).

✍ Exercice 4 : Bon à savoir ...

Une voiture M de masse m suit une trajectoire rectiligne sur le sol horizontal à une vitesse constante
~v0 = v0.~ey jusqu’à l’instant t = 0 où le conducteur aperçoit un mur ( !) infini ( ! !) perpendiculaire à ~v0 à
la distance D. On suppose pour simplifier que seulement deux choix s’offrent au conducteur :

• soit il freine brutalement en bloquant les roues (la voiture n’a pas d’ABS) tout en gardant une
trajectoire rectiligne.

• soit il tourne sans freiner et à la limite du dérapage sur une trajectoire circulaire pour essayer
d’éviter le mur (considéré comme infini).
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On supposera que la nature du contact des roues avec le sol est telle que dans les deux cas, la composante
tangentielle de la force de frottement est proportionnelle (facteur f ) à sa composante normale T = f .N

(loi de Coulomb sur les frottements). Quel est le meilleur choix ?

✍ Exercice 5 : Frottements quadratiques

Un solide modélisé par un point matériel M de masse m = 20 kg est lâché sans vitesse initiale dans le
champ de pesanteur uniforme.
L’air exerce sur lui une force de frottement opposée à la vitesse et de norme f = αv2 (α > 0).

1. On constate que le solide atteint au bout d’un certain temps une vitesse limite constante vl = 45
m.s−1. Calculer α (on précisera bien son unité).

2. Au bout de combien de temps cette vitesse est-elle atteinte à 0,1 % près ?

On posera u = v/vl et on rappelle que
∫

du
1−u2 = 1

2 ln |1+u|
|1−u|

+ cte.

✍ Exercice 6 : Enroulement d’un fil

b

O

L

M

I

~v

I0

~v0

M0

~er~eθ θ

L0

Un cylindre d’axe vertical et de rayon R , repose sur un
plan horizontal.
On attache en un point I0 du cylindre un fil sans masse qui
peut s’enrouler autour de la base du cylindre (cercle de
centre O). La longueur du fil est constante et égale à L0.
L’autre extrémité du fil est fixée à un point matériel M de
masse m glissant sans frottement sur le plan horizontal.
Le point M est initialement en M0 tel que le fil soit
tendu et tangent à la base en I0. On communique alors
au point M une vitesse ~v0, horizontale et perpendiculaire
à la droite (I0M0).
On suppose que le fil reste tendu au cours du mouvement
et on note L(t) la longueur de la partie IM non enroulée
du fil à l’instant t.
On donne R = 0,2 m ; L0 = 0,5 m ; m = 0,04 kg et v0 = 0,1 m.s−1.
On travaillera dans la base polaire (~er , ~eθ ) définie par la position du point I (Cf. figure ci-contre).

1. Donner la relation entre L, L0, R et l’angle θ repérant la position du point I .

2. Calculer
−−→
OM en fonction de ~er , ~eθ , L0, R et θ.

3. En déduire l’expression de la vitesse ~v du point matériel M à la date t, dans la base (~er , ~eθ).

4. Montrer par utilisation du principe fondamental de la dynamique que ||~v|| = Cte.

5. Déduire des questions 3. et 4. la relation entre θ̇ , θ, L0, R et v0.

6. Exprimer θ en fonction de t, L0, R et v0.

7. Calculer tf , la date à laquelle de fil est entièrement enroulé autour du cylindre.
Faire l’application numérique.

8. Calculer la tension du fil T à la date t en fonction de t, m, L0, R et v0. Que se passe-t-il quand
t → tf ? Commenter.
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Oscillateurs libres

Qu’est-ce qu’un oscillateurharmonique ?

Oscillateurs libres

Soitd2xdt2 + ω20x = qqchose
Comment s’appelle ω0 ?Quelle est sa dimension ? Enquelle unité s’exprime t-elle ?

Oscillateurs libres

Soitd2xdt2 + ω20x = 0
Donner l’expression dessolutions de cette équationdifférentielle.

Oscillateurs libres

Retrouver l’équationdifférentielle vérifiée par latension uC (t) dans un circuitRLC série alimenté par unéchelon de tension E .

Oscillateurs libres

Mettre l’équation différentielle
d2uCdt2 +R

L
duCdt + 1

LC uC (t) = E
LC .sous forme canonique enintroduisant ω0 et Q. Donnerles expressions de ω0 et Q.

Oscillateur libre

Donner la condition sur Q quicaractérise le régimeapériodique.

Oscillateur libre

Exprimer les deux racines r1et r2 de l’équationcaractéristique dans le régimeapériodique.

Oscillateur libre

Donner la solution généralede uC (t) (réponse à unéchelon E d’un circuit RLCsérie) dans le régimeapériodique.

Oscillateur libre

Donner la forme générale dela solution uC (t) en régimecritique (réponse à unéchelon E d’un circuit RLCsérie).



Un oscillateur harmonique estun système pouvant êtredécrit par l’équationdifférentielle suivante :d2xdt2 + ω20x = qqchose
ω0 est la pulsation propre.Elle est homogène à l’inversed’un temps et s’exprime enrad.s−1

x(t) = λ cos (ω0t) + µ sin (ω0t)
ou

x(t) = C cos (ω0t + φ)
ou

x(t) = C sin (ω0t + ψ)

La loi des mailles et lesrelations constitutives desdipôles conduisent à
d2uCdt2 +R

L
duCdt + 1

LC uC (t) = E
LC .

üC + ω0
Q u̇C + ω20 uC = ω20 E,

où
ω0 = 1√

LC
, Q = 1

R

√
L
C .

Le régime est apériodique si
Q < 12 .

Dans ce régime les racinesréelles de l’équationcaractéristique sont
r1,2 = −ω02Q(1 ±

√ 1 − 4Q2 )
On les notes respectivement

− 1
τ1 et − 1

τ2

La solution générale s’écrit
uC (t) = E + λ e− t

τ1 + µ e− t
τ2 ,

où λ et µ se déterminent àpartir des conditions initiales(continuité de uC et de
i = Cu̇C à t = 0).

La solution s’écrit :
uC (t) = E + (λt + µ) e−t/τ ,

avec τ = 2Q
ω0 .avec λ et µ fixés par lesconditions initiales.



Oscillateurs libres

Exprimer la pseudo-pulsation
ω dans le régimepseudo-périodique.

Oscillateurs libres

Donner la solution généralede uC (t) dans le régimepseudo-périodique (réponse àun échelon E d’un circuit RLCsérie).

Oscillateurs libres

Établir l’équationdifférentielle du mouvementpour un pendule simple delongueur l et de masse m enl’absence de frottement.Est-ce un oscillateurharmonique ?

Oscillateurs libres

Simplifier l’équationdifférentielle suivante dansl’approximation des petitsangles
θ̈ + g

l sin θ = 0
Exprimer alors ω0, lapulsation propre, en fonctionde g et l.

Oscillateurs libres

Établir le bilan énergétiquedu circuit RLC série soumis àun échelon de tension E .



Dans le régimepseudo-périodique lapseudo-pulsation vaut
ω = ω0

√ 1 − 14Q2 .

La solution s’écrit :
uC (t) = E+e−t/τ

(
λ cos(ωt)+µ sin(ωt))

τ = 2Q
ω0 , ω = ω0

√ 1 − 14Q2

On étudie la masse dans unréférentiel galiléen, ellesoumis à son poids et à latension du fil. La projectionde la seconde loi de Newtonselon e⃗θ donne
θ̈ + g

l sin θ = 0

Aux petits angles sin θ ≃ θ et
θ̈ + ω20θ = 0

avec ω0 = √
g
l

On multiplie terme à terme laloi des mailles par le courant
i. On obtient

Ei = uci+ uLi+ uR i

Soit
Ei = ddt (12Cu2

C + 12Li2) + Ri2Ainsi, la puissance fournie parle générateur sert, pourpartie, à faire varier l’énergiestockée dans le condensateuret la bobine ; l’autre partieest dissipée par effet Joulesdans la résistance.



TD no 9

Os1 – Oscillateurs libres

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.• On peut parfois encore simplifier le circuit en laissant la gran-deur à calculer apparente pour se ramener à un cas classique(vu en classe).• Pour déterminer l’évolution temporelle d’une grandeur (u(t)pour t ⩾ 0 par exemple), la méthode doit être connue etmaîtrisée :
⋆ Détermination des conditions initiales (CI) : représenterle circuit à t = 0− et utiliser la continuité de uC (t)et iL(t) pour en déduire son équivalent à t = 0+ puisautant de CI que nécessaire (u(0+) si circuit du premierordre, u(0+) et dudt ]0+ si second ordre).
⋆ Établir l’équation différentielle (en u(t)) : utiliser un mi-nimum d’inconnues en écrivant la loi des nœuds sur lafigure, attention aux conventions (générateur ou récep-teur) pour écrire les relations constitutives. On se trouveen général face à un système d’équations différentiellesil faut alors effectuer des substitutions ou même dérivercertaines équations.On doit obtenir une équation différentielle linéaire àcœfficients constants et tous de même signe. Une foisl’équation obtenue, il faut la mettre sous une forme ca-nonique pour faire apparaître τ ou ω0 et Q.
⋆ Résolution de l’équation différentielle : on utilisera
sol = solH + solP avec solH la solution de l’équa-tion homogène (il FAUT la connaître : Cf cours) et solPla solution particulière (de "même nature" que le secondmembre de l’équation c’est à dire une constante lorsde ce chapitre). Vérifier que solP correspond au régimepermanent. On applique les CI à sol (et non solH !) pourdéterminer les constantes d’intégrations. Vérifier la co-hérence avec le régime permanent (u(t → ∞) d’aprèsl’équation et en raisonnant sur le montage).

⋆ Effectuer enfin un tracé correct (valeur et tangente àl’origine, forme, asymptote).
• Attention, ne confondez pas [du(t)

dt
]0+ et du(0+)

dt ! Parexemple lors de la charge du condensateur du circuit RC étu-dié en classe, on avait u(0+) = 0 mais [du(t)
dt

]0+ = i(0+)
C =

E
RC . du(0+)

dt n’a aucun sens, on ne dérive pas un nombre,mais une fonction.
1



Circuits du second ordre

Entraînement 9.1 — Équation canonique.De nombreux circuits du second-ordre sont en fait des oscillateurs dont l’équation canoniqueest de la forme d2x(t)dt2 + ω0
Q

dx(t)dt + ω20 x(t) = f (t),
où ω0 est appelée pulsation propre et Q facteur de qualité.Donner la dimension de :
a) ω0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b) Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On considère l’équation RC d2i(t)dt2 + di(t)dt + R

L i(t) = 0. Exprimer :
c) ω0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d) Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 9.2 — Mise en équation.On considère les deux circuits suivants, pour lesquels les fém des générateurs de tension Esont constantes.

E

R i

C u
L

montage 1
E

R i

C
i1

Lu
i2

montage 2
À l’aide de la loi des mailles et des nœuds, établir l’équation différentielle vérifiée par latension u :
a) Dans le montage 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Dans le montage 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 9.3 — Équations type « oscillateur harmonique ».

a) Résoudre d2uC (t)dt2 +ω20 (uC (t)−E ) = 0 avec
uC (0) = 0duCdt (0) = 0

b) Résoudre d2i(t)dt2 + ω20 i(t) = 0 avec
i(0) = 0didt (0) = E

L
. . . .

Entraînement 9.4 — Réponses d’un circuit du second-ordre.
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Les graphes ci-dessous représentent l’évolution de trois tensions u1(t), u2(t), et u3(t) au coursdu temps.Toutes ces grandeurs évoluent suivant une équation différentielle du type
d2x(t)dt2 + ω0

Q
dx(t)dt + ω20 x(t) = Cte.

10 20 30 40 50 60 70 80−4−20
24
68

t (en ms)

tensio
n(en

V)

courbe 1

10 20 30 40 50 60 70 80−4−20
24
68

t (en ms)

courbe 2

10 20 30 40 50 60 70 80−4−20
24
68

t (en ms)

courbe 3

a) Quelle courbe est associée au plus grand facteur de qualité Q ?
a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) On a

u1(t) = ae−t/τ1 − be−t/τ2.Quelle est la courbe correspondante ?
a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) On a

u2(t) = E sin(Ωt) e−t/τ .Quelle est la courbe correspondante ?
a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d) On a

u3(t) = E
[1− (cos(Ω′t) + a sin(Ω′t))e−t/τ ′].Quelle est la courbe correspondante ?

a courbe 1 b courbe 2 c courbe 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e) Déterminer la valeur numérique de la pseudo-pulsation Ω qui intervient dans u2(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3



Réponses mélangées

c [ω0] = T−1 d2udt2 + 1
RC

dudt + 1
LC u = 0 a b R

√
C
L

E
Lω0 sin(ω0t) E × (1− cos(ω0t)) b d2udt2 + R

L
dudt + 1

LC u = E
LC1√

LC
1,2× 103 rad · s−1 Q est sans dimension

4



✍ Exercice 1 : Circuit LC parallèle
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Dans le circuit représenté ci-dessous, à l’instant t = 0, on ouvre
l’interrupteur K , le condensateur C étant déchargé.
Déterminer les intensités i(t) et i′(t) ainsi que la réponse du circuit
u(t).

✍ Exercice 2 : Régime transitoire d’un circuit RLC

À l’instant initial, (t = 0), le condensateur C est déchargé et tous les

courants sont nuls. On ferme alors l’interrupteur. �
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1. Déterminer u, i1, i2 et i3 juste après la fermeture de l’interrupteur puis au bout d’un temps très
long.

2. Établir l’équation différentielle vérifiée par i3(t) sous forme littérale puis numérique sachant que
R = 2,5 kΩ, r = 1,25 kΩ, C = 1 µF, L = 20 mH et E = 6 V.

3. À quel type de régime a-t-on à faire ? (justifier).

4. Déterminer l’expression littérale approchée u(t) et calculer sa valeur numérique maximale.

✍ Exercice 3 : Réponse d’un circuit du 2nd ordre.

Soit le circuit représenté ci-dessous..
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À t = 0, on ferme K alors que le condensateur est déchargé et les intensités nulles dans toutes les
branches.

1. Déterminer la valeur littérale de i(t) et de sa dérivée temporelle à t = 0+.

2. Déterminer la valeur littérale de i(t) au bout d’un temps infini.

3. Déterminer l’équation différentielle vérifiée par i(t) et la mettre sous une forme canonique qui
fasse apparaitre le facteur de qualité Q.

4. On suppose que Q = 5.

5. Tracer l’allure du i(t).

✍ Exercice 4 : Autour du pendule

On considère un pendule simple constitué d’un fil inextensible, de longueur l, de masse négligeable, fixé
en O et auquel on a accroché une petite bille de masse m assimilable à un point matériel M .
O est fixe dans le référentiel du laboratoire R galiléen.
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1. Étude statique : dans un premier temps, on accroche à M un ressort horizontal de masse négli-
geable, de constante de raideur k et de longueur à vide d0.
À l’équilibre dans R, la longueur du ressort prend la valeur d quand le fil s’écarte de l’angle θ0

par rapport à la verticale tout en restant dans le plan Oyz (figure 1).
En déduire l’expression de m en fonction des autres données.

O y

z

x l

Mθ0

d

~g

Figure 1

O y

z

x l

M
θ

~g

Figure 2

O
y

z

x

l

A

M

α

θ

~g

Figure 3

2. Première étude dynamique : à l’instant initial, le ressort se détache de M (figure 2.).

(a) Établir l’équation différentielle reliant θ à ses dérivées temporelles (on néglige tout frottement).

(b) En déduire θ(t) pour les petites oscillations (sin θ ≃ θ et cos θ ≃ 1 − θ2

2 ).
(c) Exprimer la tension du fil en fonction du temps toujours dans le cas des petites oscillations.

3. Autre type de mouvement : le fil est accroché en A et le point matériel M , tourne maintenant dans
le plan xOy avec une vitesse angulaire constante ω = θ̇ autour de l’axe OA (figure 3) α = Cte

étant l’angle que forme AM avec la verticale.
Calculer la tension du fil T puis l’angle α en fonction de m, g, l et ω, montrer que ω doit respecter
une certaine condition.

✍ Exercice 5 : Ressort vertical.

Retrouver l’équation différentielle qui décrit le mouvement d’une masse suspendue à un ressort vertical
de longueur à vide l0 et de constante de raideur k .

✍ Exercice 6 : Masse liée à un ressort sur un plan incliné

On considère un ressort de longueur à vide l0 et de raideur k , dont les extrémités sont reliées à un point
fixe O et un point matériel M de masse m.
On néglige tout frottement.
Soit un axe Ox sur le plan incliné (voir figure).

α

~g
O

x

y

M

1. Déterminer le, la longueur du ressort à l’équilibre en fonc-
tion de l0, m, g, k et α .

2. À partir de la position d’équilibre M est déplacé d’une
distance d < le comptée algébriquement sur Ox et lâché
sans vitesse initiale à t = 0.
Établir, pour t ≥ 0, l’équation horaire du mouvement de M

en fonction de d, k , m et le.

6



Oscillateurs
forcés

Qu’est-ce qu’un signalsinusoïdal ?

Oscillateurs
forcés

Soit
x(t) = Xm cos (ωt + φ)

écrire le signal complexe quilui est associé. Que vaut sonamplitude complexe ?

Oscillateurs
forcés

Dériver un signal complexerevient à ...

Oscillateurs
forcés

Intégrer un signal complexerevient à ...

Oscillateurs
forcés

On considère le circuit RCsérie alimenté par unetension sinusoïdale
e(t) = E0 cos (ωt) en régimepermanent.

e(t)
R

C uC

La tension uc est solution deduCdt + uC
τ = E

τ , trouverl’expression de son amplitudecomplexe Uc .

Oscillateurs
forcés

Définir l’impédance complexed’un dipôle.Dipôle
A Bi

u

Oscillateurs
forcés

Exprimer l’impédance d’unerésistance.

Oscillateurs
forcés

Exprimer l’impédance d’unebobine.

Oscillateurs
forcés

Exprimer l’impédance d’uncondensateur.



Un signal sinusoïdal s’écrit :
x(t) = Xm cos (ωt + φ)

À x(t) = Xm cos (ωt + φ) onassocie
x = Xm exp (j (ωt + φ)). Sonamplitude complexe est

X m = Xm exp (jφ)
... le multiplier par jω

... le diviser par jω

On transpose l’équationdifférentielle dans lescomplexes :duCdt + uC
τ = e

τdonc
jωUC exp (jωt)+1

τ UC exp (jωt) = E0 exp (jωt)
τsoit

UC = E01 + jωτ

L’impédance est Z = u
i

D’après la loi d’Ohm :
u(t) = Ri(t) donc

u(t) = Ri(t) = Z R i(t) ⇒ ZR = R

L’impédance étant réelle, iln’y a pas de déphasage entre
u(t) et i(t), on dit qu’ils sonten phase :arg (u(t)) = arg (i(t)) +arg (R ) = arg (i(t)).

Si la bobine est parfaite et enconvention récepteur,
u(t) = Ldi(t)

dt ⇒ u(t) = Ldi(t)
dt =

jLωi(t) = Z Li(t) soit
ZL = jLω = Lωej π2

il y a donc un déphasage de+π2 de u(t) par rapport à i(t),on dit que la tension est enquadrature avance sur lecourant (en conventionrécepteur).

Si le condensateur est parfaitet en convention récepteur,
i(t) = C du(t)

dt ⇒ u(t) =1
C

∫
i(t)dt ⇒ i(t) = jCωu(t)et u(t) = Z C i(t) en posant

ZC = 1
jCωIl y a donc un déphasage −π2de u(t) par rapport à i(t), ondit que la tension est enquadrature retard sur lecourant (en conventionrécepteur).



Oscillateurs
forcés

Comment se comporte unebobine en haute fréquence ?

Oscillateurs
forcés

Comment se comporte unebobine en basse fréquence ?

Oscillateurs
forcés

Comment se comporte uncondensateur en bassefréquence ?

Oscillateurs
forcés

Comment se comporte uncondensateur en hautefréquence ?

Oscillateurs
forcés

Que deviennent les lois etthéorèmes del’électrocinétique en régimesinusoïdal forcé ?

Oscillateurs
forcés

Quelle est l’impédanceéquivalente à n impédancesen série ?

Oscillateurs
forcés

Quelle est l’impédanceéquivalente à n impédancesen dérivation ?

Oscillateurs
forcés

On considère le circuit RCsérie alimenté par unetension sinusoïdale
e(t) = E0 cos (ωt) en régimepermanent.

E0

R

C UC

Retrouver l’expression de Ucen appliquant le théorèmedes diviseurs de tension.

Oscillateurs
forcés

On considère le circuit RLCsérie alimenté par unetension sinusoïdale
e(t) = E0 cos (ωt) en régimepermanent.

E0

L R I

C UC

Retrouver l’expression del’amplitude complexe ducourant I .



Si ω → ∞, alors
|ZL| = Lω → ∞ et donc

i → 0 : en hautes fréquences,la bobine se comporte commeun interrupteur ouvert :
L

⇔
K 0

Si ω → 0, alors
|ZL| = Lω → 0 : en hautesfréquences, la bobine secomporte comme un fil :

L
⇔

Si ω → 0, alors
|ZC | = 1

Cω → ∞ : en bassesfréquences, le condensateurse comporte comme uninterrupteur ouvert :
C

⇔
K 0

Si ω → ∞, alors
|ZC | = 1

Cω → 0 : en hautesfréquences, le condensateurse comporte comme un fil :
C

⇔

En régime sinusoïdal forcé, onpeut écrire les lois etthéorèmes del’électrocinétique à l’aide desamplitudes complexes.Loi des nœuds :
n∑

k=1 εk Ik = 0
Loi des mailles :

n∑
k=1 εkUk = 0

Zeq = Z1+Z2+..+Zn = n∑
k=1 Zk

1
Zeq = 1

Z1 + 1
Z2 + ... + 1

Zn
=

n∑
k=1

1
Zk

uC = ZC
ZC +ZR

E0 soit
uC = E01 + jωRC

On commence par simplifierle circuit
E0 Z eq Ueq

Où Z eq = R + jLω + 1
jCω etdonc Ueq = E0 = Z eqI , soit

I = E0
R1 + j L

R ω + 1
jRCω



Oscillateurs
forcés
Soit le circuit suivant en RSF.

E0

L R
I

C UC

On a
I = E0

R1 + j L
R ω + 1

jRCωque l’on réécrit
I = I01 + jQ

(
ω
ω0 − ω0

ω

)
Identifier I0, ω0 et Q.

Oscillateurs
forcés

Exprimer le module etl’argument de
I = I01 + jQ

(
ω
ω0 − ω0

ω

)

Oscillateurs
forcés

Tracer l’allure de l’amplitudedu courant |I| en fonction de
ω.

|I| = I0√1 + Q2 ( ω
ω0 − ω0

ω

)2

Oscillateurs
forcés

Tracer l’allure de la phase àl’origine du courant dans uncircuit RLC série en RSF
φ = − arctan (Q

(
ω
ω0 − ω0

ω

))

Oscillateurs
forcés

Définir le phénomène derésonance.

Oscillateurs
forcés

Définir la bande passante à-3 dB.

Oscillateurs
forcés

On rappelle que l’amplitudedu courant circulant dans uncircuit RLC série en RSF est
|I| = I0√1 + Q2 ( ω

ω0 − ω0
ω

)2

Exprimer la largeur de labande passante.

Oscillateurs
forcés

Définir l’acuité d’unerésonance.

Oscillateurs
forcés

Soit le circuit suivant en RSF.
E0

L R
I

C UC

Exprimer l’amplitude complexede la tension uc aux bornes ducondensateur.



I0 = E0
R et


Q
ω0 = R

L

Qω0 = 1
RCSoit

Q = 1
R

√
L
C

ω0 = 1√
LC

|I| = I0√1 + Q2 ( ω
ω0 − ω0

ω

)2

arg (I) = − arctan(Q
(

ω
ω0 − ω0

ω

))
0.5

1
1.5

2
2.5

3

0.51|I| I 0

ω ω 0

Q
=1

Q
=0.5Q
=5

1

−
2

−
112 π 2

−
π 2

x
=1

φ
rad

ω ω 0

Q
=0.5

Q
=1

Q
=5La résonance, désigne lephénomène par lequel unsystème oscille avec uneamplitude particulièrementgrande lorsqu’il est soumis àune excitation périodique dontla fréquence est égale ou trèsproche de sa fréquencepropre.

La bande passante à -3dB estl’intervalle dans lequel lesignal est supérieur à savaleur maximale divisée par√2. Par exemple, pour larésonance en courant dans uncircuit RLC, il s’agit de labande de pulsation telle que
|I| ≥ Imax√2

On résout
|I| = I0√2ce qui conduit à résoudredeux équations du seconddegrés :

Qω2 ± ω0ω − Qω20 = 0 Il y a2 fois 2 racines réelles, etparmi ces quatre solutionsseules deux sont positives.Ainsi :
∆ω = ω0

Q

L’acuité d’une résonancedésigne la finesse du pic derésonance dans un systèmeoscillant. Si ∆ω ≪ ω0 onparle de résonance aiguë, si∆ω ≥ ω0 on parle derésonance floue.

Le théorème du diviseur detension donne directement
UC = Z C

Z C + Z R + Z L
E0

Soit
UC = E01 − LCω2 + jRCω



Oscillateurs
forcés

L’amplitude complexe de latension aux bornes d’uncondensateur d’un circuit RLCsérie en RSF est donné par
UC = E01 − ω2

ω20 + j ω
Qω0. Montrer qu’il y a résonanceà une pulsation ωr àcondition que Q > 1√2

Oscillateurs
forcés

L’amplitude de la tension auxbornes du condensateur d’uncircuit RLC série en RSF est
|UC | = E0√(1− ω2

ω20
)2+ ω2

Qω20Tracer son évolution enfonction de ω pour différentesvaleurs du facteurs de qualité.

Oscillateurs
forcés

L’amplitude complexe de latension aux bornes d’uncondensateur d’un circuit RLCsérie en RSF est donné par
UC = E01 − ω2

ω20 + j ω
Qω0Calculer arg (Uc)

Oscillateurs
forcés

On donne arg (Uc) =
arctan(1−

(
ω

ω0
)2

ω
Qω0

)+ π2 tracerson allure en fonction de ω.



On calcule le module de UC :
|UC | = E0√(1− ω2

ω20
)2+ ω2

Qω20
Il est

maximal si le terme sous laracine est minimale. Onétudie ses variations, sadérivée vaut :
2(−2 ω

ω20
)(1 −

(
ω
ω0
)2)+2 ω

Q2ω20et on trouve que si Q > 1√2 ily a résonance à la pulsation
ωr = ω0√1 − 12Q2

0.5
1

1.5
2

2.5
3

1234 |U
c|

E 0

ω ω 0
Q

=1
Q

=0.5Q
=3

On a arg (Uc) =arg (E0)−arg (1 − ω2
ω20 + j ω

Qω0
)

Il faut faire attention, lapartie imaginaire de cedernier terme change designe selon la valeur de ω,l’astuce consiste à multiplierpar 1 = −jj , et on trouve :
arctan

1 −
(

ω
ω0
)2

ω
Qω0

+ π2

1

−
4

−
3

−
2

−
1 −

π 2

φ
rad

ω ω 0
Q

=0.5
Q

=1

Q
=3



TD no 10

Os2 – Oscillateurs forcés

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.• Attention à bien respecter les notations : une grandeur si-nusoïdale x(t) = Xm cos(ωt + φ), d’amplitude Xm peut êtrereprésentée par l’intermédiaire de calcul x(t) = Xm.ejωt =
Xm.ej(ωt+φ) d’amplitude complexe Xm = Xm.ejφ . Il ne faut pasconfondre ces différentes expressions.On a par exemple x(t) = Re(x(t)) ̸= |x(t)| , Xm = |Xm| et
φ = arg(Xm).• On peut utiliser la loi d’Ohm généralisée directement sur lesamplitudes complexes U = Z.I ⇐⇒ I = Y .U .• Revoir si nécessaire les lois d’associations de résistors : cha-pitre EC1.

Autour des fonctions trigonométriques

Entraînement 10.1 — Cercle trigonométrique.Sur le cercle trigonométrique ci-contre, cos(α) se lit surl’axe des abscisses et sin(α) se lit sur l’axe des ordonnées.Exprimer les fonctions suivantes en fonction de cos(α) etsin(α). cos(α)
sin(α)

α

a) sin(α + π) . . . . . . . . . . .
b) cos(α + π/2) . . . . . . . . .

c) sin(α + π/2) . . . . . . . . .
d) sin(π/2− α) . . . . . . . . .

Entraînement 10.2 — Dérivée de signaux.Pour chaque signal ci-dessous, calculer sa dérivée par rapport à t .
a) sin(2t) . . . . . . . . . .
b) cos2(t + 4) . . . . . .

c) cos(t)× sin(t) . . .

Entraînement 10.3 — Transformer des sommes de signaux en produits.On rappelle les formules trigonométriques :
cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)sin(a − b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b).

1



Mettre les signaux suivants sous la forme C cos(Ωt) cos(ωt) ou C sin(Ωt) sin(ωt) (où les constantes
C , Ω et ω s’exprimeront en fonction de A, ω1 et ω2).
a) A cos(ω1t) + A cos(ω2t) . . . . . . . . . . . . .
b) A cos(ω1t)− A cos(ω2t) . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 10.4 — Formules d’addition.Mettre le signal A sin(ωt+φ) sous la forme B cos(ωt)+C sin(ωt), où B et C dont des constantesà exprimer en fonction de A et φ.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 10.5 — Représentations graphiques.

α0 4 8 12 16 2000,250,50,751
courbe 1

α0 4 8 12 16 20−1−0,50
0,51

courbe 2

α0 4 8 12 16 2000,51
1,52

courbe 3

α0 4 8 12 16 20−1−0,50
0,51

courbe 4

Pour les quatre graphiques ci-dessus, α est exprimé en radians.Associer chaque fonction à sa courbe représentative.
2



a) sin(α) . . . . . . . . . . . . . . . .
b) cos(α) . . . . . . . . . . . . . . .

c) 1 + sin(α) . . . . . . . . . . . .
d) cos2(α) . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 10.6 — Formules trigonométriques.Le signal cos(ωt) + sin(ωt) peut s’écrire sous la forme :
a cos2(ωt + π/4) b 2 cos(ωt + π/4) c √2 sin(ωt + π/4)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Étude graphique

Entraînement 10.7 — Paramètres d’un signal sinusoïdal.

En travaux pratiques, vous faites l’acquisition d’une tension sinusoïdale u(t) = U0 cos(2π
T t + φ

)
et obtenez l’oscillogramme ci-dessous.

t (en s)0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−2−10
12

u
(enV

)

Par lecture graphique ou par le calcul, déterminer :
a) l’amplitude U0 . . . . . . . . . .
b) la phase à l’origine φ . . . .
c) la période T . . . . . . . . . . . .

d) la fréquence f . . . . . . . . . . .
e) la pulsation ω. . . . . . . . . . .

Entraînement 10.8 — Différence de phase.La figure ci-dessous donne les représentations graphiques de deux signaux : le signal u1(t) =
U0 cos(ωt) et le signal u2(t) = U0 cos(ωt + φ), où on a ω = 2π3 rad · s−1.
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temps (en s)0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−2−10
12

tensio
n(en

V)
u1(t)
u2(t)

a) Le signal u2(t) est-il en avance ou en retard sur u1(t) ? . . . .
b) En déduire le signe de φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Déterminer graphiquement φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 10.9 — Qui est qui ?En travaux pratiques, vous faites l’acquisition de trois signaux périodiques : u1(t), u2(t) et u3(t).Malheureusement, vous ne vous souvenez pas quelle voie d’acquisition vous avez utilisée pourchaque signal !Vous savez que la tension u1(t) a pour période 300 µs, que la tension u2(t) a pour fréquence8,0 kHz et que la tension u3(t) a pour pulsation 1× 104 rad · s−1.

t (en ms)0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,10−4−3−2−10
12
34

tensio
n(en

V) Voie AVoie BVoie C

Attribuer chacun des graphes au signal qui lui correspond.
a) Voie A . . . . . . . . b) Voie B . . . . . . . . c) Voie C . . . . . . . .
Valeur moyenne et valeur efficace
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La valeur moyenne Umoy et la valeur efficace Ueff d’un signal u(t) périodique de période T sontdéfinies par les formules :
Umoy = 1

T

� T

0 u(t) dt et Ueff = √1
T

� T

0 u(t)2 dt.
Entraînement 10.10 — Signal sinusoïdal.

On considère le signal sinusoïdal u(t) = U0 cos(2π
T t
).

a) Calculer la valeur moyenne de u(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Calculer la valeur efficace de u(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 10.11 — Un signal carré.On considère le signal périodique carré dissymétrique u(t) représenté ci-dessous.

t (en s)0 1 2 3 4 5 6 701
23

u
(enV

)

Calculer :a) la valeur moyenne de u(t) . . b) la valeur efficace de u(t) . . .
Entraînement 10.12 — Un signal carré, sans son dessin.

On considère le signal périodique carré défini par u(t) = {U0 si 0 < t ⩽ T /20 si T /2 < t ⩽ T .Calculer :a) la valeur moyenne de u(t) . . b) la valeur efficace de u(t) . . .
Nombres complexes et association de dipôles

Entraînement 10.13 — Un entraînement fondamental.Un nombre complexe peut se mettre sous les formes suivantes :
• Z = a+ jb avec a sa partie réelle et b sa partie imaginaire ;
• Z = Z0 exp (jφ) = Z0( cos(φ) + j sin(φ)) avec Z0 ⩾ 0 son module et φ ∈ R un argument.

a) Exprimer Z0 en fonction de a et b. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) On suppose a ̸= 0. Exprimer tan(φ) en fonction de a et b. . .
On suppose que φ ∈ ]− π, π].c) Si a ⩾ 0, que peut-on dire de φ ?a φ ∈ [0, π]b φ ∈ [0, π/2] c φ ∈ [π/2, π]d φ ∈ ]− π, 0] e φ ∈ [−π/2, π/2]f φ ∈ ]− π/2, 0]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d) Si a > 0 et b ⩽ 0, que peut-on dire de φ ?a φ ∈ [0, π]b φ ∈ [0, π/2] c φ ∈ [π/2, π]d φ ∈ ]− π, 0] e φ ∈ [−π/2, π/2]f φ ∈ ]− π/2, 0]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 10.14 — Impédances complexes des composants de base.Les impédances complexes d’un résistor de résistance R , d’une bobine d’inductance L et d’uncondensateur de capacité C auxquels on impose une pulsation ω sont respectivement :
ZR = R, Z L = jLω et Z C = 1jCω.

Calculer le module Z0 et l’argument φ ∈ ]− π, π] de chacune de ces impédances.a) Z0 de ZR . .
b) φ de ZR . . .

c) Z0 de Z L. . .
d) φ de Z L. . .

e) Z0 de Z C . .
f ) φ de ZC . . .

Entraînement 10.15 — Associations de dipôles.On rappelle la règle pour déterminer l’impédance complexe équivalente à celle de dipôlesassociés :
� si les dipôles sont en série : Z eq =∑

i
Z i

� si les dipôles sont en parallèle : Z eq = 1∑
i 1/Z i .

À l’aide de ces règles, déterminer l’impédance complexe Z AB des associations de dipôles sui-vants :
a)

•A

R C
•B

b)
•A

R

L

•B

c)
•A

R
•B

L

C d)
•A

C L

•B

R

a) Z AB = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Z AB = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Z AB = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7



d) Z AB = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 10.16 — À la recherche de la bonne impédance.Un groupe d’étudiants doit trouver l’impédance Z AB du dipôle AB ci-dessous :

•A
R L

C

•B

Quelle proposition correspond à l’impédance du dipôle AB ?
a Z AB = R + jLω1− LCω2 + jRCω b Z AB = R + jLω1 + LCω2 + jRCω c Z AB = R + jLω1 + LCω2 − jRCω

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Signaux périodiques

Entraînement 10.17 — Analyse du signal provenant d’un GBF.En TP, un élève observe à l’oscilloscope la ten-sion délivrée par un générateur de basses fré-quences (GBF).Aider cet élève à analyser le signal de tensionmesuré ci-contre en déterminant sa fréquence
f0 et son amplitude U0.a) f0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) U0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . base de temps : 20µs/divisioncalibre vertical : 1 V/division

0V

Entraînement 10.18 — Expression d’une tension.Nous disposons d’une tension sinusoïdale u(t) de période T0 = 1 ms, d’amplitude U0 = 2 V etde phase à l’origine φ = 0 rad.Parmi les propositions ci-dessous laquelle correspond à l’expression littérale de cette tension
u(t) ?

a u(t) = U0 cos( t
T0
)

b u(t) = U02 cos(2π
T0 t
) c u(t) = U02 cos( t

T0
)

d u(t) = U0 cos(2π
T0 t
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8



Entraînement 10.19 — Modulation d’amplitude.On considère un signal modulé, de la forme
s(t) = S0 cos (2πfpt)× (1 +m cos(2πf0t)) avec {0 < m < 1

fp > f0.
a) On rappelle que {cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
En calculant cos(a+ b) + cos(a − b), trouver une formule pour cos(a) cos(b).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) Développer s(t) et faire apparaître des sommes de cosinus.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On constate que le signal s(t) peut s’écrire comme la somme de trois signaux sinusoïdauxd’amplitudes et de fréquences spécifiques. On représente les différentes amplitudes des com-posantes de s(t) en fonction de leur fréquence. Cette représentation est appelée spectre enamplitude de s(t).Le but de cet entraînement est de déterminer lequel des spectres ci-dessous ( a , b ou c )est celui du signal s(t).

a

f

Amplitude

fp

•

fp−f0

•

fp+f0
•

S0
mS02

b

f

Amplitude

fp

•

fp−f0

•

fp+f0

•S0
c

f

Amplitude

fp

•

fp−f0

•

fp+f0

•S0
mS02

c) Donner l’amplitude de la composante de fréquence fp de s(t)
d) Donner l’amplitude de la composante de fréquence fp+f0 de s(t)
e) Donner l’amplitude de la composante de fréquence fp−f0 de s(t)
f ) Déterminer le spectre ( a , b ou c ) correspondant à s(t)

9



Entraînement 10.20 — Pêle-mêle.Un étudiant dispose de quatre spectres en amplitude et de quatre signaux. Malheureusement,l’ensemble est mélangé. Pouvez-vous l’aider à associer le bon signal au bon spectre ( a , b ,c ou d ) ?
Spectre a Spectre b

f (en kHz)

Amplitude (en V)

10
0,20

• •

• •
f (en kHz)

Amplitude (en V)

10
0,20

• •

• •

Spectre c Spectre d

f (en kHz)

Amplitude (en V)

0 1
0,20

•

• •
f (en kHz)

Amplitude (en V)

0 1
0,20

•

• •

Signal no 1 Signal no 2

A1
(cos(ω0t) + 12 cos(3ω0t) + 13 cos(5ω0t)) A2

(1 + sin(ω0t) + 12 sin(2ω0t) + 13 sin(3ω0t))
avec A1 = 1 V et f0 = 1 kHz avec A2 = 1 V et f0 = 2 kHz

Signal no 3 Signal no 4

A3(cos((ω0 − ω1)t) + 12 cos((ω0 + ω1)t) A4
(1 + sin(ω0t) + 12 sin(3ω0t) + 13 sin(5ω0t))

+ 13 cos((ω0 + 3ω1)t))
avec A3 = 1 V, f0 = 3 kHz et f1 = 1 kHz avec A4 = 1 V et f0 = 1 kHz

a) Spectre du signal no 1 . . .
b) Spectre du signal no 2 . . .

c) Spectre du signal no 3 . . .
d) Spectre du signal no 4 . . .

10



Réponses mélangées

R + 1jCω u3(t) b a R jLω
R + jLω d R 0

Lω Courbe 3 e f cos(α) b/a 1
Cω

√3 V
1,5 V mS0/2 2 s S0

S0 cos(2πfpt)
+mS02

( cos(2π(fp + f0)t)
+ cos(2π(fp − f0)t))

A sin(φ) cos(ωt) + A cos(φ) sin(ωt) U02 − sin(α) π2 rad
u1(t) u2(t) π/2 0,5Hz π rad · s−1 c

−2 sin(t + 4) cos(t + 4) = − sin(2t + 8) cos2(t)− sin2(t) = cos(2t) 10 kHz
−π/2 c − sin(α) U0√2 √

a2 + b2 d a
a 12 cos(a+ b) + 12 cos(a − b) 2 cos(2t) R

(1− LCω2)1− LCω2 + jRCω
U0√2 En retard 2A sin(ω2 − ω12 t

) sin(ω1 + ω22 t
) 2,5 V 1,5 V

cos(α) −2π3 rad 2A cos(ω1 − ω22 t
) cos(ω1 + ω22 t

) 0 φ < 0
Courbe 1 Courbe 4 Courbe 2 mS0/2 R jLω

R + jLω − RLCω2

11



TD – Os2 Énoncé PCSI2 2024 – 2025

Régime sinusoïdal forcé

Conseils pour ce TD :

• Le cours doit être connu, les applications directes qui y figurent refaites.
• Attention à bien respecter les notations : une grandeur sinusoïdale x(t) = Xm cos(ωt + φ), d’amplitude

Xm peut être représentée par l’intermédiaire de calcul x(t) = Xm.ejωt = Xm.ej(ωt+φ) d’amplitude complexe
Xm = Xm.ejφ . Il ne faut pas confondre ces différentes expressions.
On a par exemple x(t) = ℜ(x(t)) 6= |x(t)| , Xm = |Xm| et φ = arg(Xm).

• On peut utiliser la loi d’Ohm généralisée directement sur les amplitudes complexes U = Z.I ⇐⇒ I = Y .U .
• Revoir si nécessaire les lois d’associations de résistors : chapitre EC1.

Exercice 1 : Résonance en tension

On considère un circuit RLC série alimenté par une tension e(t) = E cos (ωt).
1. Établir l’expression de l’amplitude complexe, Uc , de la tension aux bornes du condensation.
2. On écrit Uc sous la forme :

Uc = E

1 −
(

ω
ω0

)2
+ j ω

Qω0

Exprimer ω0 et Q en fonction de R , L et C .
3. Montrer qu’il y a résonance à une pulsation ωr à condition que Q ≥ 1√2 . Donner l’expression de

ωr en fonction de ω0 et Q.
4. On représente ci-dessous l’allure de |Uc| et de φ = arg(Uc) en fonction de ω

ω0
.

Évaluer la valeur du facteur de qualité Q.

1



PCSI2 2024 – 2025 Énoncé Circuits linéaires en RSF

Exercice 2 : Bulldozer

On considère un bulldozer muni d’une lame inclinée raclant un lit de sable en avançant selon un axe
horizontal à vitesse constante. On note y l’altitude de la lame et on impose à celle-ci un mouvement
sinusoïdal : y(t) = y0 cos (ωt). De plus, une jauge de contrainte mesure la composante verticale de la
force exercée par le tas de sable sur la lame. On peut voir ci-dessous, un schéma de principe, une photo
de l’expérience et un résultat de simulation numérique.

En régime permanent cette force est sinusoïdale est s’exprime sous la forme h(t) = H cos (ωt + φ). On
représente ci-dessous l’allure de H et de φ en fonction de la pulsation ω (pour les expériences et les
simulations).

1. Soit H l’amplitude complexe de la force h. Compte tenu de l’allure des courbes, quelle expression
pour H convient :
(a) H = a + b (jω)
(b) H = a + b

jω + c
−ω2

(c) H = a + b
jω + c (jω)

(d) H = a + b (jω) + c
(
−ω2)

2. De quels signes sont les coefficients a, b et c ?
3. Sachant que la masse de sable, M , poussé par le bulldozer est proportionnelle à ∫

ydt :
M = α

∫ t
0 y(t′)dt′, donner l’expression de h en fonction de y.

2



TD – Os2 Énoncé PCSI2 2024 – 2025

Exercice 3 : Quartz

Le quartz est une forme particulière de cristal de silice. Il présente des propriétés physiques très intéres-
santes : la piézo-électricité. Quand on comprime un morceau de quartz dans une direction particulière,
une tension apparaît aux bornes du cristal (c’est l’effet piézo-électrique).
Réciproquement, quand on applique une tension aux bornes d’un quartz, ce dernier se déforme pro-
portionnellement à la tension appliquée (c’est l’effet piézo-électrique inverse). Ainsi, le quartz est très
intéressant pour l’électronique car on parvient à réaliser des circuits oscillants, à base de résonateur à
quartz, très stables dans le temps.
Afin d’étudier un résonateur à quartz on peut utiliser le circuit ci-dessous :

�
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�

�
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�� �ÿ�� �
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�
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�
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�

�

�

�

�

������ ��

R
����� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Où ue = E cos (ωt). Ce circuit est appelé « convertisseur courant-tension », la tension us est proportion-
nelle à l’intensité du courant circulant à travers le quartz.
Au voisinage de sa fréquence de résonance, le quartz peut-être modélisé par un circuit RLC série doté
d’un facteur de qualité très élevé.

1. Soit un circuit RLC série en régime sinusoïdal forcé. Établir l’expression de l’amplitude complexe
du courant traversant le circuit.

2. Définir la bande passante à −3dB et montrer que sa largeur ∆ω vérifie ∆ω = ω0
Q

3. La figure ci-dessous donne l’allure de l’amplitude de la tension us en fonction de la fréquence
f . Déduire des mesures, les valeurs de la pulsation de résonance du quartz et de son facteur de
qualité.
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PCSI2 2024 – 2025 Énoncé Circuits linéaires en RSF

Exercice 4 : Association RC et RL

1. Dipôles R , C série ou parallèles.
On considère les deux groupements g1 et g2 constitués respectivement
— par un condensateur de capacité C en parallèle avec un résistor de résistance R pour g1
— par un condensateur de capacité C ′ en série avec un résistor de résistance R ′ pour g2.
Ces groupements sont alimentés par un générateur de tension sinusoïdale de pulsation ω.
(a) Déterminer C ′ et R ′ en fonction de R , C et ω pour que les deux groupements soient équivalents,

c’est à dire qu’ils doivent avoir la même impédance quelle que soit la fréquence.
(b) Pour quelle valeur de ω a-t-on RC = R ′C ′ ?

2. Dipôles R , L série ou parallèles.
On considère les deux groupements g′

1 et g′
2 constitués respectivement

— par une bobine d’inductance L en parallèle avec un résistor de résistance R pour g1
— par une bobine d’inductance L′ en série avec un résistor de résistance R ′ pour g2.
Ces groupements sont alimentés par un générateur de tension sinusoïdale de pulsation ω.
(a) Déterminer L′ et R ′ en fonction de R , L et ω pour que les deux groupements soient équivalents.
(b) Pour quelle valeur de ω a-t-on R ′

R = L′

L ?

Exercice 5 : Association RL parallèle.

On place en parallèle une résistance R = 40 Ω et une bobine d’inductance L = 0,16 H.
Entre leurs bornes communes, on applique la tension u du secteur (valeur efficace U = 220 V ; 50 Hz).

1. Calculer les valeurs efficaces IR et IL des courants traversant R et L ainsi que leur phase à l’origine
φR et φL si on prend la phase à l’origine de u comme origine des phases.

2. Calculer, par deux méthodes, l’intensité efficace totale I et son déphasage φ par rapport à la
tension.

Exercice 6 : Circuit RLC parallèle en RSF

1. On considère un circuit parallèle RLC en régime alternatif sinusoïdal. Exprimer l’admittance
complexe Y de ce circuit.

2. Mettre Y sous la “forme réduite” en l’exprimant uniquement en fonction de R , Q (facteur de qualité)
et u (pulsation réduite) avec :

Q = RCω0 = R
Lω0

= R
√

C
L et

u = ω
ω0

= ω
√

LC

3. En déduire l’impédance complexe Z en fonction des mêmes variables réduites. Étudier les varia-
tions du module de Z en fonction de la fréquence. On montrera la présence d’un maximum que
l’on précisera. Trouver les deux valeurs u1 et u2 pour lesquelles |Z | = R√2 .

4. Monter que |u2 −u1| = 1
Q . À la fréquence de résonance, quelle est l’impédance simple équivalente

du circuit ?
5. Que se passe-t-il loin de la fréquence de résonance ?
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Exercice 7 : Résolution d’un circuit en RSF
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On considère le circuit représenté ci contre.
Il est alimenté par un générateur de tension sinusoïdal : e(t) =
E

√2 cos ωt.
1. Déterminer iR (t), l’intensité du courant qui traverse R .
2. En déduire la pulsation pour que le courant dans R soit

indépendant de R .
3. Quelle est alors la puissance moyenne fournie par le générateur de tension ?
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Propagation ondes

Qu’est-ce qu’un signal ?

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’un signalpériodique ?

Propagation ondes

Définir la valeur moyenned’un signal périodique depériode T .

Propagation ondes

Définir la valeur efficace d’unsignal périodique de période
T .

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’un signalsinusoïdal ?

Propagation ondes

Que vaut la valeur moyenned’un signal sinusoïdal ?

Propagation ondes

Que vaut la valeur efficaced’un signal sinusoïdal ?

Propagation ondes

Énoncer le théorème deFourier.

Propagation ondes

Qu’est-ce que le spectre d’unsignal polychromatique ?



Un signal est une grandeurphysique qui transporte uneinformation.
Un signal périodique serépète identiquement àlui-même, la plus petite duréeau bout de laquelle il serépète est sa période.

La valeur moyenne d’unsignal de période T est
⟨s⟩ = 1

T

∫ τ+T

τ
s(t)dt

La valeur efficace d’un signalde période T est
Sef f = √ 1

T

∫ τ+T

τ
s2(t)dt

Un signal sinusoïdal s’écrit
s(t) = A cos (ωt + φ)La valeur moyenne d’unsignal sinusoïdal est nulle.

La valeur efficace d’un signalsinusoïdal est Sef f = A√2 avec
A son amplitude.

Tout signal périodique peuts’écrire comme une somme designaux sinusoïdaux. Si s estde pulsation ω avec
s(t) = C0+ ∞∑

n=1 Cn cos (nωt + φn)

La spectre d’un signalpolychromatique est lareprésentation des coefficients
Cn en fonction de lafréquence dans sadécomposition en série deFourier.



Propagation ondes

Énoncer le théorème deParseval.

Propagation ondes

Tracer le spectre d’une signalpolychromatique en nommantses différentes composantes.

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’une onde ?

Propagation ondes

Donner l’expression d’uneonde progressive qui sepropage selon les xcroissants.

Propagation ondes

Donner l’expression d’uneonde progressive qui sepropage selon les xdécroissants.

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’une ondeprogressive sinusoïdale ?

Propagation ondes

Qu’est-ce que la longueurd’onde ? Quel est le lien avecle vecteur d’onde ?

Propagation ondes

Quel est le lien entre lelongueur d’onde, la fréquenceet la vitesse d’une ondeprogressive ?

Propagation ondes

Citer quelques ordres degrandeurs de fréquences oude longueurs d’onde.



Le carré de la valeur efficaced’un signal périodique estégal à la somme des carrésde sa valeur moyenne, de lavaleur efficace de sonfondamental et de sesharmoniques :
S2

ef f = C 20 + ∞∑
n=1

C 2
n2

f

c n
Valeu

rmoy
enneFond

amen
tal

Harm
oniqu

es

1f 0
3f 0

5f 0
7f 0

Une onde est la propagationd’une perturbation sanstransport de matière.

s(x, t) = f (x − ct)
ou

s(x, t) = g(t − x
c )

s(x, t) = f (x + ct)
ou

s(x, t) = g(t + x
c )

s(x, t) = A cos (ωt − kx + φ)

La longueur d’onde est laplus petite distance au boutde laquelle un signal serépète. Elle est liée auvecteur d’onde par la relation: k = 2π
λ .

λ = c
f

— Radio FM ≃ 100 MHz— wifi ≃ 5 GHz— lumière ≃ 1014 Hz— domaine audible de20 Hz à 20 kHz



Propagation ondes

Qu’est-ce qu’une ondestationnaire ?

Propagation ondes

Retrouver l’expression desmodes propres sur la cordede Melde.

Propagation ondes

Retrouver les fréquences desmodes propres sur la cordede Melde.

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’une surfaced’onde d’une onde progressivesinusoïdale ?

Propagation ondes

Définir la vitesse de phased’une onde progressivesinusoïdale ?

Propagation ondes

Qu’est-ce qu’un milieu nondispersif ?

Propagation ondes

Donner un exemple de milieudispersif.

Propagation ondes

s 1(t)
s 2(t)

∆t
T

Quev
autle

dépha
sage

entre
s 1et

s 2?
t



Une onde stationnaire est uneonde dont la fonction d’ondepeut s’écrire
s(x, t) = F (x)G(t)

Elle possède des nœuds etdes ventres.

Deux ondes progressivessinusoïdales se propagent ensens contraire sur la corde :
A cos (ωt − kx) et

B cos (ωt + kx + φ) Lavibration est nulle en x = 0on en déduit A = −B et
φ = 0 donc :

s(x, t) = 2A sin (ωt) sin (kx)

La vibration en x = L estnulle, on en déduit lacondition :
kL = nπ, n ∈ N

soit f = nc2L .

Une surface d’onde est le lieudes points qui vibrent enphase.
La vitesse de phase est lavitesse des surfaces d’onde :

vφ = ω
k

Un milieu est non dispersif sisa vitesse de phase estconstante.

— l’eau pour la lumière— l’eau pour les vagues— le plasma pour lesondes électromagné-tique
∆φ = −2π∆t

T



TD no 11

S1 – Propagation des ondes

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.
Propagation d’un signal

Une onde progressive se propageant dans le sens des x croissants est un signal s(x, t) quipeut se mettre sous la forme
s(x, t) = f

(
t − x

c

)
,où f est une fonction mathématique quelconque. La grandeur c est la célérité de l’onde, c’est-à-dire sa vitesse de propagation.

Entraînement 11.1 — Éclair et tonnerre.La foudre est une décharge électrique qui se produit pendant les orages et qui entraîne unelumière intense (l’éclair) et un grondement sourd (le tonnerre).La lumière se propage à la vitesse c = 3,00× 108 m · s−1 et le son se propage à la vitesse
cs = 344m · s−1.Vous mesurez à l’aide d’un chronomètre la durée entre le moment où vous voyez l’éclair et lemoment où vous entendez le tonnerre : vous trouvez ∆t = 5, 0± 0,5 s.
a) On considère que la lumière se propage instantanément entre le lieu de l’éclair et votreposition.
Déterminer la distance à laquelle la foudre a frappé . . . . . . . . . . . . . . . .b) En déduire la durée de propagation de la lumière entre l’endroit où la foudre a frappé etvotre position.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) L’hypothèse faite à la première question est-elle justifiée ? . . . . . . .

1



Entraînement 11.2 — Vitesse de propagation.Une vague s(x, t) se propage en direction des côtes. Ci-dessous, on représente l’allure de lasurface de l’eau aux instants t1 = 0min et t2 = 1min.

x (en m)100 200 300 400 500 600 700 800 900 10000
s(x, t1)
s(x, t2)

Déterminer la vitesse de propagation de la vague en km/h. . . . . . . . . . .
Entraînement 11.3 — Onde progressive sinusoïdale.Une onde progressive sinusoïdale a pour expression, en x = 0

s(0, t) = 2 sin(3,9 t + 0,3π),
le temps t étant exprimé en secondes.Elle se propage dans le sens des x croissants à la vitesse c = 30 cm · s−1.
a) Déterminer la période T du signal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Déterminer la longueur d’onde λ du signal. . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Donner l’expression générale de s(x, t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées1,7 km oui 1,6 s 5,7 µs 48 cm
18 km/h 2 sin(3,9t − 13x + 0,3π)

2
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✍ Exercice 1 : Valeur efficace

Gaston habite en Gastonland, un pays où le réseau électrique fonctionne... différemment. Dans ce pays,
la tension électrique des prises est une fonction périodique du temps de période T = 20 ms qui vaut
U0 = 270 V pendant une durée T /4 puis −U0/3 pendant une durée 3T /4.

1. Rappeler la définition de la valeur moyenne d’un signal s(t) périodique de période T , ainsi que
celle de sa valeur efficace.

2. Représenter la courbe de la tension du secteur en Gastonland uG(t) au cours du temps sur 3
périodes.

3. Calculer la valeur moyenne du signal 〈uG(t)〉 en fonction de U0. Avec un voltmètre, quels réglages
faut-il prendre pour mesurer cette grandeur ?

4. Calculer la valeur efficace du signal uG,ef f en fonction de U0. Avec un voltmètre, quels réglages
faut-il prendre pour mesurer cette grandeur ?

5. Lorsque Gaston vient en France, on lui explique que la tension du secteur est sinusoïdale d’ampli-
tude U1, de fréquence f1, de phase à l’origine φ et de valeur moyenne Um. Proposer une expression
mathématique pour cette tension uF (t). Représenter la courbe de la tension uF (t) au cours du
temps en faisant apparaitre les grandeurs pertinentes.

6. Représenter le spectre en amplitude de la tension (fréquence en abscisse).

7. À partir de maintenant, on peut considérer φ = 0 et Um = 0. Déterminer en fonction de U1 la
valeur efficace de uF,ef f la tension du secteur en France.

8. Gaston sait que uF,ef f = 230 V, en déduire la valeur de U1.

9. . À l’aide des résultats précédents, peut-on dire si une lampe à incandescence brillerait plus fort
en Gastonland ou en France ?

✍ Exercice 2 : Ondes progressive sur l’eau

On fait tomber en un point O, considéré comme l’origine d’un axe Ox , de la surface d’une eau tranquille,
une succession régulière de gouttes d’eau à la cadence de 30,0 gouttes par minute. La vitesse uniforme
de propagation des ondes à la surface de l’eau est v = 30,0 cm.s−1 . On négligera l’atténuation de l’onde
lors de sa propagation dans l’eau.

1. (a) Décrire le phénomène.

(b) Quelle est la distance de deux rides circulaires consécutives ?

2. On cherche à étudier le mouvement d’un bouchon de liège M distant de 30,0 cm du point O (O
à l’origine de l’axe ayant pour abscisse x = 0 ). On donne l’expression de l’élongation yO(t) =
a cos(ωt) au point O ; l’amplitude de l’onde valant a = 0,5 cm.

(a) En admettant que le mouvement de M soit sinusoïdal suivant la verticale, donner l’expression
numérique de l’élongation y(x = 30cm,t) de ce point M par rapport à sa position d’équilibre
lorsque l’eau est calme.

(b) Que peut-on dire de l’élongation en O par rapport à celle en M à l’instant t ?

3. Quelle est la plus petite durée entre deux passages par la position la plus haute pour le point
M ?

4. À l’instant où M est en position haute, à quelle distance se trouve le point le plus proche de M
également en position haute ?

5. Quelle est à chaque instant la différence des phases, exprimée en degrés, entre le mouvement
pris par M et celui pris par un autre bouchon de liège M ′ placé à la distance OM ′ = 73 cm du
point O ?
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6. Où se trouvent les points N ayant une phase supérieure de +π/4 à celle du point M ? on
présentera dans un tableau les valeurs numériques des abscisses xN des point N satisfaisants la
condition concernant la phase.

✍ Exercice 3 : Mascaret

Un mascaret est une vague solitaire qui remonte certains fleuves (en
particulier l’estuaire de la Gironde), provoquée par l’interaction entre
l’écoulement du fleuve et la marée montante. On considère ici que la
vague a une célérité de 20 kmůh

−1, que le fleuve est rectiligne d’axe
(Ox) orienté dans le sens de propagation du mascaret, donc inversement
au sens d’écoulement du fleuve. L’origine O est prise à l’embouchure du

fleuve.
On définit l’instant t = 0 tel que l’allure du niveau d’eau du fleuve soit celle du schéma ci-dessous.

1. Faire un schéma du niveau d’eau dans le fleuve au bout d’une minute, en supposant que l’onde
se propage sans déformation.

2. Un surfeur attend la vague 2, km en amont de l’embouchure du fleuve. Quand va-t-il recevoir la
vague ?

3. un détecteur fixe capable d’enregistrer la hauteur de l’eau dans le fleuve au cours du temps est
placé 1,4 km en amont de l’embouchure. Dessiner l’allure des variations de niveau mesurés par le
détecteur au cours du temps.

4. En réalité, il s’avère que la célérité de telles vagues dépend de la profondeur de l’eau : plus l’eau
est profonde et plus la vague est rapide. Représenter sur un schéma comment évolue le profil du
mascaret.

✍ Exercice 4 : Sur une corde

La figure ci-dessous représente l’évolution temporelle d’une déformation le long d’une tige. Cette défor-
mation est mesurée en deux endroits : en x = 10 cm (courbe en trait plein) et x = 12 cm (courbe en
pointillée.). À partir de ces relevés, donner la valeur numériques des quantités suivantes pour l’onde :

— son amplitude
— sa période et sa pulsation
— sa vitesse de propagation
— sa longueur d’onde et son vecteur d’onde.
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✍ Exercice 5 : Instrument à vent

Un instrument de musique à vent (une flûte de pan par exemple) se modélise par une cavité de longueur
L et dont l’une des extrémités est fermée et impose un ventre aux ondes de pressions, tandis que l’autre
extrémité est ouverte et impose un noeud aux ondes de pression. La vitesse du son dans l’air est c =340
m.s−1.

1. Quelle doit être la longueur de la cavité pour produire un La3 à f1 =440 Hz ?

2. Quelle la fréquence du deuxième mode pouvant se propager dans la cavité ?

3. Exprimer, en fonction d’un entier n, la fréquence des modes de cet instrument.

✍ Exercice 6 : Frettes d’une guitare

Les frettes placées le long du manche d’une guitare permettent au musicien de modifier la hauteur du
son produit par la corde. En pressant la corde contre une frette, il diminue sa longueur, provoquant une
augmentation de la fréquence fondamentale de la corde.

1. Retrouver rapidement la fréquence de vibration fondamentale d’une corde de longueur L le long
de laquelle les ondes se propagent à la célérité c.

2. La note monte d’un demi-ton lorsque la fréquence est multipliée par 2
1
12 . Pour cela, comment

doit-on modifier la longueur de la corde ?

3. En plaçant le doigt sur les frettes successives on monte à chaque fois la note d’un demi-ton.
Combien de frettes peut-il y avoir au maximum, sachant que la distance d entre la dernière frette
et le point d’accroche de la corde doit être supérieure à L
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Interférences
battements

E1 et E2 émettent deux ondesplanes sinusoïdalessynchrones, de mêmeamplitude et même phase àl’origine. Exprimer l’onderésultante en R

E1

E2

R
r1

r2

Interférences
battements

Á quelle condition deux ondesinterfèrent-elles de manièreconstructive ?

Interférences
battements

Á quelle condition deux ondesinterfèrent-elles de manièredestructive ?

Interférences
battements
E1 et E2 émettent deux ondesplanes sinusoïdalessynchrones, de mêmeamplitude et même phase àl’origine. Exprimer ledéphasage entre ces deuxondes en M . À quellecondition observe-t-on desinterférences constructives ?
E1

E2

R
r1

r2

Interférences
battements

Soit deux signaux defréquences différentes maisproches s1(t) = s0 cos (ω1t) et
s2(t) = s0 cos (ω2t). Exprimerleur somme sous la formed’un produit de deux cosinus.Quel phénomène apparaît ?

Interférences
battements

Soit deux signaux defréquences différentes maisproches s1(t) = s0 cos (2πf1t)et s2(t) = s0 cos (2πf2t).Exprimer la période desbattements en fonction de f1et f2.

Interférences
battements

Soit deux signaux defréquences différentes maisproches s1(t) = s0 cos (2πf1t)et s2(t) = s0 cos (2πf2t).Tracer l’allure du signal
s1 + s2.

Interférences
battements

Que vaut l’écart de fréquenceentre les deux signaux qui ontété sommé ?

10
5

0s(t)
t(s)

Interférences
battements

A quelle conditionobserve-t-on des interférencesen optique ?



A l’aide des formules detrigonométrie on trouve :
s(t) = 2S0 cos (

k r1 + r22 − ωt
) cos (

k r1 − r22 − 0)

Deux ondes interfèrent defaçon constructive si elles’additionne en phase. Dansce cas leurs amplitudess’ajoutent.
Deux ondes interfèrent defaçon destructive si elles’additionne en opposition dephase. Dans ce cas leursamplitudes se compensent.

∆φ = 2π r2−r1
λ avec λ lalongueur d’onde. Ici, commeles ondes sont émises enphase alors les interférencessont constructives si ladifférence de marche est unmultiple entier de la longueurd’onde.

À l’aide des formules detrigonométrie on trouve que lasomme vaut
2s0 cos (ω1 + ω22 t

) cos (ω1 − ω22 t
)

On peut interpréter ce signalcomme étant un signalsinusoïdal de pulsation
ω1 + ω2 mais dont l’amplitudevarie. C’est le phénomène debattement.

La période des battements est∆T = 1
|f2−f−1|

6
-6

t

s(t)
|A

(t)| ∆T=
1

f 2−
f 1

∆t′
=

2
f 1+f

2

La période d’un battement estde ∆T = 5 s, on en déduitque l’écart de fréquence estde ±0, 2 Hz.
Pour observer desinterférences en optique, ilfaut que les rayons lumineuxproviennent de sourcescohérentes (issus de la mêmesource primaire).



Interférences
battements

Définir le chemin optiqueentre un point (S) et un point(M) dans un milieu homogèned’indice n.

Interférences
battements

Deux ondes lumineusesémises en phase aux point S1et S2 interfèrent en M .Exprimer leur déphasage enfonction de la différence dechemin optique.



Le chemin optique entre unpoint (S) et un point (M)dans un milieu homogèned’indice n est (SM) = nSM

L’onde issu de S1 s’écrit :
s0 cos(ωt − kS1M + φ)

s0 cos (
ωt − 2π

λ S1M + φ1)
s0 cos (

ωt − 2πn
λ0 S1M + φ1)

s0 cos (
ωt − 2π

λ0 (S1M) + φ1)Ainsi le déphasage entre lesdeux ondes vaut∆φ = (S2M)−(S1M)
λ0 où λ0 est lalongueur d’onde dans le vide.



TD no 12

S2 – Interférences et battements

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.
Propagation d’un signal

Entraînement 12.1 — Interférences.a)À quelle condition portant sur leur déphasage, deux ondes progressives sinusoïdales interfèrent
de façon constructive ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b)À quelle condition portant sur la différence de marche δ , deux ondes progressives sinusoïdales
de longueur d’onde λ interfèrent en de façon constructive ? . . . . . . . . . .
c) Même question si les ondes sont émises en opposition de phase. .
Entraînement 12.2 — Signal à l’oscilloscope.On relève sur un oscilloscope le signal suivant :

t (en ms)0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,10−4−3−2−10
12
34

tensio
n(en

V)

Voie A

a) Quelle phénomène observe-t-on ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle est l’écart de fréquence entre les deux signaux mis en jeu ?

1



c) Quelle valent les fréquences des signaux mis en jeu ? . . . . . .
d) Quelle est l’amplitude des deux signaux ? . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées3,33 kHz ∆φ = 2nπ avec n ∈ N δ = nλ avec n ∈ N 1,5 V
Battements 65,0 kHz et 68,3 kHz δ = (n+ 12

)
λ avec n ∈ N

2



✍ Exercice 1 : Connaissez-vous bien votre cours ?

1. Retrouver par le calcul la condition d’interférence constructive entre deux ondes progressives
sinusoïdales synchrones.

2. Retrouver par le calcul la période des battements de la somme de deux signaux sinusoïdaux de
même amplitude et de fréquences proches.

3. Un guitariste accorde la corde de LA de son instrument à l’aide d’un diapason résonant à 440 Hz.
Il frappe son diapason, pince la corde et entend un son qui contient 5 battements par secondes.
Quelle est la fréquence de résonance de la corde ?

✍ Exercice 2 : Mesure d’un déphasage à l’oscilloscope

À l’aide d’un oscilloscope, on acquiert les signaux suivants :

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

0

1

2

v (t) (V)

t (ms)

v1 v2

Mesurez graphiquement

1. L’amplitude, la valeur moyenne, la période et la fréquence de chaque signal. Ces signaux sont-ils
synchrones ?

2. v2 est-il en avance ou en retard par rapport à v1 ? Quel est le décalage temporel ? En déduire la
phase de v2 par rapport à v1.

3. Quelle est la phase à l’origine de chacun de ces deux signaux ?

✍ Exercice 3 : Interférence ultrasonores

b

b

O

E1

E2

x

x M
R

θ

Une expérience d’interférences d’ondes ultra-sonores est réalisée
en plaçant deux émetteurs E1 et E2 cote à cote relié à un même
générateur. La fréquence d’émission est égale à 40 kHz, ce qui
correspond à une longueur d’onde λ = 8,5 mm. A part à la question
3, les sources émettent des ondes en phase.

On note O le point milieu du segment délimité par les émetteurs distants de a = 4 cm, et Ox l’axe situé
sur la médiatrice de ce segment.

On déplace le microphone sur un grand cercle de rayon R = 0,5 m et on relève l’évolution de l’amplitue
mesurée en fonction de l’angle θ que fait la direction

−−→OM avec l’axe x .

1. Distance interfrange

(a) Faire une figure pour un angle θ faible mais non nul. Rajouter sur la figure l’arc de cercle de
centre M passant par E2, on note H sont intersection avec la droite (E1M). Que représente
E1H ?

3



(b) Montrer que les distances E1M et E2M peuvent s’écrire :

E1M = R
√

1 +
a sin θ

R +
a2

4R 2

E2M = R
√

1 − a sin θ
R +

a2

4R 2

(c) On admet la formule suivante : si ε ≪ 1, alors
√

1 + ε ≃ 1 + 1
2ε (On pourra essayer avec

quelques valeurs à la calculatrice). On se place dans le cas où a ≪ R , montrez que E1H ≃
a sin θ puis en déduire le déphasage entre les ondes reçues en M en fonction de θ,a,λ.

(d) Quelles sont, dans l’intervalle [−30°, 30°], les valeurs de θ où on observe un maximum d’am-
plitude résultante ?

2. Minima d’amplitude

(a) Sur l’intervalle d’étude précédent, quelles sont les positions où un minimum d’amplitude est
attendu ?

(b) Si les ondes reçues ont même amplitude, quelle valeur d’amplitude minimale est prévue par
la théorie ?

(c) Quels défauts peuvent expliquer un écart entre prévision et observation ?

3. Inversion de phase

Le dispositif permet d’inverser le signal émis par l’un des émetteurs (ce qui revient à le déphaser
de π).

(a) Quel est l’état d’interférence sur l’axe Ox ?

(b) Quelles sont les positions des nouveaux points de maximum et de minimum d’amplitude ?

(c) Qu’advient-il si l’on inverse également l’autre signal ?

✍ Exercice 4 : Radar Routier

Pour mesurer la vitesse d’un véhicule, un radar émet dans sa direction une onde électromagnétique
sinusoïdale de fréquence ν . Après réflexion sur le véhicule, l’onde revient en présentant un retard τ dont
nous admettrons qu’il ne dépend que du trajet parcouru par l’onde dans l’air.

1. À quelle vitesse (valeur numérique) les ondes électromagnétiques se déplacent elles dans l’air ?

2. Dans le cas où le véhicule est immobile à une distance d du radar, l’onde reçue et l’onde émise
ont-elles même fréquence ? Quel est leur déphasage au niveau de l’émetteur ? Préciser la nature
de l’onde résultante dans l’espace séparant le radar du véhicule cible.

3. Le véhicule se déplace désormais à vitesse constante, notée V , en s’éloignant de l’émetteur. Quelle
est l’évolution du déphasage ? montrer que l’onde réfléchie n’a plus la même fréquence que l’onde
émise.

4. La fréquence d’émission est de l’ordre de ν = 2.1010 Hz, en déduire l’ordre de grandeur de la
différence de fréquence ∆ν pour un véhicule respectant les limitations de vitesse.

5. Quel phénomène apparait sur l’onde résultante entre l’émetteur et le récepteur ?

6. La différence ∆ν étant très faible par rapport à ν , on ne peut pas mesurer directement la fréquence
reçue pour en déduire la vitesse. Combien de chiffres significatifs seraient nécessaire pour mesurer
ν avec une précision suffisante pour verbaliser le conducteur lorsqu’il dépasse de 5 km/h la vitesse
autorisée ?
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7. Pour mesurer ∆ν précisément malgré les variations éventuelles de ν , on se propose de réaliser la
multiplication entre le signal reçu et le signal émis (en supposant qu’ils ont été traités pour avoir
la même amplitude). On applique ensuite un filtre passe bas de fréquence de coupure 104 Hz,
c’est-à-dire un dispositif qui élimine les fréquences au delà de 104 Hz et laisse invariante les
fréquence en deçà de 104 Hz, quel est le signal résultant ? Ce signal est-il sensible au variation
éventuelle de ν ?

✍ Exercice 5 : Fentes d’Young

L’expérience des fentes d’Young est une expérience classique permettant d’observer le phénomène d’in-
terférence lumineuses. Le dispositif comprend un écran opaque percé de deux fentes identiques de très
petites largeur ε = 0,070 mm, parallèles entre elles et distantes de a = 0,40 mm. On envoie un faisceau
laser de longueur d’onde λ = 633 nm sur les fentes et on place un écran d’observation à la distance
D = 1,5 m derrière le dispositif (voir la figure sur laquelle les échelles ne sont pas respectée).

Sur l’écran on observe une figure symétrique autour d’un point O, la lumière se répartissant le long d’un
axe (Ox) perpendiculaire aux fentes. On observe une tache centrale très lumineuse de largeur 2,7 cm
dont l’éclairement est modulé et des taches latérales, deux fois plus étroites et beaucoup plus étroites
et beaucoup moins lumineuses présentant la même modulation de l’éclairement (voir figure). Le but de
l’exercice est d’interpréter ces observations.

1. Exprimer la largeur L de la tache centrale de la figure de diffraction qu’on observerait sur l’écran
s’il n’y avait qu’une seule fente de largeur ε. Montrer que les taches centrales de diffraction sont
pratiquement confondues.

2. On appelle champ d’interférence l’intersection des taches centrales de diffraction. Il est centré
en un point O′ situé à égal distance des fentes et peut être considéré d’après la question pré-
cédente comme le domaine −L

2 ≤ x ≤ L

2 de l’axe (Ox). Montrer que pour un point M du champ
d’interférences et d’abscisse x on a ; MF2 − MF1 ≈ ax

D
. On utilisera le fait que si δ ≪ 1 alors√

1 + δ ≈ 1 + 1
2δ .

3. Exprimer alors le déphasage entre les deux ondes arrivant en M en fonction de λ, a, D et x . Les
deux ondes ont la même phase initiale à leur départ de F1 et F2.

4. À quelle condition sur x , les ondes interfèrent-elles de manière constructive ? On définit l’inter-
frange i comme la distance séparant deux franges d’interférence, c’est-à-dire deux points d’éclai-
rement maximal. Donner l’expression de i. Combien peut-on observer de franges d’interférence
dans le champ d’interférence ?

5. Trouver les coordonnées des points en lesquels il y a interférence destructive.
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✍ Exercice 6 : Comment accorder une guitare ?

On se propose d’illustrer un moyen commode pour accorder les cordes entre elles en prenant l’exemple
de l’accordage de la corde ré2 , à partir de la corde la1. Le guitariste s’arrange pour jouer la « même »note
sur ces deux cordes (il place ses doigts et pince les cordes comme il faut, les explications ne sont pas
nécessaires ici). Ensuite, il règle la tension de la corde ré2 de manière à ce que les deux cordes pro-
duisent la même note.

Les figures suivantes représentent la tension délivrée par un microphone (en V) en fonction du temps (un
carreau correspond à 100 ms) ainsi que le spectre du signal lors d’un essai d’accordage des cordes la1

et ré2 par la méthode précédente.

1. Comment s’appelle le phénomène observé ? De quelle façon se manifeste-t-il dans le son entendu
par l’oreille ?

2. Montrer que les deux graphiques expérimentaux sont compatibles de manière quantitative.

3. Comment doit-on alors procéder pour accorder les cordes entre elles ?
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Filtrage

Qu’est-ce qu’un quadripôle ?

Filtrage

Qu’est-ce qu’un filtreélectrique linéaire ?

Filtrage

Définir la fonction de transfertd’un filtre.

Filtrage

Soit un filtre linéaire, defonction de transfert H , dontla tension d’entrée est
ue(t) = Ue cos (ωt + φe).Exprimer la tension de sortie,

us(t), de ce filtre.

Filtrage

Définir le gain et le gain endécibel d’un filtre.

Filtrage

Qu’est-ce qu’un diagramme deBode ?

Filtrage

Définir l’impédance l’entrée etl’impédance de sortie d’unfiltre.

Filtrage

Définir la bande passanted’un filtre.

Filtrage

Exprimer la fonction detransfert du filtre :
R

is = 0
Cue us



Un quadripôle est undispositif électrique délimitépar quatre pôles : deuxbornes d’entrée et deux desortie.
Source

ie

ue

Entrée
Quadripôle

is

us

Sortie
Charge

Un filtre électrique linéaireest un quadripôle constituéde composants linéaires etqui laisse passersélectivement les signaux quise trouvent dans une certaineplage de fréquence (la bandepassante).
La fonction de transfert est lerapport H = Us

Ue

us(t) = Us cos (ωt + φs) avec
Us = |H(jω)| Ue

et
φs = φe + arg (H(jω))

.

G(ω) = |H(jω)|
GdB = 20 log (G)

Gain :
0 log ω

GdB(ω)
phase :

0 log ω

φ(ω) = arg(H(jω))
Z e

i e

u e
H

U
eZ s

i s

u s

ue = Z eie
us = Hue + Z sis

La bande passante estl’intervalle de pulsations (oude fréquences) tel que
G ≥ Gmax√2

On applique le diviseur detension
H = Z C

Z C + Z R

H = 11 + jRCω



Filtrage

Soit un filtre de fonction detransfert H = 11+jRCω . Tracerson diagramme de Bode.

Filtrage

Quelles précautions doit-onprendre lors de la mise encascade de filtres ?

Filtrage

Soit un filtre de fonction detransfert H = 11+jRCω . Montrerqu’il se comportement commeun intégrateur à hautesfréquences.

Filtrage

Soit un filtre de fonction detransfert H = jRCω1+jRCω . Montrerqu’il se comportement commeun dérivateur à bassesfréquences.

Filtrage

Soit un signalpolychromatique
ue(t) = C0+ ∞∑

n=1 Cn cos (nωt + φn)
envoyé à l’entrée d’un filtrelinéaire de fonction detransfert H(jω), donnerl’expression du signal desortie.

Filtrage
Donner l’allure du signal desortie d’un filtre de fonctionde transfert H = 11+j f

f0 avec
f0 = 100 Hz.

0.5
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1.5
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2.5
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Filtrage
Donner l’allure du signal desortie d’un filtre de fonctionde transfert H = j f

f01+j f
f0 avec

f0 = 100 Hz.
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GdB = −10 log (1 + x2), enbasses fréquences GdB ≃= 0en hautes fréquences
GdB ≃ −20 log (x).

φ = − arctan (x) on en déduit:
ω = 10ω0

−20 dB
1

Asymptote de pente −20 dB par décade

GdB log(x)

ω0/10
−π4

−π2

φ log(x)

Lors de la mise en cascadede deux filtres de fonctions detransfert (H1 et H2), le filtreen aval prélève un courantsur celui en amont. La tensionde sortie de ce dernier estalors H1ue + Z s,1is. Ledeuxième terme de la sommedoit être le plus faiblepossible. Il faut donc desfiltres avec une faibleimpédance de sortie (voirenulle) et une grandeimpédance d’entrée (voireinfinie).

En hautes fréquences(ω ≫ 1
RC )

H ≃ 1
RCωdonc us = 1

RC
ue
jω .Ainsi pour le signal réel

us(t) = 1
RC

∫
ue(t)dt

En basses fréquences(ω ≪ 1
RC )

H ≃ RCω

donc us = RC (jω)ue.Ainsi pour le signal réel
us(t) = RC duedt

us = C0H(0)+ ∞∑
n=1 Sn cos (nωt + Ψn)
avec

Sn = Cn |H| (nω)
Ψn = φn + arg (H(jnω))0.5

1
1.5

2
2.5

3
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4
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TD no 13

Ec3 – Étude des filtres

Conseils pour ce TD• Les mêmes que EC2 et Os2.• Même si cela n’est pas demandé, il est souvent utile de pré-voir le type de filtre auquel vous avez affaire en déterminantle comportement asymptotique en remplaçant les bobines etcondensateurs par leurs équivalents en basses fréquences ethautes fréquences.
• Pour établir l’expression de la fonction de transfert H = Us

Ue
,la formule des ponts diviseurs de tension est souvent utilisée.• Vérifier la cohérence entre le comportement asymptotique etl’expression calculée de H .• Se ramener à une forme canonique et introduire une pulsationréduite si possible de façon à se ramener systématiquementà une des formes étudiées en détails en classe.

Fonctions de transfert

Entraînement 13.1 — Filtre passe-bande.Nous disposons du filtre ci-contre, constitué de deux dipôlesdont les impédances complexes sont :
Z 1 = R+ 1jCω et Z 2 = R1 + jRCω avec C = 47 nF et R = 1 kΩ.

Z 1
Z 2 usue

Nous souhaitons écrire la fonction de transfert du filtre H(jω) = us
ue

sous sa forme canonique :
H(jx) = H01 + jQ(x − 1

x
) avec x = ω

ω0 .

a) À l’aide d’un pont diviseur de tension,exprimer H(jω) . . . . . . . . .
b) Identifier H0 . . . . . . . .

c) Identifier Q . . . . . . . . .
d) Identifier et calculer ω0

Entraînement 13.2 — Filtre du second ordre.
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Nous disposons d’un filtre passe-bas de fonc-tion de transfert :
H(jx) = us

ue
= H01 + jx

Q − x2
avec x = ω

ω0 . On a C = 10 µF et R = 220Ω.

•
M

C

R i Ri1

C
i2

usuue

Un étudiant obtient les trois égalités suivantes :
Ri = ue − u, Ri1 = u − us et Ri2 = jRCωu.

a) À l’aide de la loi des noeuds, exprimer i en fonction de i1 et i2. . . . . . . . .b) Utiliser la réponse précédente et les trois égalités fournies pour exprimer ue en fonctionde u et us.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
L’étudiant montre grâce à un pont diviseur de tension que u = (1 + jRCω)us.
c) En déduire la fonction de transfert simplifiée H(jω). . .
En comparant la réponse précédente à la forme canonique de H(jω) donnée, identifier
d) H0 . . . . . . . . e) ω0 . . . . . . . . . f ) Q . . . . . . . . .
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De la fonction de transfert au diagramme de Bode

Entraînement 13.3 — Calcul de gain en décibel.On considère les fonctions de transfert suivantes : H1 = 3,0 et H2 = j ωω0 et H3 = 1 + j ωω1 .Le gain en décibel GdB d’un filtre se détermine à partir de la relation :
GdB = 20 log ( |H| ).

Déterminer le gain en décibel associé aux différentes fonctions de transfert ou combinaisonsde fonctions de transfert ci-dessous.a) H1 . . . . . . . .
b) H2 . . . . . . . .
c) H3 . . . . . . . .

d) H1 −H2 . .
e) H2

H3 . . . . . . .
f ) H2 ×H3 . .

Entraînement 13.4 — Calcul de phase.On reprend les mêmes fonctions de transfert que précédemment : H1 = 3,0 et H2 = j ωω0 et
H3 = 1 + j ωω1 .Le déphase φ introduit par un filtre entre les signaux d’entrée et de sortie se détermine à partirde la relation :

φ = arg(H) = arctan( Im(H)Re(H)
)
.

À condiction que Re(H) > 0. Déterminer le déphasage associé aux différentes fonctions detransfert ou combinaisons de fonctions de transfert ci-dessous.
a) H1 . . . . . . . .
b) H2 . . . . . . . .
c) H3 . . . . . . . .

d) H1 −H2 . .
e) H2

H3 . . . . . . .
f ) H2 ×H3 . .

Entraînement 13.5 — Diagramme de Bode en phase.

On utilise un filtre passe-haut de fonction de transfert H(jx) = jx1 + jx avec x = ω
ω0 .

Déterminer la valeur du déphasage φ(x) = arg (H(jx)) du filtre pour des signaux tels que :
a) ω = ω0 (la pulsation propre du filtre) . . . . . . . . . . . . . . . .
b) ω ≫ ω0 (en hautes fréquences) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) ω ≪ ω0 (en basses fréquences) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 13.6 — Calcul de gain.Pour les fonctions de transfert suivantes, évaluer le gain G(x) = ∣∣H(jx)∣∣ pour x = 1.
a) H(jx) = 1− jx1 + jx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) H(jx) = − jx1 + jx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) H(jx) = 11 + 2jmx + (jx)2 avec m = 2 . . . . .
Entraînement 13.7 — Tracé sur papier semi-logarithmique.Un élève souhaite étudier le comportement d’un filtre passe-haut en basses fréquences. Pourcela, il relève les amplitudes des tensions d’entrée et de sortie pour différentes fréquences bieninférieures à la fréquence de coupure du filtre.

Fréquence (en Hz) 200 700 2 000
Amplitude du signal d’entrée (Uentrée en V) 1 1 1
Amplitude du signal de sortie (Usortie en V) 0,04 0,14 0,40

101 102 103 104−40
−30
−20
−10

0 f

GdB

1
Le gain en décibel est donnée par la relation GdB = 20 log(Usortie

Uentrée
).

Calculer le gain en décibel pour chacune des fréquences et placer le point correspondant surle graphe ci-dessus.
a) Point A : f = 200 Hz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Point B : f = 700 Hz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Point C : f = 2 000Hz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Déterminer la pente de la droite passant les points A, B et C. . . . . . . . . . . .
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Entraînement 13.8 — Bande passante et facteur de qualité d’un filtre.On dispose d’un filtre passe-bande de fréquence propre f0 = 15 kHz, dont les deux fréquencesde coupure à −3 dB sont fc1 et fc2 (avec fc1 < fc2), et dont la fréquence de résonance est fr.Le diagramme de Bode en gain du filtre en fonction de x = f /f0 et un agrandissement sontfournis.
10−1 100 101 102

−40
−30
−20
−10

0 x = ω
ω0

GdB

100 101

−8
−6
−4
−2

0 x = ω
ω0

GdB

À partir des graphiques donnés ci-dessus, déterminer les différentes grandeurs caractéristiquesdu filtre.
a) fr . . . . . . . . . . b) fc1 . . . . . . . . . c) fc2 . . . . . . . . .
Réponse d’un filtre à un signal périodique

Entraînement 13.9 — Expérience de TP.En TP, une élève doit étudier un filtre inconnu. Pour cela elleimpose en entrée une tension sinusoïdale de la forme suivante :
ue(t) = U0 cos(ωt).

Elle observe alors à l’oscilloscope les tensions d’entrée ue et desortie us.Nous noterons la tension de sortie sous la forme :
us(t) = U ′0 cos(ωt + φ). Base de temps : 50µs/divisionCalibre vertical : 2 V/division

ueus

a) À quelle fréquence f travaille cette élève ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Évaluer l’amplitude U0 de la tension d’entrée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Évaluer l’amplitude U ′0 de la tension de sortie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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d) En déduire le gain G du filtre. e) Évaluer φ. . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées

−π/3 1/3 −8,0 dB 11 + 3jRCω − (RCω)2 10 log(1 + ( ω
ω1
)2)

π/4 3 V u(2 + jRCω)− us 0 19,2 kHz π/2 1/√2131 + 13jRCω + jRCω3 1/3 1
RC +20 dB/décade 1/4 π2

arctan( ω
ω1
) 1/3 i1 + i2 6 V 0 π2 − arctan( ω

ω1
)

10 log(9 + ( ω
ω0
)2)

− arctan( ω3ω0
) 15,0 kHz 0,5

20 log( ω
ω0
)+ 10 log(1 + ( ω

ω1
)2) 20 log( ω

ω0
)
− 10 log(1 + ( ω

ω1
)2)

π2 + arctan( ω
ω1
) 1 1 9,5 dB 3,3 kHz 20 log( ω

ω0
)

11,7 kHz −17,1 dB −28,0 dB 2,1× 104 rad/s
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✍ Exercice 1 : Filtrage d’une tension triangulaire

Une tension rectangulaire peut se décomposer de la façon suivante :

u(t) = 1,5 + 2,55. sin(314.t) + 0,85. sin(942.t) + 0,51. sin(1570.t) + 0,36. sin(2198.t) + ....
1. Tracer le spectre de ce signal.

2. Préciser le nom de chacune des composantes.

3. Ce signal traverse un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure fc=200Hz. Donner l’expres-
sion du signal de sortie si le gain maximum du filtre est de 2.

✍ Exercice 2 : TNT vs 4G

La transmission de la TNT se fait via des ondes électromagnétiques contenues dans ce que l’on appelle
la bande UHF (Ultra Haute Fréquence). Cette bande est la bande de fréquences contenue entre 300 Mhz
et 3000 Mhz. Les chaines TV sont émises sur plusieurs canaux (ou bande de fréquences) numérotés de 21
à 69. La figure 1 précise la fréquence de chaque canal (en fait pour chaque canal il y deux fréquences :
une pour le son et une pour l’image).

Figure 1 – Liste des canaux UHF. Ces fréquences peuvent varier de + 0.498 Mhz selon les besoins des
diffuseurs (notamment afin d’éviter les brouillages).

Depuis Décembre 2011, les canaux de 61 à 69 ne sont plus alloués
à la télévision mais à la téléphonie, plus précisément au réseau 4G.
Dès lors, plusieurs utilisateurs se sont plaints de ne plus recevoir cor-
rectement la TNT. En effet, les filtres des décodeurs TNT ne sont pas
suffisamment sélectifs et laissent passer les signaux présents sur les
canaux au-delà du 61ieme. Pour palier à ce problème, il est recomman-
der d’installer un filtre rejecteur de 4G entre l’antenne réceptrice et le
décodeur TNT.

1. De quel type est le filtre rejecteur de 4G ?

2. On souhaite atténuer d’un facteur 10 l’amplitude du signal présent sur le canal 61, sans atténuer
celui présent sur le canal 60. Tracer l’allure du diagramme de Bode en amplitude de ce filtre.

3. Quel doit être l’ordre minimal du filtre ? Commentez.
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✍ Exercice 3 : Filtre électrique du premier ordre
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R
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ÿ������������� �

û

�

�

�

�

ue

Soit le circuit représenté ci-dessous et pour lequel ue est une tension sinusoï-
dale de pulsation ω et us la tension de sortie. La résistance est R = 1,0 kΩ.

1. Déterminer, sans calcul, la nature du filtre.

2. Déterminer l’expression de sa fonction de transfert H(jω).

3. Rappeler la définition de la pulsation de coupure d’un filtre.

4. Établir l’expression de la pulsation de coupure du filtre étudié.

5. Quatre binômes de TP ont tracé le diagramme de Bode du circuit mais Jeanne et My Kim ont
inversé la résistance et la bobine, Joris et Antone se sont trompés d’une décade en choisissant
R = 0,10 kΩ, Joseph et Xavier ont oublié la résistance en parallèle de la bobine. Seuls Adam et
Mansour ont fait les choses correctement. Associer à chaque courbe le binôme de TP. La réponse
devra être proprement justifiée.

6. Déterminer la valeur de l’inductance de la bobine à l’aide du diagramme de Bode en amplitude.

7. On impose en entrée la tension ue(t) = E cos
(
ωct + π

4

)
Déterminer complètement la tension de

sortie (amplitude et phase à l’origine).

8. On impose en entrée la tension ue(t) = E1 cos
(
ω1t + π

4

)
+ E2 cos

(
ω2t + π

4

)
avec ω1 = ωc

10 et
ω2 = 10ωc . Déterminer complètement la tension de sortie. On pourra se permettre certaines
approximations.

9. On note ωc = 1.103 rad.s−1. On impose en entrée une tension triangulaire de pulsation ω ≪ ωc .
Quelle opération réalise le filtre à cette pulsation ? Quelle sera alors l’allure du signale de sortie ?

✍ Exercice 4 : Filtre de Wien

1. Quelle est la nature du filtre de WIEN représenté ci-contre ?
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2. Établir sa fonction de transfert H(jω) et la mettre sous la
forme

H(jω) =
K

1 + jQ(x − 1
x )

avec x = ω
ω0

où K , ω0 et Q sont des constantes positives
que l’on explicitera et dont on donnera la signification physique.

3. Calculer la valeur maximale du gain en dB de ce filtre et la phase correspondante.

4. Tracer l’allure du diagramme de Bode du filtre de Wien.

5. Interpréter les zones rectilignes du diagramme en amplitude.

6. Quelle est la bande passante ∆ω du filtre de Wien ?

7. Exprimer le signal de sortie du filtre si le signal d’entrée est ue(t) = E0 + E0 cos (10ωt) + E0 cos (100ωt)
avec E0 = 10 V et ω = ω0

10 .

✍ Exercice 5 : Dimensionnement d’un moyenneur

Le signal ci-dessous est délivré par un capteur. La grandeur que vous cherchez à mesurer est directement
la valeur moyenne du signal.

1. Où se trouve la valeur moyenne d’un signal dans son spectre ?

2. En déduire duquel de ces filtres vous avez besoin.

3. Quelle est sa bande passante ∆′f à −n dB ?

4. Exprimer la fonction de transfert de ce filtre et la mettre sous la forme

H =
1

1 −
(

ω
ω0

)2
+ j ω

Qω0

avec ω0 = 1√
LC Donner l’expression du facteur de qualité Q en fonction de R , L et C .

5. Tracer le diagramme de Bode en amplitude pour diverses valeurs de Q.

6. Cherchez-vous à produire un phénomène de résonance, ou bien à l’éviter ? En déduire parmi les
jeux proposés ci-dessous le plus adapté pour adapté pour moyenner le signal observé.

composant Jeu 1 Jeu 2 Jeu 3
R (Ω) 10 100 1
L (H) 1 10−2 10−2

C (F) 10−4 10−2 10−6
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ALI

Quels sont lescaractéristiques d’un ALIidéal ?

ALI

Comment savoir si un ALIfonctionne en régimelinéaire ?

ALI

Établir la relation entre us et
ue ? Que vaut l’impédanced’entrée de ce circuit ? Quevaut son impédance desortie ?

−
R1 +

ue

R2

vs

▷ ∞

us

ALI

Établir la relation entre us et
ue ? Que vaut l’impédanced’entrée de ce circuit ? Quevaut son impédance desortie ?

−
R1

ue

+

R2

vs

▷ ∞

us

ALI

Établir la relation entre us et
ue ? Que vaut l’impédanced’entrée de ce circuit ? Quevaut son impédance desortie ?

−
R

ue

+

C

vs

▷ ∞

us

ALI

Établir la relation entre us et
ue ? Que vaut l’impédanced’entrée de ce circuit ? Quevaut son impédance desortie ?

−

C
ue

+

R

vs

▷ ∞

us

ALI

Établir la relation entre us et
ue ? Quel est l’intérêt de cemontage ?

−

+
ue

vs

▷ ∞

us



vs
+v+
−v−

i+

i−

▷ ∞

• i+ = 0 et i− = 0.• La tension de sortie estindépendante du courant desortie.• En régime saturé
vs = ±Vsat.• En régime linéaire v+ = v−.

• S’il n’y a pas de rétro-action négative alors lerégime est saturé.• Sinon, s’il y a bien unerétroaction négative,alors on suppose que lerégime est linéaire.— Si les cal-culs mènent à
|vs| < Vsat alorsle régime est bienlinéaire.— Sinon, l’hypothèseest fausse et lerégime est saturé.

us = (1 + R2
R1

)
ue

Z e = ∞

Z s = 0

us = −
(

R2
R1

)
ue

Z e = R1
Z s = 0

us = − 1
RC

∫
uedt

Z e = R

Z s = 0
us = −RC duedt

Z e = 1
jCω

Z s = 0

us = ue

Son impédance d’entrée estinfinie et son impédance desortie est nulle. Ce montagepermet d’isoler la source dela charge.



TD no 14

Ec4 – Amplificateurs linéaires intégrés

Conseils pour ce TD• Les mêmes que EC3.• La première chose à faire est de vérifier si l’amplificateuropérationnel est idéal, on a alors I+ = I− = 0 (à placertout de suite sur la figure) et fonctionne en régime linéaire(l’existence d’une rétroaction négative est nécessaire), on aalors ε = v+ − v− = 0 (à placer également sur la figure).• Quand on cherche la relation qui lie des tensions, l’utilisationde la loi des nœuds en terme de potentiels aux entrées del’amplificateur opérationnel est quasiment systématique. Nepas l’utiliser à la sortie de l’amplificateur opérationnel car lecourant de sortie is est inconnu.• Il arrive parfois (souvent) qu’un montage complexe soit décom-posable en montages connus.
Les fondamentaux

Entraînement 14.1 — Régime linéaire ?Parmi les circuits suivants, lesquels peuvent fonctionner en régime linéaire ?

a
−

+

▷∞

ve vs

b

−

+

▷∞

R2R1
ve vs

c
+

−

▷∞

ve vs

d

+

−

▷∞

R2R1
ve vs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 14.2 — Modèle de l’ALI idéal de gain infini.

1



−

+

▷∞

i+
i−

is

Pour chaque affirmation, répondre par vrai ou faux.a) L’impédance d’entrée de l’ALI idéal est infinie . . . . . . . .
b) Les courants d’entrée i+ et i− de l’ALI idéal sont nuls
c) Le courant de sortie is de l’ALI est toujours nul . . . . . .d) Les potentiels V + et V − des entrées sont nuls en régime linéaire.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.3On considère le montage suivant :

−

+

▷∞
AR1

R2

ve vs

a) L’ALI peut-il fonctionner en régime linéaire ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) Dans le cas du régime linéaire, quelle est la relation entre les potentiels V + et V − desentrées inverseuse et non inverseuse ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Donner, en régime linéaire, le potentiel VA du point A . . . . . . . . . . .
Entraînement 14.4 — Détermination de potentiels électriques.
Tous les ALI de cet exercice sont supposés fonctionner en régime linéaire.Donner, pour chaque montage, le potentiel VA du point A en fonction de ve ou de vs. Le potentielpeut également être nul.

a)
−

+

▷∞

R

AR

R

v1
v2 vs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b)

+

−

▷∞
C

A

Rve vs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c)
−

+

▷∞
A

C

R

ve vs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3



d)

+

−

▷∞

A
R2R1

ve vs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e)

−

+

▷∞

R1R2

C1

A

C2ve vs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 14.5 — Vrai ou faux ?On considère le montage ci-dessous dans lequel l’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

−

+

▷∞
i−

R1
U1

i1
R3U3
i3
R4U4
i4 i+

is

R2
U2

i2

ve

vs

Pour chaque affirmation, répondre par vrai ou faux.a) Toutes les résistances sont orientées en convention récepteur . . . . . . . . . . . .
b) La loi des nœuds assure i1 = i2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) La loi des nœuds assure i3 = i4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Les tensions U1 et U3 sont égales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Les tensions U2 et U4 sont égales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Circuits usuels

4



Entraînement 14.6 — Autour de l’amplificateur inverseur.On considère le montage amplificateur inverseur ci-dessous.L’ALI est idéal et on suppose qu’il fonctionne en régime linéaire.

−

+

▷∞

R1
U1

i1

R2
U2

i2

ve vs

a) Quelle est la relation entre i1 et i2 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer U1 en fonction de ve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer U2 en fonction de vs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Exprimer l’intensité i1 en fonction de ve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Exprimer l’intensité i2 en fonction de vs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ) Déterminer l’amplification G = vs

ve
de ce montage . . . . . . . . . . . . . . .

g) Parmi les couples de résistances suivants, lequel permet d’obtenir l’amplification la plusimportante ?
a le couple (R1 = 3,3 kΩ, R2 = 8,2 kΩ)b le couple (R1 = 1 kΩ, R2 = 3,3 kΩ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.7 — Amplificateur inverseur.Un montage amplificateur inverseur produit un gain
G = −R2

R1avec R1 = 1,2 kΩ et R2 = 200Ω.Les courbes ci-dessous représentent des allures temporelles de ve (en pointillés) et vs (en traitplein) en fonction du temps.Le calibre est de 1 V/division pour ve et 0,5 V/division pour vs.

a

t

ve vs

b

t

ve vs

c

t

ve vs

d

t

ve vs

Quelles sont les courbes pouvant correspondre au montage amplificateur inverseur étudié ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.8 — Un petit intermède.On considère une résistance R et une capacité C .
Quelle est la dimension de la grandeur RC ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 14.9 — Montage intégrateur inverseur.On considère le montage ci-dessous.L’ALI est idéal.

−

+

▷∞

R

UR

iR

C

UC

iC

ve vs

a) En régime stationnaire, l’ALI peut-il fonctionner en régime linéaire ?
Dans toutes les questions suivantes, on suppose que l’ALI fonctionne en régime linéaire et on
se place en régime sinusoïdal.

b) Exprimer la tension UR en fonction de ve et/ou vS . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer la tension UC en fonction de ve et/ou vS . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Donner la relation entre iR et iC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Quelle est la relation entre les grandeurs complexes iC et UC ? . . . . .
f ) Donner la fonction de transfert H du montage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g) Donner la relation entre ve(t) et vs(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.10Un montage intégrateur inverseur a pour fonction de transfert
H = − 1jRCωavec R = 11 kΩ et C = 4,7 nF.Les courbes suivantes représentent des allures temporelles de ve (en pointillés) et vs (en traitplein) en fonction du temps. Les réglages de l’oscilloscope sont les suivants :

• calibre vertical : 1 V/division pour les deux voies,
• calibre horizontal : 250 µs/division.

a

t

ve vs

b
t

ve vs
c

t

ve vs

d
t

ve vs

a) Quel est le gain du montage intégrateur inverseur ? . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Quel est le déphasage de la tension de sortie vs par rapport à ve ? . . .
c) Pour ve = E cos(ωt), donner l’expression de vs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Quelle est la fréquence de fonctionnement ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Quelle est la valeur numérique du gain à cette fréquence ? . . . . . . . . . . .f ) Quelle courbe est compatible avec les valeurs numériques données ci-dessus ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.11 — Montage intégrateur inverseur.Un montage intégrateur inverseur a pour fonction de transfert
H = − 1jRCωavec R = 15 kΩ et C = 25 nF.Les courbes suivantes représentent des allures temporelles de ve (en pointillés) et vs (en traitplein) en fonction du temps.Les réglages de l’oscilloscope sont les suivants :

• calibre vertical : 1 V/division pour les deux voies,
• calibre horizontal : 250 µs/division.

a
t

ve vs

b
t

ve vs

c

t

ve vs

d

t

ve vs

a) Donner l’équation différentielle reliant vs et ve . . . . . . . . . .b) Pour une tension constante ve = E , donner l’expression temporelle de vs.
On ne se préoccupera pas de déterminer les éventuelles constantes d’intégration.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) Quelle est la courbe compatible avec les valeurs numériques ci-dessus ?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 14.12 — Un petit intermède.On considère deux montages dont les gains valent respectivement
G1 = 1 + R2

R1 et G2 = R1R2
R12 + R22 ,

où R1 et R2 sont des résistances.
a) On suppose que R1

R2 = α . Exprimer 1
G2 en fonction de α . . . . . . . . . . . .

b) On suppose encore que R1
R2 = α . Exprimer G2 en fonction de α . . . . .

c) À quelle condition a-t-on G1 = 1
G2 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d) Pour quelle valeur de α > 0 la quantité α + 1
α est minimale ?

On pourra introduire une fonction et la dériver. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 14.13 — Montage non inverseur.On considère le montage ci-dessous.L’ALI est idéal et on suppose qu’il fonctionne en régime linéaire.

+

−

▷∞

R2
U2

i2
i1

R1U1
ve vs

a) Quelle est la relation entre les intensités i1 et i2 ? . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Exprimer la tension U1 en fonction de vs, R1 et R2 . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer U1 en fonction de ve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Exprimer le gain G du montage non inverseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Donner la valeur de G pour R1 = 2,2 kΩ et R2 = 33 kΩ . . . . . . . . . . . .

10



Entraînement 14.14 — Montage amplificateur non inverseur.Un montage amplificateur non inverseur possède un gain
G = 1 + R2

R1avec R1 = 1,5 kΩ et R2 = 7,5 kΩ.Les courbes suivantes représentent des allures temporelles de ve (en pointillés) et vs (en traitplein) en fonction du temps.Le calibre utilisé pour ve est de 1 V/division alors que le calibre pour vs est de 2 V/division.

a

t

ve vs

b

t

ve vs

c

t

ve vs

d

t

ve vs

Quelles sont les courbes qui peuvent correspondre au montage non inverseur ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Impédances d’entrée

Entraînement 14.15 — Montage suiveur.On considère le montage suiveur représenté ci-contre.Le suiveur est alimenté par une source idéale detension ve de fréquence variable, la charge est unerésistance Rc .L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.

+

−

▷∞
is

ve
ie

Rc vs

a) Quelle est la relation entre ve et vs ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Quelle est l’impédance d’entrée d’un ALI idéal ? . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Exprimer l’intensité ie traversant la source de tension. . . . . . . . . . . .
d) Quelle est l’impédance d’entrée du montage suiveur ? . . . . . . . . . . . .

Entraînement 14.16 — Circuits inverseurs.

On considère le montage représenté ci-contre.Les impédances Z1 et Z2 sont quelconques et la ten-sion d’entrée ve est sinusoïdale de pulsation ω.L’ALI est idéal et fonctionne en régime linéaire.
−

+

▷∞
AZ1

i1
Z2 i2

is
ve vs

a) Exprimer l’intensité i1 en fonction de ve et de Z1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Donner l’impédance d’entrée du circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
La tension d’entrée est constante égale à 10 V.
c) Donner l’impédance d’entrée si Z1 est un condensateur. . . . . . . . . . . . . . . .
d) Donner l’impédance d’entrée si Z1 est une bobine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
La tension d’entrée est maintenant sinusoïdale de pulsation ω = 6,0 · 103 rad · s−1.e) Pour quel dipôle Z1 l’impédance d’entrée a-t-elle le plus grand module :un condensateur C = 10 nF ou une résistance R = 15 kΩ ? . . . . . . . . . . . . . . .
12



Réponses mélangées

i2 = − vsR2 iC = −jCωUC − E
RC t + K ve c 1 kHz b

∞ α = 1 Vrai i1 = i2 a d Vrai b Z1 Faux
π2 − E

RCω sin(ωt) 0 V − 1jRCω Vrai RC dvsdt = −ve(t)
iR = iC vs = ve i1 = i2 ∞ d ve C = 10 nF Faux

Vrai c’est un temps α1 + α2 16 vs Non U2 = −vs
ve
Z1 ve 0 V vs RC dvsdt = −ve 1

RCω Oui ∞ 0
0 A V + = V − R1 = R2 Faux b 0 V α + 1

α i1 = ve
R1

U1 = ve Faux G = −R2
R1 3,1 Faux R1

R1 + R2 vs 1 + R2
R1 vs

13



✍ Exercice 1 : Circuit soustracteur
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On considère le circuit ci-dessous dans lequel
l’AO. est idéal et fonctionne en régime linéaire.

1. Déterminer l’expression de us en fonction de u1,
u2 et des résistances R1, R2, R ′

1 et R ′
2.

2. Comment faut-il choisir les résistances pour que
us = u1 − u2, justifiant ainsi le nom de circuit
soustracteur ?

✍ Exercice 2 : Amplificateur de courant.
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On considère le circuit ci-dessous dans lequel l’AO.
est idéal et fonctionne en régime linéaire.

Déterminer, en fonction des résistances, le gain en
courant Gi = is

ie
.

✍ Exercice 3 : Filtre actif
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Soit le filtre représenté ci-dessous et pour lequel
R = 100 Ω, C = 10 µF, R1 = 1 kΩ, R2 = 9 kΩ et
l’amplificateur opérationnel est parfait et fonctionne
en régime linéaire.

1. Quelle est la nature du filtre.

2. Vérifier en déterminant la fonction de
transfert H(jω).

Faire une remarque sur l’influence de Z , l’impédance de charge. Utilité ?

3. Quelle est la fréquence de coupure ?

4. Tracer le diagramme de BODE du filtre.

✍ Exercice 4 : Filtre passe bande

Les amplificateurs (AO.) utilisés sont idéaux.

1. Calculer les fonctions de transfert des 3 circuits représentés figure 1 alimentés par une tension
sinusoïdale de pulsation ω.
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2. Les trois circuits sont associés suivant le schéma représenté figure 2 :

∞

∞
∞

+

+
+

−

−
−

N

R

R
R1

R1

R2

R3

C

C

e
s

s3

AO1
AO2

AO3

Calculer la fonction de transfert H = s

e
. Montrer qu’elle est de la forme :

H =
s

e
=

−H0

1 + jωa + b
jω

où H0, a et b font intervenir les éléments constitutifs du circuit.
Quelle est la nature du filtre obtenu ?

✍ Exercice 5 : Amplificateur opérationnel et résistance
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On cherche la relation liant u et i (convention récepteur). Com-
menter le résultat. À quoi peut servir ce montage ?
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Énergie

Définir le travail élémentairede la force F⃗ s’exerçant surun point M se déplaçant à lavitesse v⃗ dans le référentiel
R.

Énergie

Définir le travail de la force
F⃗ s’exerçant sur un point Mse déplaçant à la vitesse v⃗dans le référentiel R entreles points M1 et M2.

Énergie

Définir la puissance d’uneforce F⃗ s’exerçant sur unpoint M se déplaçant à lavitesse v⃗ dans le référentiel
R entre les points M1 et M2.

Énergie

Énoncer le théorème de lapuissance cinétique.

Énergie

Démontrer le théorème de lapuissance cinétique.

Énergie

Énoncer le théorème del’énergie cinétique.

Énergie

Démontrer le théorème del’énergie cinétique.

Énergie

Qu’est-ce qu’un travailmoteur ? Qu’est-ce qu’untravail résistant ?

Énergie

Qu’est-ce qu’une forceconservative ?



δW (F⃗ ) = F⃗ · dr⃗

z

yO

R

x

C

M1

M2
M

dr⃗
F⃗

WM1→M2(F⃗ ) = ∫ M2
M1 F⃗ · dr⃗

z

yO

R

x

C

M1

M2
M

dr⃗
F⃗

P = δWdt = F⃗ · v⃗

Dans un référentiel galiléen,la puissance de la forceexercée sur un point matérielest égale à la dérivéetemporelle de son énergiecinétique.
P = F⃗ .v⃗ = dEcdtavec

Ec = 12mv2

Pour un point M de masse m,d’accélération a⃗ et soumis à
F⃗ , dans un référentielgaliléen : F⃗ = ma⃗ d’après lePFD. Donc :

P = F⃗ .v⃗ = mdv⃗dt .v⃗ = ddt (12mv2)
On définit
Ec = 12mv2

Ainsi
P = F⃗ .v⃗ = dEcdt

Dans un référentiel galiléen,la variation d’énergiecinétique d’un point matérielentre deux instants est égaleau travail de la résultante desforces appliquées entre cesdeux instants
W = ∆Ec

Comme P.dt = δW = dEc,entre deux instants t1 et t2,
W = ∫ M2

M1 δW = ∫ t2
t1 P.dt

= ∫ t2
t1 dEc = Ec(t2) − Ec(t1)

Ainsi
W = ∆Ec

• si le travail est moteur
W > 0 "F⃗ dans le sens"du déplacement alors∆Ec > 0 et v augmente.• si le travail est ré-sistant W < 0, alors∆Ec < 0 et v diminue.• si aucune force netravaille, ∆Ec = 0 etla vitesse numérique vreste constante.

On dit que F⃗ est une forceconservative ou encore qu’elledérive d’une énergiepotentielle Ep si
dEp = −δW

soit
Fx = −

dEpdxsi le problème est à un degréde liberté x . Sinon, dans lecas général
F⃗ = −

−−→grad (
Ep

)



Énergie

Exprimer l’énergie potentielleélastique d’un ressort ?

Énergie

Exprimer l’énergie potentiellede pesanteur ?

Énergie

Exprimer l’énergie potentiellede gravitation ?

Énergie

Énoncer le théorème del’énergie mécanique.

Énergie

Démontrer le théorème del’énergie mécanique.

Énergie

Donner des exemples deforces non conservatives.

Énergie

Énoncer le théorème de lapuissance mécanique.

Énergie

Démontrer le théorème de lapuissance mécanique.

ÉnergieSoit un mobile suivant leprofil d’énergie potentiellesuivant :

x

Ep(x)
E1

E2

Décrire la nature de sonmouvement selon la valeur del’énergie mécanique.



Ep = 12k (l − l0)2
en choisissant Ep = 0 pour

l = l0.
Ep = ±mgz + cste

avec + si l’axe (Oz) estascendant, − s’il estdescendant.
Ep = −Gm1m2

ravec Ep(r → ∞) = 0

En référentiel galiléen, lavariation d’énergie mécaniqued’un point matériel est égaleau travail des forces nonconservatives
∆Em = Wnc

Soit un point matériel M soumis àdes forces conservatives F⃗c dérivantde Ep et des forces nonconservatives F⃗nc . Soit
F⃗ = F⃗c + F⃗nc la résultante.D’après le théorème de l’Ec , entredeux instants t1 et t2,

W = Wc + Wnc = ∆Ec = Ec2 − Ec1
F⃗c est conservative donc
Wc = −∆Ep = Ep1 − Ep2

⇒ Ec2 − Ec1 = Ep1 − Ep2 + Wnc

⇒ Ec2 + Ep2 − (Ec1 + Ep1) = Wncon pose Em = Ec + Ep , l’énergiemécanique du point M (dépend duréférentiel).On a donc
Ec2 + Ep2 − (Ec1 + Ep1) =
Em2 − Em1 ⇒ ∆Em = Wnc

• Les forces de frot-tements (solides oufluides)• l’action d’un fil• la réaction du support

En référentiel galiléen, ladérivée temporelle del’énergie mécanique d’unpoint matériel est égale à lapuissance des forces nonconservativesdEmdt = Pnc

Pendant une durée dt , lethéorème de l’énergiemécanique s’écrit sous laforme différentielledEm = δWnc et en divisantpar dt , on en déduitdEm

dt = δWncdt = Pnc

x

Ep(x)
E1 État de diffusion

E2 Lié Diffusion



ÉnergieSoit un mobile suivant leprofil d’énergie potentiellesuivant :

x

Ep(x)

Où se trouvent ses positionsd’équilibre. Préciser leurstabilité.

Énergie

On considère une particule demasse m dans un champd’énergie potentielle Ep(x).Montrer qu’au voisinage d’uneposition d’équilibre stable lemouvement de la masse estdécrit par un oscillateurharmonique.



x

Ep(x)

xes xei

xes est une positiond’équilibre stable.
xei est une positiond’équilibre instable.

Au voisinage de la positiond’équilibre stable xe :
Ep(x) ≃ Ep(xe) + 12K (x − xe)2
avec K = d2Epdt2 (x = xe) ainsi,

Em = Ep(xe)+12K (x−xe)2+12mẋ2
et en dérivant par rapport autemps (TPM) puis ensimplifiant par ẋ ̸= 0 (saufsolution triviale), on obtient

ẍ + K
m x = k

mxe



TD no 15

M3 – Approche énergétique du point matériel

Conseils pour ce TD• Ceux de M2.• On choisit d’utiliser une méthode énergétique quand on traiteun problème à un degré de liberté (x ou θ par exemple).• Un théorème énergétique (théorème de l’énergie cinétique, del’énergie mécanique ...) permet d’aboutir directement à uneéquation scalaire dans laquelle il faut faire apparaître le pa-ramètre et ses dérivées temporelles.• Les extrema de l’énergie potentielles permettent de déterminerles positions d’équilibre et leur stabilité : c’est la dérivée de
Ep par rapport au paramètre qu’il faut considérer.• Le théorème de la puissance mécanique permet de déterminerl’équation différentielle du mouvement : il faut dans ce cas
dériver Em par rapport au temps.• Il faut connaître l’expression générale de l’énergie potentiellede pesanteur Ep,pes = ±mgz + Cte et celle de l’énergie po-tentielle élastique Ep,éla = 12k (l − l0)2.• Vérifier systématiquement l’homogénéité (le travail s’exprimeen J i.e N.m la puissance en W i.e N.m.s−1) et la cohérencedes résultats (par exemple, le travail d’une force qui s’opposeau déplacement est négatif ).

Énergies potentielles

Entraînement 15.1 — La juste formule.On considère un point matériel de masse m plongé dans le champ de pesanteur #»g . On seplace dans un repère cartésien (O, #»ex , #»ey, #»ez) tel que #»g = −g #»ey, le point O étant pris commeorigine de l’énergie potentielle. Quelle est l’expression de l’énergie potentielle de pesanteur ?
a mgx b −mgy c mgy d mgz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 15.2 — Plusieurs expressions d’énergie potentielle de pesanteur.Déterminer la fonction énergie potentielle de pesanteur d’un point matériel de massem associéeaux situations suivantes :
1



a) Epp(ℓ) = 0

y

−→g
ℓ

0 b) Epp(S) = 0
H

α

x

−→g
S

y

c) Epp(θ = π/2) = 0
R

θ

−→g

d) Epp(ψ = 0) = E0
ψ

r

−→g

a) Epp(y) = . . . . . . .
b) Epp(x) = . . . . . . . .

c) Epp(θ) = . . . . . . .
d) Epp(ψ) = . . . . . . .

Entraînement 15.3 — La juste formule... le retour.On considère un point matériel M de masse m astreint à se déplacer selon un axe (Oy)horizontal. Il est attaché à un ressort de raideur k et de longueur à vide ℓ0. L’autre extrémitédu ressort est fixée en O.Quelle est l’expression de l’énergie potentielle élastique du point M pour que celle-ci soit nullelorsque l’allongement du ressort est nul ?
a 12ky2 b 12k (y − ℓ0)2 c 12k (y2 − ℓ02) d −12k (ℓ0 − y)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 15.4 — Expression de l’énergie potentielle élastique.Déterminer la fonction énergie potentielle élastique associée aux situations suivantes, où tousles ressorts sont de longueur à vide ℓ0 et de raideur k :
2



a) Epe(y = 0) = 0

y

O

M

b) Epe(A) = 0

x

y

L

A

β

M

O
c) Epe(x = ℓ0) = E0

2ℓ0
x

a) Epe(y) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Epe(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Epe(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Travail d’une force

Entraînement 15.5 — Une force de frottement.

On considère le travail WAB = � B
A

#»F · #»dℓ d’une force de frottement #»F = −h #»v
| #»v | où #»v est levecteur vitesse du point matériel subissant la force et h est une constante.

Déterminer W pour les chemins suivants :
a) Un segment reliant A(0, 0) et B(ℓ, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Un arc de cercle d’angle α et de rayon R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Un rectangle ABCD de côtés a et b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Un triangle ABC de côtés a, b, c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e) En comparant les résultats obtenus, peut-on dire que la force est conservative ?a Oui b Non. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Théorèmes énergétiques

Entraînement 15.6 — Freinage et variation d’énergie cinétique.On considère une voiture (assimilée à un point matériel de masse m) se déplaçant le longd’une route rectiligne horizontale et dont la vitesse initiale au début de la phase de freinagevaut #»v = v0 #»ex .En freinant, le véhicule est soumis à une force de frottement #»F = −h #»ex .Quelle est l’expression de la distance d’arrêt d de la voiture ?
a 2mv02

h b mv02
h c mv022h. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 15.7 — Pendule simple.Un pendule simple est constitué d’un fil de longueur ℓ = 1,0 m auquel est accroché une masse
m = 100 g.À t = 0, on donne à cette masse une vitesse horizontale #»v0 = v0 #»ex où v0 = 2,0m · s−1.On note θ0 l’angle pour lequel la masse rebrousse chemin.
a) Exprimer cos(θ0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Calculer θ0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
4



Entraînement 15.8 — Trampoline simplifié.Un ressort de longueur à vide ℓ0 = 30 cm, de raideur k = 1,0 · 103 N · m−1, sans masse, estposé sur le sol à la verticale. On lâche d’une hauteur H = 2,0 m et sans vitesse initiale unemasse ponctuelle m = 1,0 kg. Après une durée de chute libre sans frottement, la masse atteintle ressort, le comprime jusqu’à ce que celui-ci la propulse vers le haut comme le ferait untrampoline.En admettant que la masse quitte le ressort quand z = ℓ0, calculer :
a) La vitesse de la masse lors du contact avec le ressort . . . . . .
b) L’altitude minimale atteinte par la masse . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) L’altitude maximale de la masse (en fin de remontée) . . . . . . .
Entraînement 15.9 — Oscillateur vertical.Un point M de masse m est accroché à une paroi horizontale fixe par l’intermédiaire d’unressort de raideur k et de longueur à vide ℓ0. Son mouvement s’effectue dans un liquide quiproduit une force de frottements fluides linéaire #»F = −α #»v , où α > 0. On néglige la pousséed’Archimède, on ne considère que des mouvements verticaux dans le champ de pesanteur #»g .

M

−→gO

a) On note z la position de M par rapport à O.Déterminer, par une méthode énergétique, l’équation différentielle vérifiée par z .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) On note à présent ζ la position de M par rapport à sa position à l’équilibre.Déterminer l’équation différentielle vérifiée par ζ .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Mouvements conservatifs et positions d’équilibre

Entraînement 15.10 — Profils d’énergies potentielles.Les quatre profils suivants représentent la fonction énergie potentielle
Ep(x) = α

x + β
x2avec α, β des réels non nuls.

x

Ep
Énergie potentielle no 1

x

Ep
Énergie potentielle no 3

x
Ep
Énergie potentielle no 2

x

Ep
Énergie potentielle no 4

Attribuer à chacune des figures ci-dessus les bons signes pour α et β , en indiquant laquelledes réponses suivantes est la bonne :a α > 0 et β > 0b α > 0 et β < 0 c α < 0 et β > 0d α < 0 et β < 0
a) Énergie potentielle no 1 . . . . . . .
b) Énergie potentielle no 2 . . . . . . .

c) Énergie potentielle no 3 . . . . . . .
d) Énergie potentielle no 4 . . . . . . .

Entraînement 15.11 — Autour d’une position d’équilibre.On donne l’expression de potentiels Ep dans chacun desquels évolue un point matériel demasse m.
6



Déterminer dans chaque cas la position d’équilibre stable.a) Pour Ep(θ) = mgℓ(1− cos(θ)) :
θeq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Pour Ep(z) = 12κz2 + 14λz4 avec κ > 0 et λ < 0 :
zeq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Pour Ep(x) = U0 eβx2 avec U0, β > 0 :
xeq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Pour Ep(φ) = E0 sin2(φ − a) avec E0 > 0, φ ∈ [0, π[ et a ∈ [0, π2 ] :
φeq = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 15.12 — État lié ou état de diffusion ?On considère le profil suivant d’énergie potentielle (les abscisses étoilées et l’abscisse x3serviront dans l’entraînement suivant).Pour chaque état suivant, étant donné les valeurs de l’énergie mécanique et de la positioninitiale d’un point matériel, dire si ce dernier se trouve :a dans un état lié b un état de diffusion.

x

Ep(x)

0
E1

E2
E3

x2x1
x∗1 x∗2 x∗3

x3

a) Em = E1 et x(0) = x1 . . . . .
b) Em = E1 et x(0) = x2 . . . . .
c) Em = E2 et x(0) = x1 . . . . .

d) Em = E2 et x(0) = x2 . . . . .
e) Em = E3 et x(0) = x1 . . . . .
f ) Em = E3 et x(0) = x2 . . . . .

7



Entraînement 15.13 — Analyse d’un profil d’énergie potentielle.On reprend le profil d’énergie potentielle de l’entraînement précédent.Pour chacune des positions suivantes, déterminer si elle est stable ou instable, et si le mou-vement au voisinage de ces positions est périodique et/ou harmonique, en indiquant laquelledes réponses suivantes est la bonne.a équilibre stableb équilibre instable c mouvement périodiqued mouvement harmonique
Plusieurs bonnes réponses sont possibles.

a) Voisinage de x∗1 . . . . . . . . . . . .
b) Voisinage de x∗2 . . . . . . . . . . . .

c) Voisinage de x∗3 . . . . . . . . . . . .
d) Région entre x2 et x3 . . . . . . .

Entraînement 15.14 — Vitesse à l’infini.On considère le profil d’énergie potentielle des deux entraînements précédents.
Un point matériel de masse m = 2,30 kg est abandonné avec l’énergie E3 = 1,30 kJ.
Calculer la vitesse du point matériel à l’infini . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées

c −hRα a , c et d 1− v022gℓ b 2,0 m 0
−(2a+ 2b)h 33,6m/s mgr

( cos(ψ)− 1) + E0 0,11 m a
a et c b a b 12k

(
xcos(β) − ℓ0

)2
− 12k

(
Lsin(β) − ℓ0

)2
b b a −hℓ ζ + α

mζ̇ + k
mζ = 0 a 5,8 m · s−1

mg(ℓ − y) b 0 mg(x sin(α)−H) z̈ + α
mż + k

mz = g+ kℓ0
mb −mgR cos(θ) 0 a 12k (y − ℓ0)2 − kℓ022 E0 + k (x − ℓ0)2

d a , c et d 0,65 rad = 37° c −(a+ b+ c)h c
8



✍ Exercice 1 : Tir vertical

Un obus est lancé depuis le sol, selon la verticale ascendante avec une vitesse initial ~v0 = v0.~ez .
On chercher l’altitude maximale H atteinte. On utilisera une méthode énergétique et on négligera les
frottements.

1. Faites un dessin, précisez le référentiel, l’objet d’étude.

2. Quelles sont les forces agissant sur l’obus ?

3. Quelle est l’expression de l’énergie potentielle de l’obus ?

4. Quelle est l’expression de son énergie cinétique ?

5. Que peut-on dire de l’énergie mécanique de l’obus ?

6. Exprimer l’énergie mécanique en z = 0 et en z = H .

7. En déduire l’altitude maximale H .

✍ Exercice 2 : Pendule simple

x

y
O

θ

M

l

On considère le pendule simple représenté ci-contre.

Le point matériel se déplace dans le plan vertical xOy.
On souhaite déterminer, par utilisation du théorème de la puissance mé-
canique, l’équation différentielle à laquelle obéit l’angle θ.
On considérera des frottements linéaires du type ~f = −α~v où ~v est la
vitesse de M dans le référentiel lié au sol et considéré comme galiléen.

1. Montrez que l’énergie potentielle du point M est mgl(1 − cos(θ)).

2. Quelle est l’expression de sa vitesse dans les coordonnées cylindro-polaire ?

3. En déduire l’expression de l’énergie mécanique du point M .

4. Que vaut la puissance la force de frottement ? Et la puissance de la force du fil sur M ?

5. Appliquez le théorème de la puissance cinétique.

6. En déduire que le mouvement de M est décrit par un oscillateur harmonique amorti.

9



✍ Exercice 3 : Au tri postal

h = 2 m

~vA

A

B
~vBα

On étudie un convoyeur à colis présent dans un
centre de tri postal.
Les colis sont déchargés par un tapis roulant à la
vitesse vA = 0,5 m.s−1, ils glissent ensuite sur un
plan incliné d’angle α par rapport à l’horizontale.
Le cœfficient de frottement solide entre les colis
et le plan incliné est f = 0,4.
Ils sont ensuite pris en charge au niveau du point
B par un nouveau tapis roulant qui avance à la vitesse vB = 0,2 m.s−1.
On veut déterminer l’expression puis la valeur de α pour que le convoyeur fonctionne correctement, c’est
à dire pour que les colis arrivent en B avec la vitesse du deuxième tapis roulant.
On rappelle que suivant les lois de Coulomb sur les frottement solides, lors du glissement, T = f .N où
T et N sont respectivement les normes de la réaction tangentielle et normale du support.

1. Faire un schéma. Définir le système étudié et le référentiel d’étude.

2. Dresser l’inventaire des forces s’appliquant sur le système.

3. En appliquant la seconde loi de Newton, projetée selon un axe perpendiculaire au tapis, montrez
que la réaction normal du support (N) vaut mg cos(α).

4. En déduire l’expression de la réaction tangentielle ~T (attention au signe !)

5. Écrire le théorème de l’énergie cinétique entre les points A et B.

6. Montrez que le travail de la force T est − fmgh

tan α
.

7. Que vaut le travail du poids ?

8. En déduire la valeur que tan α = 2fgh

v2
A−v2

B+2gh
.

9. Effectuer l’application numérique.

✍ Exercice 4 : Esquimau sur son igloo

Un esquimau, assimilable à un point matériel M de masse m décide de faire du toboggan. Il s’abandonne
sans vitesse initiale du sommet A de son igloo assimilable à une demi sphère S de rayon R et de centre
O posée sur un plan Π. On considère que le glissement s’effectue sans frottement.

O x

Π

z

R

A

S b M

θ
~g

1. À la suite d’un déséquilibre infinitésimal, M se met en mouvement en restant dans le plan vertical
Oxy.
On admet que, dans la phase (1) de son mouvement, M reste en contact avec S, sa position est
repérée par l’angle θ = (

−→
OA,

−−→
OM).
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(a) Faites un schéma, un bilan des forces appliquées à M .
(b) Quelles sont les forces conservatives ?
(c) Quelles sont les forces qui travaillent ?
(d) Exprimez l’altitude de M en fonction de θ.
(e) Appliquez le théorème de l’énergie cinétique entre la position initiale et une position quel-

conque de M .
(f ) Déterminer la vitesse de M en fonction de θ, g et R .

2. (a) Appliquez la seconde loi de Newton à M .
(b) Lorsque M est en contact avec l’igloo, que peut-on dire de sa trajectoire ?
(c) En déduire une expression de son accélération radiale en fonction de v2.
(d) Utilisez le résultat de la question précédente 1) pour exprimer N la norme de ~N la réaction

de S sur M en fonction de m, g et θ.

3. Quel est le signe de N ? Peut-elle être négative ? En déduire la valeur θ0 de θ pour laquelle M

n’est plus en contact avec S (phase (2) du mouvement de M) et v0 la valeur correspondante de v ,
la vitesse de M .

4. Quelle est la forme de la trajectoire ultérieure de M ?

✍ Exercice 5 : Bifurcation : discussion graphique

O

z

x

A

d

M

~g

Un point matériel de masse m situé en M se déplace sans
frottement le long d’un axe horizontal Ox . Il est lié par l’in-
termédiaire d’un ressort de longueur à vide l0 et de constante
de raideur k , à un point A situé à la verticale de O tel que
OA = d. On note l la longueur AM du ressort.

1. Appliquez le théorème de Pythagore pour trouver
l’expression de la longueur l du ressort
en fonction de d et x .

2. Quelle est l’expression de l’énergie
potentielle d’un ressort ?

3. Déterminer et tracer l’énergie potentielle du point
Ep(x) dans le cas d ≥ l0 puis et d < l0. (Une petite étude de fonction pourrait être nécessaire.)

4. Á quelle condition sur Ep, une position est une position d’équilibre ? une position d’équilibre
stable ? En déduire les positions d’équilibre xeq et leur stabilité.

5. Représenter xeq en fonction de d. Analyser physiquement ce qui se passe lorsqu’on fait décroître
d à partir d’une valeur supérieure à l0 ?

6. Dans le cas d ≥ l0, déterminer la période T0 des petites oscillations du point matériel M autour
de O. (Penser à utiliser le développement de Taylor Young de Ep au voisinage de xeq.)

✍ Exercice 6 : Mesure d’un cœfficient de viscosité

Une sphère de rayon R est animée d’une vitesse ~v , plongée dans un liquide de viscosité η, est soumise
à une force de frottement qui, lorsque la vitesse est faible (régime laminaire), a pour expression : ~f =
−6πηR~v (formule de Stokes).
Une telle sphère de masse m est suspendue à un ressort de raideur k . Sa période d’oscillation dans l’air,
où le frottement est négligeable, est T0.
On la plonge dans un liquide de cœfficient de frottement η ; sa pseudo-période est alors T .
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Donner l’expression de η en fonction des caractéristiques de la sphère, de T et T0.

Note : on modélisera la sphère par un point matériel M , on posera 2α = 6πηR

m
et on négligera la poussée

d’Archimède.

✍ Exercice 7 : Molécule HCl

Une molécule HCl est modélisée par deux atomes : H et Cl, séparés par une distance r sur un axe
supposé fixe dans le référentiel galiléen Rg d’origine Cl. L’atome H , assimilé à un point matériel de
masse m = 1,66.10−27 kg est en mouvement dans Rg sous l’action de forces dérivant d’une énergie
potentielle

Ep =
C

r12
−

K

r
avec C = 1,06.10−138 J.m12 et K = 92,16.10−30 J.m

1. Tracer l’allure de Ep(r) et indiquer, puis calculer la position d’équilibre r0. Discuter la stabilité
de la position d’équilibre r0.

2. Quelle est l’énergie de dissociation de la molécule HCl ?

3. Déterminer la fréquence des petites oscillations autour de la position d’équilibre.
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Particules
chargées

Quelle est l’expression de laforce de Lorentz ?

Particules
chargées

Montrer que l’interactiongravitationnelle estnégligeable face àl’interactionélectromagnétique.

Particules
chargées

Montrer que le champmagnétique ne peut pasmodifier la valeur de lavitesse.

Particules
chargées

Montrer que la force duchamp électrique estconservative.

Particules
chargées

Établir l’équation horaire dela trajectoire d’une particulechargée dans E⃗ = Ee⃗z .

Particules
chargées

Établir le système d’équationscouplées régissant lemouvement d’une particulechargée dans B⃗ = Be⃗z

Particules
chargées

Retrouver le rayon de latrajectoire d’une particulechargée dans B⃗ (mouvementcirculaire et v⃗ ⊥ B⃗)



F⃗ = q
(

E⃗ + v⃗ ∧ B⃗
)

Pour deux électrons distantsde r la force de gravitationest :
Fg = G m2

e
r2

La force électrostatique est :
Fe = 14πε0

e2
r2

Ainsi
Fg

Fe
= Gm2

e14πε0 e2 ≃ 10−42

D’après le théorème de lapuissance cinétique :dEcdt = q
(

E⃗ + v⃗ ∧ B⃗
)

· v⃗

Or, v⃗ ∧ B⃗ est perpendiculaireà v⃗ ainsidEcdt = qE⃗ · v⃗

Seul le champ électrique peutmodifier l’énergie cinétique.

Soit E⃗ = Ee⃗x alors le travailélémentaire de la forceélectrique est δW =
F⃗E · dr⃗ = qEdx = −dEp avec

Ep = −qEx + cste

On a aussi Ep = qV avec Vle potentiel électrique.

y(t) = v0 cos αt

z(t) = 12 qE
m t2 + v0 sin αt

La seconde loi de Newtondonne ma⃗ = q
(

v⃗ ∧ B⃗
) avec

v⃗ = ẋe⃗x + ẏe⃗y + że⃗z , ainsi
ẍ = qB

m ẏ

ÿ = −qB
m ẋ

Le champ B⃗ ne peut pasmodifier la valeur de v , lemouvement est donc circulaireuniforme, ainsi la seconde loide Newton écrite dans labase cylindrique donne :
−mv2

r = qBv

Soit
R = |r| = mv

|qB|



TD no 16

M4 – Particule dans un champ électromagnétique

Conseils pour ce TD• Les mêmes que ceux de M3.• Entraînez-vous à déterminer la direction et le sens de la forcede Lorentz.• Pour calculer la vitesse numérique v d’une particule chargée,privilégiez l’utilisation du théorème de l’énergie cinétique.• Il faut être capable de retrouver rapidement le rayon de cour-bure de la trajectoire circulaire d’une particule chargée dansun champ B⃗ seul : R = mv
|q|B .

Préliminaires

Entraînement 16.1 — Électron-volt.Le produit d’une charge électrique par une tension est une énergie.En multipliant la charge élémentaire e = 1,6× 10−19 C par une tension de 1 V, on obtient uneunité adaptée à la physique des particules, l’électron-volt, noté eV. On a 1 eV = 1,6× 10−19 J.
a) Que vaut 1 J en eV ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) L’énergie d’un photon rouge est de 2,48× 10−19 J.Convertir en eV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) L’énergie d’un photon violet est de 3,1 eV.Convertir en J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d) Quel photon a la plus grande énergie ?Le rouge ou le violet ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 16.2 — Qui est le plus massique ?On considère les trois particules suivantes :
• le proton, dont la masse vaut mproton = 1,67× 10−27 kg ;
• le kaon, qui est une particule dont l’énergie de masse vaut mkaon × c2 = 7,90× 10−4 erg ;
• le tau, qui est une particule de masse mtau = 1777 MeV/c2.On donne 1 erg = 1 g · cm2 · s−2 et 1 eV = 1,6× 10−19 J.

Laquelle de ces particules est la plus massique ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Force de Lorentz

On rappelle l’expression de la force de Lorentz #»FL = q( #»E + #»v ∧ #»B ).
Entraînement 16.3 — Composante électrique de la force de Lorentz.Dans la base ( #»ex , #»ey, #»ez

), exprimer (en fonction de q, de E et éventuellement de α et β) lacomposante électrique de la force de Lorentz, définie par #»F L,électrique = q #»E .

#»v

#»E

q > 0

a #»v

#»E

q < 0

b
#»E

β
#»v

α

q > 0

c
#»ex

#»ey

#»ez

+

a) #»F L,électrique = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) #»F L,électrique = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) #»F L,électrique = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 16.4 — Composante magnétique de la force de Lorentz.

#»B

#»v

q < 0

a
#»v
α

#»B

q > 0

b
#»v

α

#»B ×

q > 0

c
#»ex

#»ey

#»ez

+

Dans la base ( #»ex , #»ey, #»ez
), exprimer (en fonction de q, de v , de B, et éventuellement de α) lacomposante magnétique de la force de Lorentz, définie par #»F L,magnétique = q #»v ∧ #»B .
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a) #»F L,magnétique = . .
b) #»F L,magnétique = . .

c) #»F L,magnétique = . .

Entraînement 16.5 — Puissance de la force de Lorentz.On se place dans une base ( #»ex , #»ey, #»ez
), et on considère :

• un champ électrique constant dans tout l’espace : #»E = E #»ex ;
• un champ magnétique constant dans tout l’espace : #»B = B #»ez .

+2qA
#»v B−q

2 #»v π/6
+3qC

#»v
π/4 −qD

#»v
π/3

#»ex

#»ey

#»ez

#»B
#»E

On rappelle que la puissance d’une force #»F appliquée à une particule de vitesse #»v est P =
#»F · #»v .Donner l’expression de la puissance des forces subies par chacune des particules A, B, C et D.
a) PA = . . . . . . . . . .
b) PB = . . . . . . . . .

c) PC = . . . . . . . . . .
d) PD = . . . . . . . . .
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Mouvement dans un champ électrique

Entraînement 16.6 — Champ perpendiculaire à la vitesse initiale.On étudie le mouvement d’une particule de charge q >0 et de masse m dans une zone où règne un champélectrique #»E = E #»ey.À l’instant initial, la vitesse est orthogonale au champélectrique : #»v (t = 0) = v0 #»ex .L’étude du mouvement permet d’établir l’expression de lavitesse en fonction du temps :
#»v (t) = v0 #»ex + qE

m t #»ey.

#»ex

#»ey

#»ez

#»E

q,m
#»v0À t = 0

#»v (t)

a) À quel instant t0 la particule double sa vitesse (par rapport à la vitesse initiale) ?
b) À quel instant t1 l’énergie cinétique de la particule a quadruplé ? . . . . . . . . . . .
c) Quelle est la valeur de l’angle α = ( #»ex , #»v ) à l’instant t1 ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 16.7 — Champ colinéaire à la vitesse initiale.Une proton de masse mp = 1,67× 10−27 kg entreen O, avec une vitesse initiale négligeable, dans uncondensateur plan.Une tension U est appliquée entre les deux arma-tures séparées d’une distance d = 5,0 cm. Le champélectrique #»E entre les plaques est supposé uniformeet orienté dans le sens des x croissants. Sa normeest E = U

d .

xO Sd

Entrée desprotons Sortiedes pro-tons
La variation d’énergie cinétique entre l’entrée O et la sortie S vérifie :

Ec(S)− Ec(O) = qU.

Le champ électrique de claquage de l’air vaut Emax = 3× 107 V · m−1.a) Quelle est la tension maximale Umax qui peut être appliquée aux bornes du condensateur
sans qu’il n’y ait de claquage ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) L’énergie cinétique du proton en sortie du condensateur est alors égale à :a 6 keV b 1,5 MeV c 0,24 pJ d 9,6 mJ

(plusieurs réponses sont possibles)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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En associant l’un après l’autre de tels condensateurs plans, on peut augmenter l’énergie ciné-tique des protons : l’énergie cinétique Ec,n à la sortie du condensateur n vérifie la relation :
Ec,n − Ec,n−1 = qU.

c) La suite (Ec,n)n est une suite :a arithmétique b géométrique c arithmético-géométrique
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) En déduire l’expression de Ec,n en fonction de n, q et U . . . . . . . . . . . . . . .
On souhaite atteindre une vitesse v = c10, où c est la célérité de la lumière dans le vide parune mise en série de condensateurs.e) Quel est le nombre de condensateurs plans nécessaires pour atteindre une telle vitesse
avec une tension U = 1MV aux bornes de chaque condensateur ? . . . . . . . . .
Particule dans un champ magnétique

Entraînement 16.8 — Étude d’une trajectoire.On considère une particule de masse m et de charge
q < 0 placée dans un champ magnétique uniforme
#»B = B #»ez . On note #»v (t) le vecteur vitesse et #»v0 savaleur initiale.On représente la situation par le schéma ci-contre : #»v 0

⊙ #»B

a) Exprimer l’accélération #»a en fonction de q, m, #»v et #»B .
On pourra négliger le poids de la particule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On admet que le mouvement est circulaire de rayon R et de centre C.
b) Exprimer la vitesse dans le repère de coordonnées polaires d’origine C.
c) En déduire l’expression de la force de Lorentz en coordonnées polaires
d) Exprimer l’accélération en coordonnées polaires . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Reprendre le PFD pour exprimer le rayon R . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ) Calculer la période T du mouvement circulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Particule dans un champ ( #»E , #»B )

Entraînement 16.9 — Mouvement uniforme.

Un électron de masse m et de charge q < 0 adopteun mouvement rectiligne uniforme de vitesse #»v0 =
v0 #»ex dans une zone où règnent un champ électrique
#»E = E #»ey et un champ magnétique #»B = B #»ez .On représente la situation par le schéma ci-contre : #»ex

#»ey

#»v 0

#»E

⊙ #»B

O
a) Exprimer la force de Lorentz #»F L dans la base cartésienne. . . . . . . . . . . . .
b) À quelle condition l’électron adopte-il un mouvement rectiligne uniforme ?

Réponses mélangées

qvB cos(α) #»ez tau q
m

#»v ∧ #»B 5 b et c |qE| #»ex

5,0× 10−19 J violet |q|vB #»ey qRBθ̇ #»er
√3mv0qE a qE #»ey

nqU 2π m
|q|B 6,3× 1018 eV qEv π3 mv0

|q|B 0 v0 = E
B

Rθ̈ #»eθ − Rθ̇2 #»er 1,55 eV 1,5 MV −qvB
( cos(α) #»ex

+ sin(α) #»ey
) −qEv2

√3mv0qE Rθ̇ #»eθ
qE
( cos(β) #»ey

− sin(β) #»ex
) 3√22 qEv q(E − v0B) #»ey
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✍ Exercice 1 : Barrière électromagnétique

y

x

O a

b

~v0

1. Barrière électrique : il règne un champ électrique
uniforme ~E = E0~ux entre les plans x = 0 et x = a

et un champ nul partout ailleurs.
Des particules de charge q > 0, de masse m ar-
rivent de l’infini du coté des x > 0 avec des vi-
tesses identiques ~v0 portées par l’axe Ox .
Quelle est la condition sur v0 pour que les par-
ticules ne puissent pas franchir cette barrière de
potentiel ?

2. Barrière magnétique : entre les plans x = 0 et x = a, il règne maintenant un champ magnétique
uniforme ~B = −B0~uz .

Quel est le rayon de courbure de la trajectoire des particules ? Reprendre la question du 1.

✍ Exercice 2 : Particule dans un champ ~B
Rz

yO

x

~B

~v0

α

On étudie une particule chargé plongé dans un champ magnétique
constant et uniforme : ~B = B~ez , à l’instant initiale, la particule se
trouve en O et a une vitesse initiale ~v0 dans le plan (xOz). On
travaillera en coordonnées cartésienne.

1. Appliquer le principe fondamental de la dynamique pour obtenir deux équations différentielles
couplées liant vx et vy.

2. Résolution classique :

(a) En dérivant l’une de ces deux équations par rapport au temps, obtenir une équation différen-
tielle sur la vitesse vx et la résoudre. Faire de même pour la vitesse vy.

(b) En utilisant les conditions initiales, en déduire l’équation paramétrique de la trajectoire
(x(t), y(t), z(t)).

3. Résolution avec la méthode des complexes.

(a) Il est possible de résoudre le système d’équation couplées, en utilisant un intermédiaire de
calcul : la fonction complexe : C = vx + jvy. Calculer Ċ en utilisant le système d’équation
couplées. En déduire que C est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
à coefficient constant.

(b) En déduire une expression de C puis par identification une expression de vx et vy.
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✍ Exercice 3 : Charge dans ~B et avec frottements fluides.

Une particule de masse m et de charge q = −e < 0 se trouve initialement en un point O avec une
vitesse ~v0 = v0~ex .
Elle se déplace dans un champ magnétique ~B uniforme et permanent ~B = B~ez et subit également une
force de frottement fluide de la forme ~f = −λ~v avec λ une constante positive.

1. Quelle est le mouvement (trajectoire et vitesse) de la particule si λ = 0 ?
Représenter la trajectoire.

2. On prend maintenant λ 6= 0 mais faible.
Représenter, sans calcul supplémentaire, l’allure de la nouvelle trajectoire.

3. Déterminer les équations différentielles du mouvement.

4. On pose u = x + jy, ω = eB
m

et τ = m
λ
.

Déterminer u(t).
Comment calculerait-on x(t) et y(t) ?
Préciser la position finale de la particule.

✍ Exercice 4 : Charge dans ~E et ~B uniformes et perpendiculaires.

Une particule M de masse m et de charge q > 0 pénètre à t = 0 en O avec une vitesse ~v0 dans une
région où règnent un champ uniforme et permanent ~E orienté selon Oy, et un champ ~B uniforme et
permanent selon Oz (Cf dessin). On posera ω = qB

m
dans les calculs.

Rz

yO

x

~E

~B

1. La vitesse ~v0 est suivant Oz.

Écrire les équations différentielles du mouvement de P et z(t)
Déterminer les équations du mouvement x(t) et y(t)
par la méthode complexe, en introduisant C = vx + jvy

2. Étude du cas où v0 = 0.

Déterminer les équations paramétriques du mouvement
de P et définir sa trajectoire.
Déterminer la distance à l’origine O du point A

où la trajectoire aboutit pour la 1ère fois sur l’axe Ox.

3. La vitesse ~v0 est maintenant normale à ~E et ~B.

Donner les nouvelles équations paramétriques du mouvement.
Pour quelle valeur de v0 la particule n’est elle pas déviée ? Application ?

✍ Exercice 5 : La couleur du ciel

Pour décrire les interactions entre une onde lumineuse (électromagnétique) caractérisée par le vecteur
champ électrique ~E(t) = ~E0 cos ωt = E0 cos(ωt).~ex et les électrons de la couche externe d’un atome, on
utilise l’hypothèse de l’électron élastiquement lié de J.J THOMSON.

b

O

x

y ~E (t)

b M

1. Établir l’équation différentielle et vectorielle du mouvement d’un tel élec-
tron quand il est excité par ~E en admettant qu’il est rappelé vers le centre
O de l’atome par une force de rappel ~F = −k

−−→
OM et qu’il est freiné par

une force proportionnelle à sa vitesse ~f = −λ~v .
On notera q et m la charge et la masse de l’électron.

On posera 2α = λ
m

et ω0 =
√

k
m

.
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2. Démontrer, par projection de l’équation précédente, qu’en régime permanent l’électron oscille
parallèlement à ~E0. On notera x(t) son élongation.

3. Calculer X (ω) l’amplitude complexe de l’élongation x(t) puis A(ω) l’amplitude de son accélération ẍ(t) =
ax(t).

4. Cet atome est éclairé par de la lumière blanche composée d’ondes dont les pulsations sont comprises
entre ω1 (rouge) et ω2 (violet). Sachant que ω1 et ω2 sont tous deux très inférieurs à ω0, montrer que,
dans ces conditions, l’amplitude A(ω) est proportionnelle à ω2.

5. Sachant qu’un électron accéléré rayonne une puissance lumineuse P proportionnelle au carré de son
accélération, expliquer pourquoi le ciel est bleu.

✍ Exercice 6 : Expérience de Millikan.

L’expérience de Millikan a permis de déterminer la valeur de la charge élémentaire.

Entre deux plateaux horizontaux d’un condensateur plan à air, distants de h = 16 mm, on introduit de
petites gouttes de glycérine de rayon uniforme a et de volume V . On prendra g = 10 m.s−2.

1. Le condensateur n’est pas chargé.
(a) Montrer que chaque goutte abandonnée sans vitesse, atteint une vitesse limite ~v0 qu’on ex-

primera en fonction des données (on n’oubliera pas la poussée d’Archimède ~Π = −ρ′V ~g) ; on
donne :

• ~R résistance de l’air R = 6πηav (force ~R opposée à la vitesse ~v ),
• coefficient de viscosité de l’air η = 1,83.10−5 kg.m−1.s−1,
• masse volumique de la glycérine ρ = 1260 kg.m−3,
• masse volumique de l’air ρ′ = 1,3 kg.m−3.

(b) A l’aide d’une lunette d’observation, on constate qu’une goutte parcourt 7,84 mm en 20,4 s.
Calculer le rayon a de la goutte.

(c) Au bout de combien de temps la vitesse limite est-elle atteinte à 1 pour mille près ?
2. On établit une ddp U constante entre les plateaux du condensateur.

(a) Exprimer la nouvelle vitesse limite v1 d’une goutte qui porte une charge q, en fonction de v0,
q, η, a, U et h.

(b) Pour immobiliser la goutte, il faut appliquer une tension U1 = 7 kV. Calculer q et commenter.

✍ Exercice 7 : Charge dans ~E radial et ~B axial.
R

x

z

y
O

b M

θ

~E
~B

Dans l’espace vide compris entre une cathode cylindrique de rayon
négligeable et une anode cylindrique de rayon R et de même axe
(Cf dessin), on produit un champ ~E radial (selon −~er du système
de coordonnées cylindriques) et un champ ~B axial (selon ~ez) tous
les deux permanents.
La cathode émet par effet thermoélectrique des électrons de charge
−e et de masse m avec une vitesse initiale supposée nulle.

1. Rappeler l’expression de l’accélération et de la vitesse d’un
point matériel en coordonnées cylindriques et montrer que
2ṙθ̇ + rθ̈ = 1

r
d
dt

(r2θ̇).

2. Écrire les équations différentielles du mouvement de la particule M

entre la cathode et l’anode.

3. Écrire l’équation de la trajectoire de M en coordonnées polaires puis la représenter.

4. Le module de ~E étant imposé, quelle est l’intensité minimale du champ ~B pour qu’un courant
puisse circuler entre les deux conducteurs ? Voyez vous une application ?
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Mécanique
quantique

Énoncer les relations dePlanck-Einstein.

Mécanique
quantique

Décrire l’expérience deKimble, Dagenais et Mandel.

Mécanique
quantique

Énoncer les relations de DeBroglie

Mécanique
quantique

Comment savoir si uneparticule présente des effetsquantiques ?

Mécanique
quantique

Qu’est-ce que la fonctiond’onde d’une particulequantique ?

Mécanique
quantique

Interpréter l’expérience desfentes d’Young à une particuleà l’aide de la fonction d’onde.

Mécanique
quantique

Énoncer l’inégalité deHeisenberg spatiale

Mécanique
quantique

Établir l’inégalité deHeisenberg spatiale en ordrede grandeur par analogieavec la diffraction des ondes.

Mécanique
quantique

Dans le modèle de Bohr onintroduit la relation dequantification mv2πr = nh.Retrouver l’expression desrayons des trajectoires et desénergies correspondantes.



E = hν

p⃗ = ℏk⃗

Une source de photon uniqueéclaire une lamesemi-réflechissante qui divisele faisceau en deux cheminsdistincts chacun menant à undétecteur. Comme lesimpulsions lumineusesn’arrivent jamaissimultanément sur lesdétecteurs cela signifie que lalumière se comporte commeun corpuscule qui passe àtravers ou rebondit sur lalame semi-réfléchissante.

ω = E
ℏ

λ = h
p = h

mv

Une particule présente deseffets quantiques si salongueur de De Broglie estde l’ordre des autresdistances mises en jeu.

La fonction d’onde est unefonction Ψ dépend de laposition et du temps, elledécrit l’état de la particule.Elle est définie telle que
dP = |Ψ(M, t)|2 dτ

est la probabilité de trouverla particule dans le volumedτ autour du point M àl’instant t .

On note Ψ1 et Ψ2 les fonctionsd’onde correspondantrespectivement à la fente 1 ou 2ouverte uniquement. Lorsque lesdeux fentes sont ouvertesΨ = α (Ψ1 + Ψ2), la probabilitéd’observer un impact en M estalors dP =
α2 (

|Ψ1(M, t)|2 + |Ψ2(M, t)|2) dτ+dP12 avec
dP12 = α

(Ψ1Ψ⋆2 + Ψ⋆1Ψ2) dτ

La probabilité de trouver lequanton n’est la somme desprobabilités de le trouver avecuniquement les trous 1 ou 2ouverts

∆x∆px ≥ ℏ2

Soit une fente de largeur 2∆xéclairée par un faisceauparallèle de quantonsd’impulsion p et de longueurd’onde λ = h
p , la diffractionmodifie l’impulsion selon (0x)de ±p sin(θ) avecsin θ ≃= λ2∆x . Avecl’approximation∆px ≃ p sin(θ), il vient∆x∆px = h2

L’hypohtèse de mouvementcirculaire uniforme et larelation de quantificationdonnent, après application dela seconde loi de Newton
rn = ℏ24πε0

me2 n2

En = −12 me4(4πε0)2 ℏ2n2



Mécanique
quantique

Établir en ordre de grandeurl’énergie minimale deconfinement.

Mécanique
quantique

Établir, par analogie avec lacorde de Melde, les niveauxd’énergie d’une particuleconfinée dans un puit depotentiel infini.



Soit un quanton confiné à 1Ddans une boite de longueur L,alors ∆x ≃ L, donc d’aprèsl’inégalité de Heisenberg∆p ≥ ℏ2L . De plus, en ordre degrandeur p ≃ ∆p ainsi
E = p22m ≥ ℏ28mL2

Les conditions aux limitesimposent des nœuds à lafonction d’onde, ainsi paranalogie avec la corde deMelde, les seules longueursd’onde permises sont λn = 2L
n ,or d’après les relations de DeBroglie pn = h

λn
= nh2L .Finalement

En = p2
n2m = n2h28mL2



TD no 17

MQ Introduction à la mécanique quantique

Conseils pour ce TD• Le cours doit être connu, les applications directes qui y fi-gurent refaites.• La constante de Planck est h ≃ 6, 63.10−34 Js−1• La constante d’Avogadro est NA ≃ 6, 02.1023 mol−1• La constante des gaz parfaits est R = 8, 314 JK−1mol−1• 1 eV vaut 1, 6.10−19 J.
Entraînement 17.1 — Quelques formules du cours.a) Que vaut la longueur d’onde de De Broglie d’une particule de quantité de mouvement p ?
b) Dans quel domaine du rayonnement électromagnétique se situé une lumière monochroma-
tique dont les photon ont une énergie de 2,0 eV ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) Des protons possèdent une énergie cinétique Ec = 2, 0 keV. Que vaut leur vitesse ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d) Que vaut leur longueur d’onde ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e) Une particule libre de masse m est confinée dans une puits à une dimension de profondeur
infinie et de largeur a. Quelles sont les longueurs d’onde permises ? . . . . . .f ) Quelles sont les énergies permises ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 17.2 — Longueur d’onde.On considère un faisceau de photons possédant une énergie E = 2, 5 eV.
a) Calculer la fréquence ν d’un photon ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Calculer la longueur d’onde d’un photon ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Quelle est la couleur du faisceau ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d) On considère maintenant un gaz de néon de masse molaire M = 20 g.mol−1 à températureambiante T = 293 K. Calculer la vitesse quadratique moyenne des atomes du gaz.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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e) En déduire la longueur d’onde de De Broglie d’un atome de néon de ce gaz.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .f ) À quelle vitesse doit se déplacer un atome de néon pour posséder la même longueur d’onde
que les photons introduits précédemment ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées

500 nm 600 m.s−1 2a
n 0, 64 pm vert 3, 3.10−11 m n2h28ma2

h
p 6, 0.1014 Hz 0, 040 m.s−1 Ultraviolet 6, 2 105 m.s−1
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✍ Exercice 1 : Etude d’un puits de potentiel infini

Une particule quantique est confinée dans la zone comprise entre les plans x=0 et x = l dans un puits
infini. On donne sa fonction d’onde :

ψ(x,t) = A sin(kx) exp(−iωt)

1. A l’aide du principe d’incertitude d’Heisenberg, estimer son énergie minimale.
2. Déterminer les valeurs possibles de k en fonction de l et d’un entier n positif quelconque.
3. Quelle est la signification physique de |ψ(x,t)|2dx ? Justifier la condition de normalisation

∫ l

0
|ψ(M,t)|2dx = 1

. Normaliser la fonction pour obtenir l’expression de A en fonction de l.
4. Tracer |ψ(x,t)|2 en fonction de x pour les cas n=1 et 2. Commenter et comparer au cas d’une

particule classique.

✍ Exercice 2 : Niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène

Dans un modèle classique de l’atome d’hydrogène, les électrons décrivent des orbites circulaires de
rayon r autour du proton. Pour qu’un tel état puisse exister quantiquement, il faut que l’onde associée à
l’électron revienne en phase avec elle même lorsque l’électron fait un tour autour du proton.

1. À l’aide du principe d’incertitude de Heisenberg (et de vos connaissances en ordre de grandeur),
estimer l’ordre de grandeur de la vitesse d’un électron dans un atome d’hydrogène.

2. Quel lien peut-on établir entre la longueur d’onde associée à l’électron et le rayon de l’orbite ?
3. En déduire la condition (dite de Bohr) qui relie le rayon r de l’orbite, la quantité de mouvement
p de l’électron et la constante de Planck réduite et un entier k

4. Un calcul classique montre que la quantité de mouvement d’un électron en rotation autour d’un
proton avec une orbite de rayon r possède une quantité de mouvement proportionnelle à 1√

r
. En

déduire comment varie le rayon rn d’une orbite de Bohr en fonction de l’entier n.
5. Par un raisonnement simple, dire comment les niveaux d’énergie En de l’électron dans l’atome

dépendent de n. Le résultat est-il correct ?

✍ Exercice 3 : Mécanique quantique des gaz et température

1. On considère tout d’abord des grains de sables qui se déplace à quelques mètres par secondes.
Évaluer la longueur d’onde de de Broglie. La mécanique quantique est elle nécessaire pour décrire
les ce que l’on appelle les gaz granulaires ? (ensemble de nombreux grains de sables qui ont des
vitesses quasi-aléatoires)

2. Et pour un atome d’hélium (Hélium 4) à température ambiante ? On admettra que la vitesse
d’agitation thermique d’un atome est reliée à la température par la relation suivante : 1

2mv
2 =

3
2kBT (On donne kB = 1,38.10−23 J/K la constante de Boltzmann et la masse d’un nucléon :
1,67.10−27 kg )

3. On se propose maintenant de trouver un ordre de grandeur de température limite au-delà de
laquelle les effets quantiques ne jouent pas
(a) En utilisant l’équation d’état des gaz parfait pV = nRT , exprimer la densité d’un gaz parfait

en fonction de la température, de la pression et de la masse molaire du gaz.
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(b) En déduire un ordre de grandeur de la distance interparticulaire (c’est-à-dire la distance
moyenne entre une particule et sa plus proche voisine). On pourra supposer que toutes les
particules sont séparées par la même distance et qu’elles sont réparties de façon régulières.

(c) À partir des questions précédentes, trouvez la température en deça de laquelle il faut prendre
en compte les effets quantiques.

(d) Vérifiez l’homogénéité du résultat précédent.

✍ Exercice 4 : Absorbtion de photons

1. En utilisant une analogie avec les modes propres d’une corde vibrante, déterminer l’expression
des énergies totales En d’un quanton de masse m confiné dans un puits de potentiel infini de
largeur L.

2. Ce puits quantique peut émettre ou absorber un photon de fréquence νnk si l’écart En−Ek entre
deux niveaux d’énergie vérifie : En − Ek = hνnk .
(a) Quelle est l’interprétation physique de la relation précédente ?
(b) Déterminer les fréquences ν12 et ν31 , ainsi que les longueurs d’onde correspondantes pour

un puits à semi-conducteur à base d’arséniure de gallium, d’épaisseur L = 6 nm et tel que
ma = 0,067m avec m la masse de l’électron.

(c) À quel domaine du spectre appartiennent les rayonnements ?

✍ Exercice 5 : Cellule photoélectrique au potassium

La cathode d’une cellule photoélectrique au potassium est éclairée par deux radiations lumineuses mo-
nochromatiques de longueur d’onde λ = 490 nm et λ = 660 nm. La puissance P = 9,00 W de ces deux
sources de rayonnement est la même. Le travail d’extraction d’un électron du potassium est W0 = 2,25
eV.

1. Les deux radiations permettent-elles l’émission d’électrons ?
2. Déterminer l’expression de la vitesse des électrons émis par la cathode et calculer sa valeur

numérique.
3. On observe que l’intensité du courant de saturation est Is = 4,00.10−8 A. Déterminer le rendement

quantique de la cellule, c’est-à-dire le rapport du nombre d’électrons émis au nombre de photons
reçus. On supposera que tous les électrons participent au courant de saturation.

✍ Exercice 6 : Fractionnement du carbone comme signature de la vie sur Terre

Le fractionnement isotopique lors de la fixation du carbone par les organismes vivants est principalement
dû à un effet cinétique isotopique (kinetic isotopic effect ), c’est-à-dire à la variation de la vitesse d’une
réaction chimique lorsqu’un atome appartenant à l’un des réactifs est remplacé par l’un de ses isotopes.
Ce problème propose de comprendre en quoi cet effet isotopique cinétique peut être d’origine quantique
puis de traiter l’exemple de la photosynthèse du cycle de Calvin. Données numériques :

— constante de Planck : h = 6,6.10−34 J.s, constante de Planck réduite h̄ = h
2π ,

— constante de Boltzmann : kB = 1,4.10−23 J.K−1,
— vitesse de la lumière c = 3,0.108 m.s−1,
— masse d’un nucléon (proton ou neutron) m = 1,67.10−27 kg.

On considère un atome de masse m situé au sein d’une molécule. Dans un modèle unidimensionnel où la
fonction d’onde décrivant l’atome ne dépend que l’abscisse x , on suppose que l’environnement de l’atome
peut être modélisé par l’énergie potentielle Ep(x) = E0 + 1

2K0 (x − x0)
2, où K0 désigne une constante

positive.
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1. Sans agitation thermique, où se situe l’atome à l’équilibre dans une description classique ? Que
vaut alors son énergie ?

On note ∆x l’écart-type de la position de l’atome le long de l’axe Ox et px la quantité de
mouvement de l’atome selon Ox. En notant 〈 〉 la valeur moyenne, on rappelle que, par définition
de l’écart-type, (∆x)2 = 〈(px − 〈px〉)2〉 .

2. Après avoir rappelé l’inégalité de Heisenberg spatiale, expliquer pourquoi la mécanique quantique
interdit l’état d’équilibre prédit par la mécanique classique.

3. Justifier que 〈p2
x〉 = (∆px)

2 d’une part et que〈x〉 = x0 d’autre part.

4. En déduire que l’énergie E de l’atome dans un état stationnaire est minorée par la quantité
Emin = h2

8m(∆x)2 + 1
2K0 (∆x)2 + E0.

5. En déduire que le confinement de l’atome entraîne que l’énergie de son état fondamental vaut au
minimum EZPE,0 = E0 + ηω0

2
. Exprimer ω0 en fonction de K0 et m. Que représente concrètement

ω0 dans une description classique de l’atome ?

On admettra pour la suite que EZPE,0, appelé parfois l’ « énergie du point zéro », correspond
exactement à l’énergie de l’état fondamental de l’atome.

On étudie maintenant le cas d’une réaction chimique : l’environnement de l’atome change au cours
de la réaction, dont on paramètre la progression par une variable y, appelée «« coordonnée de
la réaction ». Pour y = 0, le système est constitué des réactifs (la réaction n’a pas commencé) et
pour y = 1, il est constitué des produits (la réaction est terminée). Très fréquemment, lors de la
réaction, le système se trouve dans un état de transition énergétiquement défavorable. Le passage
par cet état est l’étape cinétiquement limitante de la réaction. Lorsque le système est dans l’état
de transition, l’énergie potentielle de l’atome vaut Ep(x) = Et + 1

2
Kt (x − xt)

2 , avec Et > E0 et
Kt ≥ 0.

La figure n°1 représente la courbe Ep(x) pour l’état initial et l’état de transition. La figure n°2
représente le minimum de l’énergie potentielle en fonction de la coordonnée de réaction y. Enfin
la figure n°3 donne l’allure de l’énergie potentielle Ep en fonction de x et dey.
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Lorsqu’elle existe, la constante de vitesse k de la réaction dépend fortement de la température
T en suivant la loi d’Arrhenius qui s’écrit k = A exp

(
− Ea

kBT

)
, où A est un facteur constant et le

paramètre Ea, appelé l’énergie d’activation, correspond à la différence d’énergie du système entre
l’état de transition et l’état initial (grandeur positive). Dans le cadre de l’étude de l’effet isotopique
cinétique, on compare les constantes de réaction kL et kH de la même réaction chimique, mais
impliquant dans l’un des réactifs respectivement un atome léger (light) de masse mL et l’un de
ses isotopes, plus lourd (heavy), de masse mH . On définit alors l’effet isotopique cinétique KIE
par le rapport kL

kH
.

6. En supposant que l’atome reste dans son état de plus basse énergie tout au long de la réaction,
expliquer comment le résultat de la question 5 permet d’expliquer l’effet isotopique cinétique. On
pourra compléter avantageusement la figure n°1 en faisant apparaître les énergies d’activation
des deux réactions.
Dans la grande majorité des cas, dans l’état de transition, les forces de liaison agissant sur
l’atome sont plus faibles (car l’étape cinétiquement déterminante consiste souvent en une rupture
de liaison). On dit que l’effet isotopique cinétique est normal si KIE > 1.

7. Justifier le qualificatif « normal ».
L’assimilation du carbone par les organismes vivants peut de se faire de différentes manières. On
traite le cas (le plus fréquent) de la photosynthèse des plantes de type C3, où le carbone provient
du CO2 (atmosphérique ou dissous) qui est intégré dans des molécules organiques lors de l’étape
de carboxylation du cycle de Calvin : une enzyme (ribulose-1,5-bisphosphate carboxylase, encore
appelée le "RuBisCo") permet de fixer le carbone selon une réaction dite de carboxylation de la
forme CO2 + R − H = R − COOH. On se propose d’évaluer la valeur de KIE pour cette réaction
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à l’aide d’un modèle se voulant le plus simple possible. On modélise pour cela la molécule de
CO2 par un système de trois masses et de deux ressorts, comme l’illustre la figure n°4.

En spectroscopie infrarouge, la molécule CO2 possède un pic d’absorption pour une longueur
d’onde ?0 = 4,3 µm, correspondant à la résonance du mode de vibration d’élongation antisymé-
trique, pour lequel les deux atomes O d’une part et l’atome C d’autre part oscillent en opposition
de phase. On note mC la masse de l’atome de carbone. Pour simplifier, on suppose que les atomes
O, étant plus massifs, sont immobiles.

8. Avec cette hypothèse simplificatrice, relier K , mC et ?0 et c. On fait l’hypothèse que l’étape
cinétiquement limitante de la carboxylation implique la rupture de la liaison πentre C et l’un des
atomes O. Pour simplifier, on considère que l’état de transition de CO2 correspond au cas où l’un
des deux ressorts est absent (une liaison σ étant moins forte qu’une liaison π).

9. Quel lien simple existe-t-il alors entre K0 et Kt ? On montre en mécanique quantique que les
différents niveaux d’énergie des états stationnaires d’un oscillateur harmonique de pulsation propre
ω0 valent (

n+ 1
2

)

h̄ω0 avec n un entier naturel.
10. Peut-on valider ou non l’hypothèse selon laquelle l’atome C reste dans son état de plus basse

énergie pendant la réaction de carboxylation à température ambiante ? Une application numérique
est attendue.

11. En supposant que le facteur pré-exponentiel A dans la loi d’Arrhenius est identique pour les deux
isotopes, déduire des différents résultats précédents que l’effet cinétique isotopique en remplaçant
12CO2 par 13CO2 pour la réaction de carboxylation a pour expression

KIE = exp

(

(

1 − 1√
2

)

(

1 −
√

12

13

)

hc

2λ0kBT

)

. Des mesures de compositions isotopiques montrent que la matière végétale des plantes de
type C3 possède un rapport 13C/12C entre 1,6 et 2,7 % (avec une moyenne de 2,0 %) plus faible
que celui du CO2 atmosphérique (d’après l’article de Manfred Schidlowski, carbon isotopes as
biogeochemical recorders of life over 3.8 Ga of Earth history : evolution of a concept, Precambrian
Research, 106 (2001) 117-134).

12. Confronter ces valeurs à ce que prévoit le modèle précédent. Commenter.
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Moment cinétique

Définir le moment en A d’uneforce F⃗ appliquée au point
M .

Moment cinétique

En quelle unité s’exprime lemoment d’une force ?

Moment cinétique

x

yO

θ
l

e⃗r

e⃗θ

M

T⃗

P⃗
f⃗ = −αv⃗

Exprimer −→
MO(T⃗ ), −→

MO(P⃗) et
−→
MO(f⃗ )

Moment cinétique

Définir le moment d’une force
F⃗ autour d’un axe orienté ∆,orienté par e⃗∆

Moment cinétique

∆

∆′

F⃗1M1
F⃗2

M2
a1

H1

a2 H2
a′1

H ′1

a′2
H ′2

Exprimer M∆(F⃗1), M∆(F⃗2),
M∆′ (F⃗1) et M∆′ (F⃗2)

Moment cinétique

Définir le moment cinétiqueen A d’un point matériel Mde masse m et de vitesse v⃗ .

Moment cinétique

Exprimer, dans la basecylindrique, le momentcinétique en O d’un point M

Moment cinétique

Exprimer le moment cinétiqueen O d’un point M enmouvement circulaire.

Moment cinétique

Démontrer le théorème dumoment cinétique.



−→
MA(F⃗ ) = −→

AM ∧
−→
FN.m

−→
MO(T⃗ ) = 0⃗−→

MO(f⃗ ) = −αl2θ̇e⃗z−→
MO(P⃗) = −mg sin θe⃗z

M∆(F⃗ ) = M⃗A(F⃗ ) · e⃗∆ avec
A ∈ ∆

M∆(F⃗1) = −a1F1
M∆(F⃗2) = −a2F2
M∆′(F⃗1) = a′1F1

M∆′(F⃗2) = −a′2F2
L⃗A(M/R) = m

−→
AM ∧ v⃗ (M/R)

L⃗O = m
r0
z

∧
ṙ
rθ̇
ż

−zrθ̇= m −rż + ṙz
r2θ̇

L⃗0 = mR2ωe⃗z

(
dL⃗A
dt

)
R

=
m

(
d

−→
AM
dt

)
R

∧ v⃗ + m
−→
AM ∧

(
dv⃗
dt

)
RSi A est fixe (

d
−→
AM
dt

)
R

= v⃗ et sile référentiel est galiléen
m

(
dv⃗
dt

)
R

= F⃗ Ainsi(
dL⃗A(M)

dt

)
Rg

= −→
AM∧F⃗ = M⃗A(F⃗ )



TD no 18

M5 Théorème du moment cinétique

Conseils pour ce TD• Les mêmes que ceux de M3.• Privilégier la version scalaire du théorème du moment ciné-tique.• Pour déterminer le moment d’une force par rapport à un pointou sa projection sur un axe, faire une figure sur laquelle cetteforce doit apparaître, utiliser ensuite la notion de bras delevier ou la décomposition des vecteurs suivant les vecteursde base.• Utiliser une technique analogue pour le calcul d’un momentcinétique.• Toujours vérifier la cohérence des résultats en utilisant parexemple la règle de la main droite.
Projections préparatoires

Entraînement 18.1 — Calculs de produits scalaires.On considère les vecteurs suivants où #»P et #»T sont verticaux.
#»ey

#»ex

#»eθ #»R
α #»er

#»P
θ

#»ey

#»ex
#»eθ

β

#»er
#»N

#»T

γ

Calculer les produits scalaires suivants en fonction des normes ( #»P , #»T , etc.) ainsi que desdifférents angles apparaissant sur les schémas.
a) #»P · #»eθ

b) #»N · #»ey

c) #»R · #»ey

d) #»T · #»er

e) #»N · #»er

f ) #»N · #»eθ

Entraînement 18.2 — Projections dans une base.En utilisant la formule donnant la décomposition d’un vecteur #»v dans une base orthonormée( #»e1, #»e2)
#»v = ( #»v · #»e1) #»e1 + ( #»v · #»e2) #»e2,décomposer les vecteurs de l’exercice précédent dans chaque base ( #»ex , #»ey) et ( #»er, #»eθ).
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a) #»P dans ( #»ex , #»ey)
b) #»P dans ( #»er, #»eθ)
c) #»T dans ( #»ex , #»ey)
d) #»T dans ( #»er, #»eθ)

e) #»R dans ( #»ex , #»ey)
f ) #»R dans ( #»er, #»eθ)
g) #»N dans ( #»ex , #»ey)
h) #»N dans ( #»er, #»eθ)

Produit vectoriel

Entraînement 18.3 — Produits vectoriels à partir de décompositions.En utilisant le schéma du premier exercice et les décompositions du deuxième, donner l’ex-pression des produits vectoriels suivants. Comme d’habitude, on complète la base ( #»ex , #»ey) parle vecteur #»ez suivant la « règle de la main droite ».
a) #»P ∧ #»R . b) #»T ∧ #»er . c) #»ex ∧

#»N .
Entraînement 18.4 — Produits vectoriels à partir des coordonnées.On donne les quatre vecteurs suivants de R3 définis de manière numérique :

#»A = 123
, #»B = 654

, #»C =  01
−1
 et #»ex = 100

.
Calculer les produits vectoriels et produits scalaires suivant :
a) #»A ∧ #»B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) ( #»B + #»A ) ∧ #»A . . . . . . . . . . . . . . .
c) #»ex · ( #»A ∧ #»B ) . . . . . . . . . . . . . . . .

d) #»A · ( #»B ∧ #»ex ) . . . . . . . . . . . . . . . .
e) #»A ∧ ( #»B ∧ #»C ) . . . . . . . . . . . . . . .
f ) ( #»A · #»C ) #»B − ( #»A · #»B ) #»C . . . . . . .

Moment cinétique
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Entraînement 18.5 — Bataille de moments cinétiques.Parmi les quatre planètes décrites dans le tableau ci-dessous, laquelle présente le momentcinétique autour du Soleil le plus important ?
Masse Distance au Soleil Vitesse sur l’orbite

Mercure 3× 1026 g 58× 109 m 170× 103 km · h−1
Vénus 5× 1027 g 1,1× 1013 cm 35× 103 m · s−1
Terre 6× 1021 t 150× 106 km 30 km · s−1
Mars 6× 1023 kg 230× 106 km 87× 105 cm · h−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Entraînement 18.6 — Un moustique allumé.On considère un moustique M de masse m dont le vecteur vitesse de norme v fait un angle
α ∈

[π2 ;π] avec le vecteur #    »OM comme représenté dans le schéma ci-dessous.

#»ey

#»ex

#»ez

#»eθ
α #»er

#»v

r M
O θ

Exprimer le moment cinétique du moustique M par rapport à O en fonction de m, r , v et α
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Moment d’une force

Entraînement 18.7 — Fil accroché au mur.On considère un mur auquel est accrochéun filin qu’on tire depuis un point A. Il s’agitde trouver le moment de la force #»F parrapport aux axes (Oz) et (Az) en fonctionde F , ℓ et α .Calculer : #»ex

#»ey
#»ez O A

ℓ
M #»F

α

a) MOz( #»F ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b) MAz( #»F ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 18.8 — Une planche de cirque.
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On considère une planche homogène demasse m appuyée sur un cylindre.Calculer le moment du poids de cetteplanche par rapport aux divers points in-téressants du système. #»ex

#»ey
#»ez

G
#»PI A

+O L

ℓ

R α

a) #    »MA( #»P ) . . . . b) #     »MO( #»P ) . . . . c) #   »MI( #»P ) . . . . .

Réponses mélangées

#»P #»R cos(θ + α) #»ez −mg
(
ℓ − L2 cos α) #»ez −7 0

7
−14
7

 #»P = − #»P #»ey mr v sin(α) #»ez la Terre
#»R sin(θ + α) mgL2 cos α #»ez

#»N cos(β) −mg
(
ℓ − L2 cos α) #»ez

− #»T sin(γ) #»ez − #»T cos(γ)

−7
14
−7

 #»N cos(γ + β) #»ez

#»R
(cos(θ + α) #»ex + sin(θ + α) #»ey

) #»N
(
− sin(β + γ) #»ex + cos(γ + β) #»ey

)
−6
−33
24

 #»P (− sin(θ) #»er − cos(θ) #»eθ) #»N(cos(β) #»er + sin(β) #»eθ) − #»P cos θ

−ℓF sin α cos α −7

−6
−33
24

 #»T = #»T (− cos(γ) #»er + sin(γ) #»eθ)
#»N cos(γ + β) #»R (cos(α) #»er + sin(α) #»eθ) − #»T #»ey

#»N sin(β)
4



✍ Exercice 1 : Non conservation de l’énergie mécanique

Au cours d’une de ses aventures, Indiana Jones se retrouve glissant sans frottement sur un plan horizontal

verglacé, lié par un filin inextensible et de masse négligeable à un poteau d’axe vertical placé en O. Le

filin ne s’enroule pas sur le poteau mais glisse autour sans frottement.

Pour simplifier, on assimile notre héros à un point matériel A de masse m.

1. Indiana Jones tourne autour du poteau à la distance l = OA avec la vitesse ~v0 = v0~eθ dans le

référentiel lié au plan, supposé galiléen.

Quelle est la nature de son mouvement ? Exprimer le module T de la tension du filin.

2. Après calcul, notre héros décide, pour sortir de sa situation, de “remonter” lentement de long du

filin.

(a) Montrer qu’au cours de l’opération son moment cinétique par rapport à O reste constant.

(b) En déduire la vitesse finale v ′ d’Indiana Jones en A′ tel que OA′ = l
2
.

(c) Exprimer la variation d’énergie mécanique au cours de la remontée.

Du point de vue énergétique, quel a été le rôle de notre héros ?

3. Discuter de ce qui va arriver s’il continue sa remontée.

✍ Exercice 2 : Pendule magnétique

Wylem constitue un pendule avec une fine tige rigide de masse négligeable à l’extrémité de laquelle il

fixe un assemblage M assimilable à un aimant. L’axe de rotation est l’axe (Oz), la liaison pivot étant

réalisée à l’aide d’un potentiomètre non représenté sur la figure qui permet l’acquisition de l’angle θ(t).
Deux aimants extérieurs sont placés de part et d’autre de M sur l’axe (O′x) de sorte qu’ils repoussent M
lorsque celui-ci s’en approche.

Des enregistrements de θ(t) sont réalisés avec et sans les aimants extérieurs et présentés sur la figure

ci-dessous.

Wylem propose une modélisation du problème dans laquelle le pendule est assimilé à un pendule simple

de longueur L fixé en O et dont l’assemblage M supposé ponctuel porte toute la masse m = 0,26 kg. Le

mouvement de M s’effectue dans le plan (O,~ux,~uy) et l’angle θ(t) est toujours très petit en valeur absolue.

L’action exercée sur M par les aimants extérieurs est ramenée à une force

~F = −k x(t) ~ux

où k est une constante à déterminer et x(t) l’abscisse de M à l’instant t.
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Le référentiel d’étude R est supposé galiléen. L’accélération de la pesanteur est

~g = −g ~uy

avec g = 9,8 m · s−2.

1. Déterminer les valeurs expérimentales des périodes respectivement T0 et T du pendule sans

aimants et avec aimants extérieurs.

2. Discuter le modèle proposé par Wylem.

3. Utiliser le théorème du moment cinétique par rapport à l’axe (Oz) pour déterminer l’expression

littérale de la période T0 du pendule simple en l’absence d’aimants extérieurs. En déduire la

longueur L du pendule.

4. Utiliser le théorème du moment cinétique par rapport à l’axe (Oz) pour déterminer la période T
du pendule simple en présence des aimants extérieurs. En déduire la valeur de k .

✍ Exercice 3 : Pendule conique

Considérons un pendule conique constitué d’une masse ponctuelle m attachée à une extrémité d’une tige

de longueur l sans masse. L’autre extrémité de la tige est fixée à un point O. On oriente l’axe (Oz) selon

la verticale descendante. La masse m décrit un mouvement circulaire uniforme dans un plan horizontal à

une hauteur h en dessous du point O. On note α l’angle (constant !) entre (Oz) et
−−→
OM .

1. Rappeler l’expression du théorème du moment cinétique pour un point matériel.

2. Faire un schéma.

3. On utilise les coordonnées cylindriques pour repérer le point M . Justifiez que le vecteur position
−−→
OM peut s’écrire comme

−−→
OM = l cos(α)~ez + l sin(α)~er . (Attention : le « centre » des coordonnées

cylindrique est bien le centre du cercle décrit par M).

4. Exprimer le vecteur vitesse de la masse m.

5. Exprimer le moment cinétique ~L de la masse m par rapport au point O en fonction de la vitesse

v de la masse, de la longueur l, et de l’angle α que fait la tige avec la verticale.

6. Exprimer le moment en O des forces appliquées sur M .

7. En utilisant le théorème du moment cinétique, montrer que la vitesse angulaire ω de la masse

autour de l’axe vertical passant par O est constante.

8. Trouver une relation entre la vitesse angulaire ω, la longueur l, l’angle θ et l’accélération de la

pesanteur g.

✍ Exercice 4 : Pendule électrostatique

Un pendule électrostatique est constitué d’une boule de polystyrène expansé recouverte d’une feuille

d’aluminium et suspendue à une potence par un fil de masse négligeable. La boule est préalablement

chargée avec une charge électrique Q = 2,3.10−4 C. L’ensemble est placé entre deux plaques de cuivre

planes et parallèles soumises à une différence de potentiel telle qu’elles génèrent un champ électrique

uniforme ~E = E~uy avec E = 500 V.m−1. La longueur du pendule est OM = R = 10 cm et la masse de

la boule assimilée à un point M est m = 20 g. L’accélération de la pesanteur est g = 9,8m.s−2

1. Appliquer le théorème du moment cinétique à M .

2. Déterminer la position d’équilibre θe du pendule.

3. On écarte le pendule légèrement de sa position d’équilibre. Déterminer la pulsation ω0 des

oscillations puis calculer sa période. On admettra que pour |ε| ≪ θe , on a cos(θe + ε) ≃
cos(θe) − ε sin(θe) et sin(θe + ε) ≃ sin(θe) + ε cos(θe)
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Forces centrales

Qu’est-ce qu’une forcecentrale ?

Forces centrale

Montrer qu’une particulesoumise à une force centralepossède un moment cinétiqueen O constant.

Forces centrales

Définir la constante des aires.

Forces centrales

Montrer qu’une particulesoumise à une force centralepossède un mouvement plan.

Forces centrales

Démontrer la loi des aires.

Forces centrales

Soit une particule matérielledans un champ de forcecentrale conservative. Établirl’expression de son énergiepotentiel effective.

Forces centrales

Soit une particule soumise àune force Newtonienne
F⃗ = − k

r2 e⃗r

. Montrer que si k < 0 laparticule est toujours en étatde diffusion.

Forces centrales

Soit une particule soumise àune force Newtonienne
F⃗ = − k

r2 e⃗r

attractive (k > 0). À quellecondition sur l’énergiemécanique sont mouvementest lié ?

Forces centrales

Énoncer les lois de Kepler.



Une force est dite centrale sisa droite d’action passeconstamment par un point fixedu référentiel appelé centrede force.
D’après le théorème dumoment cinétiquedL⃗O (M)dt = −−→

OM ∧ F⃗ = 0⃗. Ainsi
L⃗O(M) est constant.

On définit la constante desaires C⃗ par L⃗O(M) = mC⃗

D’après la conservation dumoment cinétique, à toutinstant
O⃗M ∧ v⃗ = C⃗

Ainsi le plan (
O⃗M, v⃗

) resteorthogonal à C⃗ qui est fixe.Le mouvement est donc plan.

L’aire balayée par le rayonvecteur pendant dt estdA = 12
∣∣∣O⃗M ∧ v⃗dt

∣∣∣ = C2 dt .AinsidAdt = C2

L’énergie mécanique vaut
Em = 12mv2 + Ep or

v2 = ṙ2 + (
rθ̇

)2 et C = r2θ̇Donc Em = 12mṙ2 + mC 22r2 + Ep.Ainsi
Ep,ef f = mC 22r2 + Ep

L’énergie potentielle effectivede la particule est
Ep,ef f = mC 22r2 − k

r . Il s’agitd’une fonction strictementdécroissante, ainsi quelle quesoit la valeur de l’énergiemécanique la particule setrouve en état de diffusion.
Epeff

rO

∀ Em > 0 état de diffusion : hyperbole

On trace l’allure de
Ep,ef f = mC 22r2 − k

r

Epeff

rO

Si Em > 0 état de diffusion : hyperbole

Si Em < 0 état lié : ellipse

Dans le référentiel de Keplerles planètes P décrivent desellipses dont le soleil S estl’un des foyers. Pendantl’intervalle de temps ∆t , l’airebalayée par le vecteurposition −→
SP estproportionnelle à ∆t . Lerapport T 2

a3 est le même pourtoutes les planètes dusystème solaire (T période, ademi-grand axe).



Forces centrale

On considère un objet soumisà la force de gravitation.Montrer que si le mouvementest circulaire alors il estuniforme.

Forces centrale

On considère un objet soumisà la force de gravitation enmouvement circulaireuniforme. Déterminer sapériode de rotation.

Forces centrale

On considère un objet soumisà la force de gravitation enmouvement circulaireuniforme. Déterminerl’expression de son énergiemécanique.

Forces centrale

On considère un objet soumisà la force de gravitation etdans un état lié. Déterminerl’expression de son énergiemécanique en fonction dudemi-grand axe de latrajectoire.

Forces centrale

Citer des exemples d’orbitesde satellites ainsi que leurmission.

Forces centrales

Justifier la localisation dessatellites géostationnairesdans le plan équatorial.

Forces centrales

Déterminer l’altitude dessatellites géostationnaires.

Forces centrales

Exprimer la première vitessecosmique.

Forces centrales

Exprimer la seconde vitessecosmique.



On a r = R = cste et d’aprèsla conservation du momentcinétique r2θ̇ = C donc
θ̇ = cste, ainsi v⃗ = Rθ̇e⃗θ et

v = Rθ̇ = cste

La seconde loi de Newtonprojetée selon e⃗r donne
−mRθ̇2 = −GmM

r2 or θ̇ = 2π
Td’où T 2 = 4π2

GM R3

On a Em = 12mv2 − k
r et laseconde loi de Newton donne

−m v2
R = − k

R2 donc
Em = − k2R

Au périgée
Em(rp) = 12mC 2

r2
p

− k
rpÀ l’apogée

Em(ra) = 12mC 2
r2
a

− k
raLa bonne combinaison donne:

Em×(r2
p−r2

a) = 0−k (rp−ra) ⇔
Em×(rp−ra)(rp+ra) = −k (rp−

ra) ⇔ Em = − k
rp+ra

= − k2aDonc
Em = − k2a

— Orbites basses polaires(< 2000 km) : observa-tion terrestre— Orbites moyennes(entre 2000 et 20000km) : navigation— Orbite géostationnaire(36 000 km) : communi-cation

Pour qu’un satellite reste enposition fixe par rapport à unpoint sur la surface terrestre,il doit orbiter à la mêmevitesse angulaire que larotation de la Terre. De plus,les satellites ne sont soumisqu’à la seule forcegravitationnelle, leurmouvement est donc dans unplan qui contient le centre dela Terre. Le seul plan possibleest le plan équatorial.

Le satellite possède unevitesse angulaire ω = 2π
TS

avec
TS = 23 h 56 minLa seconde loi de Newtonprojetée selon e⃗r : rω2 =

GM
r2 ⇒ r = 3√GMΩ2 = 3√GMT 2

S4π2d’où h = R − RT =
3√GMT 2

S4π2 − RT = 3, 579.103 km

Par application de la secondeloi de Newton sur M dans labase polaire, pour un satelliteen orbite circulaire rasante onobtient m v2
RT

= GmM
R2

T
⇒ v =√

GM
RT

≃ 7, 92 km.s−1

Pour un satellite à la surfacede la Terre et possèdant unetrajectoire parabolique (étatde diffusion) :
Em = Ec + Ep =12mv2 − GmM

RT
= Cte = 0Donc :

vl = √2GM
RT

=≃ 11, 2 km.s−1



TD no 19

M6 Champ de force centrale

Conseils pour ce TD• Les mêmes que ceux de M5.• Privilégier la version scalaire du théorème du moment ciné-tique.• Pour déterminer le moment d’une force par rapport à un pointou sa projection sur un axe, faire une figure sur laquelle cetteforce doit apparaître, utiliser ensuite la notion de bras delevier ou la décomposition des vecteurs suivant les vecteursde base.• Utiliser une technique analogue pour le calcul d’un momentcinétique.• Toujours vérifier la cohérence des résultats en utilisant parexemple la règle de la main droite.
Satellites

Entraînement 19.1 — Mission INTEGRAL.International Gamma-Ray Astrophysics Laboratory (INTEGRAL) est un observatoire spatiald’astrophysique européen mis en orbite en 2002. Son orbite de travail autour de la Terre estune ellipse dont le périgée et l’apogée se trouvent respectivement à 9 000 km et 153 000 kmdu centre de la Terre. Données : la masse de la Terre est MT = 6, 0.1024 kg, celle du satellite
m = 3, 5 tonnes. La constante de gravitation vaut G = 6, 67.10−11 m3kg−1s−2.
a) Déterminer le demi-grand axe a de l’orbite du satellite. . . . . . . . . . . . . . . .
b) Calculer la période de révolution d’INTEGRAL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Calculer l’énergie mécanique du satellite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Calculer la norme de la vitesse du satellite à son apogée. . . . . . . . . . . . . .
e) Calculer la norme de la vitesse du satellite à son périgée. . . . . . . . . . . . .
Entraînement 19.2 — Lois de Kepler.a) Sachant que la trajectoire de la Terre est presque un cercle de rayon a = 150.106 km etque la constante de gravitation G = 6, 67.10−11 SI, calculer la masse du soleil.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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b) La période de révolution de Mars autour du Soleil est de 1,9 année, en déduire a′ le demigrand axe de l’ellipse décrite par Mars du soleil.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c) La comète de Halley est passée en 1986 au voisinage de la Terre. Sa période de révolutionautour du Soleil est de 76 ans et sa distance minimale au Soleil est 0, 59 u.a (unité astrono-mique correspondant à la distance moyenne Terre Soleil). Calculer la plus grande distance decette comète au Soleil.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 19.3 — Lois de Kepler.Le Petit Prince réside sur un astéroïde de rayon R = 30 m et de masse m = 2, 0.108 kg. Laconstante de gravitation vaut G = 6, 67.10−11 m3kg−1s−2.a) Calculer la norme vs de la vitesse qu’il faut communiquer à un objet pour qu’il parcoureune orbite basse autour de ”astéroïde (vitesse de satellisation).
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b) Calculer la norme vl de la vitesse qu’il faut communiquer à un objet pour qu’il échappe àl’attraction de l’astéroïde (vitesse de libération).
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées63h36 min MS ≃ 2.1030 kg vs = 0, 021 m.s−1
9, 2 km.s−1 vs = 0, 030 m.s−1 81.103 km

−8, 6 GJ. 230.106km rA = 35, 29 u.a 0, 54 km.s−1
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✍ Exercice 1 : Oscillateur en rotation

On considère un point matériel M de masse m, attaché à l’extrémité d’un ressort de raideur k et de
longueur à vide l0. L’autre extrémité de ce ressort est attachée en un point, fixe par rapport au référentiel
terrestre que l’on supposera galiléen, et autour duquel l’ensemble est libre de tourner dans un plan
horizontal. Il est lancé avec une vitesse initiale vi orthoradiale, et une longueur initiale r = ri. On
néglige tout frottement.

1. Montrer que le moment cinétique de ce système se conserve au cours du mouvement. En déduire
une expression de θ̇ en fonction de r et des paramètres initiaux, et montrer qu’il est possible de
résumer le mouvement à une équation différentielle portant uniquement sur la variable r.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ri et vi pour que le mouvement soit circulaire.

✍ Exercice 2 : Le cauchemar de Philippe

Le petit Philippe passe une nuit agitée. Il rêve que la loi de la gravitation est élevée à la puissance 5
2 ! !

Dans son cauchemar, les journées s’écoulaient dans l’angoisse d’une catastrophe imminente. Élevée à la
puissance 5/2, la loi de la gravitation ne permettait plus à la Terre qu’une orbite circulaire particulièrement
instable autour du Soleil. Les prédicateurs de tout poil ne manquaient aucune occasion d’annoncer la fin
du monde. Certains affirmaient que la Terre s’écraserait bientôt sur le Soleil, d’autres pensaient qu’elle
dériverait vers l’infini et au-delà.
Dans le cauchermar de Philippe, la loi de la gravitation est remplacée par une force de type ~F = − k

r5 ~er ,
avec k > 0.

1. Définir et exprimer une énergie potentielle effective pour la Terre.

2. Montrer qu’une trajectoire circulaire est possible.

3. Discuter sa stabilité.

✍ Exercice 3 : Satellites

La station spatiale internationale (ou ISS, masse m) décrit une orbite circulaire autour de la Terre à une
altitude h = 300 km (orbite dite basse). On donne le rayon de la Terre RT = 6,4.103 km et la valeur du
champ de pesanteur terrestre au niveau du sol g0 = 9,8 m.s−2.

1. Pourquoi l’ISS est-elle placée sur une orbite basse ?

2. Exprimer g0 en fonction de RT , G et MT la masse de la Terre. (On pourra rappeler l’expression
du poids, d’une part, et de la force gravitationnelle d’autre part).

3. Déterminer la vitesse de l’ISS sur son orbite, ainsi que la valeur de sa période de révolution T .

4. Un second satellite est également en orbite circulaire autour de la Terre, à une altitude h′ = 2h.
Que vaut la période T de ce satellite ?

✍ Exercice 4 : Premier vol habité (par un homme)

Le 12 avril 1961, le commandant soviétique Y. Gagarine fut le premier cosmonaute, le vaisseau spatial
satellisé était un engin de masse m = 4725 kg. Les altitudes au périgée P et à l’apogée A étaient
zP = 180 km et zA = 327 km.
Exprimer la vitesse v du satellite en fonction de son altitude z, de zP , zA, MT , RT (masse et rayon de la
Terre) et de G, la constante de gravitation. Calculer v en P et en A.

✍ Exercice 5 : Satellite et frottements

Un satellite M de masse m est placé sur une orbite circulaire de rayon r0 contenue dans le plan équatorial
de la Terre. On travaillera dans le référentiel géocentrique RGéo considéré comme galiléen.
On notera Ω la vitesse angulaire de rotation de la Terre dans RGéo.
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1. Déterminer la vitesse v0 du satellite, l’énergie potentielle Ep0, cinétique Ec0 et mécanique Em0 du
satellite sur cette orbite en fonction de la constante de gravitation G, MT la masse de la Terre et
des données.

2. Avant d’être placé sur son orbite, le satellite est posé sur le sol, en un point P de latitude λ. Sa
vitesse est la vitesse d’entraînement ~ve due à la rotation de la Terre, supposée sphérique de rayon
RT . Déterminer Ep1, Ec1 et Em1 du satellite au point P Pour le placer sur son orbite, il faut lui
fournir ∆E = Em0 − Em1.
Où doit-on placer les bases de lancement pour que ∆E soit minimale ?

3. On suppose maintenant que l’altitude du satellite étant faible devant RT , il subit les frottements
de l’atmosphère. Son énergie mécanique Em diminue avec le temps selon la loi Em = Em0(1 + αt)
Quel est le signe de α ? On suppose que la trajectoire reste pratiquement circulaire. Déterminer
en fonction de t, le rayon r de la trajectoire, et la vitesse v du satellite. Comment v varie-t-elle ?
Commentez.

✍ Exercice 6 : Force de gravitation

1. Rappeler l’expression de la force de gravitation exercée par la Terre de centre T et de masse MT

sur un objet A de masse m en fonction de la Constante de gravitation G = 6,67.10−11 SI et de
r = TA.

2. En déduire l’expression de l’énergie potentielle de gravitation.

3. Donner l’expression de l’énergie mécanique du point A ayant une vitesse v à la surface de la
Terre, en déduire la valeur de la vitesse de libération vL : vitesse minimale donnée à l’objet pour
qu’il puisse se libérer de l’attraction terrestre. Calculer vL. (MT = 6.1024 kg et RT = 6400 km).

4. La Terre décrit autour du soleil S de masse MS = 0,33.106MT une orbite pratiquement circulaire
de rayon a = 150.106 km. Déterminer en fonction de a, la position d’équigravité du système T −S

par rapport à la Terre ; endroit de l’espace où la force de gravitation due à S est compensée par
celle due à T .

✍ Exercice 7 : Voyage Terre – Mars

b

S
b

T
b

A

b

M

α

b

V

θ

Au cours d’un voyage interplanétaire, un vaisseau spatial V de
masse m = 1000 kg, est transféré depuis la Terre T jusqu’à la
planète Mars M . Ce transfert s’effectue selon une orbite elliptique
(ellipse de Hohmann) tangente aux deux orbites coplanaires pra-
tiquement circulaires, de T et M , de rayons rT = ST = 150
millions de km et rM = SM = 230 millions de km, et dont le
soleil est un foyer.
On négligera l’influence des autres corps et on ne considérera
que l’attraction solaire. Masse du soleil MS = 2.1030 kg et G =
6,67.10−11 SI. Toutes les grandeurs sont à déterminer en fonction de rT , rM , G et MS , puis à évaluer
numériquement.

1. Le demi-grand axe de l’orbite de transfert de Hohmann.

2. Rappeler l’énoncé de la troisième loi de Kepler. Quelle portion de l’ellipse de transfert, le vaisseau
décrit-il ? En déduire la durée τ de ce voyage.

3. Que vaut l’énergie mécanique du vaisseau lorsqu’il se trouve sur l’orbite terrestre ? Sur l’orbite de
transfert ? En déduire la variation de vitesse à communiquer au vaisseau lors du lancement depuis
l’orbite terrestre. Puis, de la même manière, trouver la variation de vitesse à lui communiquer lors
de son arrivée aux abords de Mars.
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4. Quelle est l’augmentation de l’énergie mécanique totale du vaisseau au cours de ce transfert.

5. Mars doit se situer en A au même instant que le vaisseau V . En appliquant la troisième de Kepler,
trouver la période de rotation de Mars. En déduire sa vitesse angulaire. Et enfin, en déduire la
position que doit avoir M par rapport à T à l’instant du départ : angle α = (ST ,SM).
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Mécanique du
solide

Qu’est-ce qu’un solideindéformable ?

Mécanique du
solide

Définir un mouvement detranslation pour un solide.

Mécanique du
solide

Définir un mouvement detranslation rectiligne pour unsolide.

Mécanique du
solide

Définir un mouvement detranslation circulaire.

Mécanique du
solide

Définir un mouvement derotation autour d’un axe fixe.

Mécanique du
solide

Définir le centre de massed’un système de pointsmatériels.

Mécanique du
solide

Comment localiser le centrede masse d’un solide ?

Mécanique du
solide

Montrer que la quantité demouvement de deux pointsmatériel est p⃗ = mv⃗G avec mla masse totale et vG lavitesse du centre de masse.

Mécanique du
solide

Énoncer la loi de la quantitéde mouvement appliquée à unsystème de points ou à unsolide.



Un solide indéformable est uncorps à l’état solide tel quepour tout couple de points(M1, M2) appartenant ausolide la distance M1M2 resteconstante.
Un solide est en translation sison champ de vecteursvitesses est uniforme.

Un solide est en mouvementrectiligne si tous ses pointsont un mouvement rectiligne.

Si tous les points d’un solideen translation ont unmouvement circulaire alorscelui-ci possède unmouvement de translationcirculaire.

Un solide est en rotationautour d’une axe fixe si tousses points ont un mouvementcirculaire autour du même axefixe.

Le centre de masse d’unsystème de points est le point
G tel que

−→
OG =

n∑
i=1 mi

−−→
OMi

n∑
i=1 mi

Le centre de masse d’unsolide appartient auxéventuels axes ou plans desymétrie du solide.

La quantité de mouvement p⃗d’un système de deux pointsmatériels est
p⃗ = m1v⃗1 + m2v⃗2

Or
O⃗G = m1O⃗M1 + m2O⃗M2

m1 + m2Donc
v⃗G = m1v⃗1 + m2v⃗2

m1 + m2et p⃗ = mv⃗G avec
m = m1 + m2

Dans un référentiel galiléenla dérivée temporelle de laquantité de mouvement d’unsystème fermé est égale à lasomme des forces extérieuresappliquées au système.dp⃗dt = F⃗ext



Mécanique du
solide

Définir le moment d’inertieautour de l’axe (Oz) d’unsystèmes de points matériels.

Mécanique du
solide

Définir le moment d’inertied’un solide en rotation autourde l’axe (Oz) . à la vitesseangulaire ω.

Mécanique du
solide

Énoncer le théorème scalairedu moment cinétique pour unsolide indéformable enrotation autour d’un axe fixe.

Mécanique du
solide

Qu’est-ce qu’un couple deforce ?

Mécanique du
solide

Qu’est-ce qu’une liaison pivotparfaite ?

Mécanique du
solide

Établir l’équation dumouvement du pendulepesant.
Pivot

d
G

θ

Mécanique du
solide

Établir une intégralepremière du mouvement pourle pendule pesant.

Mécanique du
solide

Soit un solide de momentd’inertie J suspendu à un filexerçant un couple de torsionΓ = −Cθ, établir l’équationdu mouvement du solide.

Mécanique du
solide

Établir une intégralepremière du mouvement pourle pendule de torsion.



JOz = ∑
mir2

iLOz = JOzω

Dans un référentiel galiléen,la dérivée temporelle dumoment cinétique d’un solideindéformable, en rotationautour d’un axe fixe, parrapport à ce même axe estégale à la somme desmoments des forcesextérieures appliquées ausolide par rapport à l’axe derotation.
JOzω̇ = MOz

(
F⃗ext

)

Deux forces f⃗1 et f⃗2 formentun couple de force si leurrésultante est nulle
f⃗1 = f⃗2 = 0⃗

Une liaison pivot restreint lemouvement à la seule rotationautour de l’axe (Oz). Si elleest parfaite, elle exerce unmoment nul autour selon l’axe(Oz).
θ̈ + mgd

J sin θ = 0

On multiplie l’équation dumouvement par θ̇

θ̈θ̇ + mgd
J θ̇ sin θ = 0
Soitddt

(12 θ̇2 − mgd
J cos(θ)) = 0

D’où12 θ̇2 − mgd
J cos(θ) = Cste

θ̈ + C
J θ = 0

On multiplie l’équation dumouvement par θ̇ pour obteniraprès intégration :12 Jθ̇2 + 12Cθ2 = cste



Mécanique du
solide

Exprimer l’énergie cinétiqued’un solide de momentd’inertie J en rotation autourd’un axe fixe à la vitesseangulaire ω

Mécanique du
solide

Exprimer la puissance d’unmoment M∆ s’appliquant surun solide en rotation à lavitesse angulaire ω autour del’axe ∆ fixe

Mécanique du
solide

Établir le théorème de lapuissance cinétique pour unsolide en rotation autour d’unaxe fixe.

Mécanique du
solide

Énoncé le théorème de lapuissance cinétique pour unsolide déformable en rotationautour d’un axe fixe.



Ec = 12 Jω2P = M∆ω

On multiplie le TSMC termeà terme par ω :
Jω̇ω = M∆ω

on obtient alors :ddt

(12 Jω2) = P

soit :dEcdt = P

Dans un référentiel galiléen,la dérivée temporelle del’énergie cinétique d’un solidedéformarble en rotationautour d’un axe fixe est égaleà la puissance des forcesextérieures et intérieuresappliquées au solide.dEcdt = Pext + Pint



TD no 20

M7 Mécanique du solide

Conseils pour ce TD• Les mêmes que ceux de M5.• Privilégier la version scalaire du théorème du moment ciné-tique.• Pour déterminer le moment d’une force par rapport à un pointou sa projection sur un axe, faire une figure sur laquelle cetteforce doit apparaître, utiliser ensuite la notion de bras delevier ou la décomposition des vecteurs suivant les vecteursde base.• Utiliser une technique analogue pour le calcul d’un momentcinétique.• Toujours vérifier la cohérence des résultats en utilisant parexemple la règle de la main droite.
Calculs de moments

Entraînement 20.1 — Basculement d’une barre en T.On considère trois masses m réparties aux trois som-mets d’un triangle OAB isocèle en B et reliées pardes tiges sans masse vérifiant
OA = IB = a.

On note I le milieu du segment [OA].On note G le centre de gravité des trois masses, quiest situé sur le segment [IB] de sorte que GB = 23 a.On notera P et F les normes des deux forces repré-sentées sur le schéma.
#»ex

#»ey
#»ez

# »eX
# »eY Om

mAmB G
I

#»F

#»P

α

a) Écrire le vecteur #   »OB dans la base ( # »eX , # »eY ) . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Écrire le vecteur #   »OG dans la base ( # »eX , # »eY ) . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Écrire le vecteur #»P dans la base ( # »eX , # »eY ) . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) Écrire le vecteur #»F dans la base ( # »eX , # »eY ) . . . . . . . . . . . . . . . . .
e) Calculer #     »MO( #»F ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ) Calculer #     »MO( #»P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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g) En supposant qu’il y ait équilibre entre les deux moments, déterminer l’expression tan(α)dans ce cas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Solide déformable

Entraînement 20.2 — Salsa.Maria est danseuse de salsa. Lors des tours en pivot, elle tourne autour de son axe (∆) = (Gz)vertical en donnant une petite impulsion à l’aide de son pied gauche, l’appui se faisant sur sonpied droit. La position de ses bras lui permet de modifier sa vitesse de rotation ω. G est lecentre de masse de Maria.L’appui au sol s’accompagne d’un couple de frottement de moment Cf par rapport à l’axe (Gz) quenous supposerons constant. Nous négligeons tout frottement fluide et supposons le référentielterrestre R galiléen. L’impulsion donne à Maria une vitesse angulaire initiale ω0 = 2π rad · s−1autour de (∆) orienté. Ses bras sont tendus de sorte que son moment d’inertie par rapport àson axe de rotation (∆) est J∆1 = 2,4 kg · m2. Elle réalise alors juste un tour avant de s’arrêter.a) Appliquer à Maria le théorème scalaire du moment cinétique par rapport à (∆). En déduire
la valeur du couple Cf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Déterminer l’énergie cinétique initiale de Maria. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) Quelle énergie a été dissipée dans les frottements au cours de son tour ?d) Maria prend maintenant la même impulsion lui conférant la vitesse angulaire ω0 puis repliepresque instantanément ses bras de sorte que son moment d’inertie par rapport à (∆) devient
J∆2 = 0,80 kg · m2.
Quelle vitesse angulaire ω′0 possède Maria après avoir replié ses bras ? . . .
e) Combien de tours réalise alors Maria avant de s’arrêter ? . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées

F (− cos α # »eX + sin α # »eY ) aF
(sin α2 + cos α) #»ez 3 3P − 6F3F + 2P

−7, 5 N.m −47 J 6π rad.s−1 aP
(
−cos α2 + sin α3

)
#»ez

a2 # »eX + a3 # »eY 47 J P(− sin α # »eX − cos α # »eY ) a2 # »eX + a # »eY
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✍ Exercice 1 : La voiture de Yuna

Yuna a construit une voiture en Lego technique, en brillante physicienne, elle décide de faire quelques
expériences avec celle-ci. Elle remarque que le capot peut rester ouvert tant que l’angle qu’il forme avec
l’horizontal n’est pas trop petit.

1. Qu’est-ce qui permet au capot de rester ouvert (donc, de ne pas tomber) ?

2. Yuna a ensuite décidé de faire quelques mesures : la masse du capot est m = 32 g, sa longueur est
L = 6 cm, et l’angle minimal qui permet de maintenir le capot ouvert est θmin = 45◦. En supposant
que le capot est un solide homogène, trouver la force du couple de frottement au niveau de la
liaison pivot.

✍ Exercice 2 : Expérience de Cavendish

La figure ci-dessous illustre le principe de l’expérience de Cavendish. Deux particules de masse m sont
fixées aux extrémités d’une tige de longueur 2l, un fil de torsion relie le centre de la tige à un point fixe
du laboratoire, réalisant ainsi un pendule de torsion. En approchant deux sphères de masse M à une
distance d de chacune des extrémités du pendule, on observe une déviation angulaire dont la mesure
permet de déterminer G la constante de gravitation.

Dans la suite, on note θ la déviation angulaire du pendule à sa position d’équilibre. On note k la raideur
angulaire du fil de torsion : le moment du couple de rappel et −kθ~uz . Les sphères de masse M et les
particules m sont considérées comme des particules ponctuelles.

Méthode historique

1. Pour calculer la déviation angulaire θ due à l’attraction des sphères, on suppose θl ≪ d et
l ≫ d. Montrez, en justifiant les simplifications que la couple exercé par les deux masses sur le
pendule est ΓM = 2GMm

d2 .
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2. Appliquer le théorème scalaire du moment du cinétique au pendule pour trouver l’expression de
l’angle θ à l’équilibre.

3. Pour son expérience, Cavendish a utilisé les paramètres suivants : m = 0,80 kg, M = 158 kg,
l = 1,0 m, d = 20 cm et k = 3,6.10−4 kg.m2.s−1. Calculer la valeur numérique de θ.

4. Parmi les différentes grandeurs qui interviennent dans la détermination de G à partir de la mesure
de θ, laquelle vous semble la plus difficile à déterminer directement ? Proposer une expérience
complémentaire pour mesurer cette grandeur. Éxprimer G en fonction de M , l, d et θ et du résultat
de la mesure que vous avez proposée.

Méthode dynamique

1. On suppose que la masse de la tige qui relie les deux particules de masse m est négligeable.
Calculer le moment d’inertie I du pendule de torsion par rapport à son axe de rotation.

2. En l’absence des masses M , quelle est la période T des oscillations du pendule de torsion ?

3. On ajoute les masses M à une distance d des masses m, mais cette fois-ci dans l’alignement de
la tige du pendule. On cherche la nouvelle période des oscillations. On suppose à nouveau que
lθ ≪ d. Montrer que le couple exercée par les masses M est ΓMM = −GMm

d2 lθ.

4. Quelle est la période des oscillations T ′.

5. Montrer que l’on peut alors mesurer G à l’aide de T et T ′ et surtout que la grandeur difficile à
mesurer n’apparaît plus dans son expression.

✍ Exercice 3 : Étude d’une poulie Une masse m de 5,0 kg est suspendue à l’extrémité d’une corde

enroulée sur une poulie de masse mp = 1,0 kg et de rayon R = 10 cm en liaison pivot idéale autour de
son axe (horizontale) avec un support fixe. Le moment d’inertie de la poulie par rapport à son axe vaut
I = 1

2mpR 2

1. Si la poulie est en rotation uniforme autour de son axe à la vitesse angulaire θ̇, quelle est la
vitesse de la masse m ?

2. La poulie est retenue par un opérateur. Où ce dernier a-t-il le plus intérêt à appliquer sa force et
dans quelle direction ? Quelle est la force minimale qu’il doit exercer sur la poulie pour l’empêcher
de tourner ?

3. L’opérateur lâche la poulie qui se met en mouvement. Déterminer l’accélération de la masse ainsi
que la tension de la corde

✍ Exercice 4 : Volant d’inertie

Initialement immobile, une machine tournante de moment d’inertie J par rapport à son axe est soumise à
partir de l’instant t = 0 à l’action d’un couple moteur de moment Γ0 constant. On étudie le mouvement
de la machine en supposant que l’ensemble des forces de frottement a un moment de la forme −kω.

1. Analyser ce mouvement en identifiant d’abord la vitesse angulaire ω0 atteinte en régime permanent
ainsi que le temps de relaxation τ du système. Donner l’expression de ω/ω0 en fonction de t/τ

et décrire l’évolution. Faire un bilan des forces et des moments qui s’exercent sur le volant.
Appliquez le théorème du moment cinétique pour aboutir à une équation différentielle du premier
à coefficients constants.
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2. On reprend l’étude précédente en supposant que, en raison de vibration indésirables, le couple
moteur n’est plus une constante mais est modulé à la pulsation Ω avec un taux de modulation η

tel que Γ = Γ0(1 + η cos Ωt). Établir l’équation différentielle définie par la fonction ζ(t) telle que
ω(t) = ω0(1 + ζ(t)). Montrer que, au bout d’un temps suffisant ζ(t) est une fonction sinusoïdale
de pulsation Ω que l’on cherchera sous la forme : ζ = α cos(Ωt + φ). Appliquez la même méthode
qu’à la question précédente. Déterminer les constantes α et tan(φ). On a affaire à une équation
différentielle dont le second membre est sinusoïdal. On peut alors faire l’étude en régime sinusoïdal
forcé. Passez l’équation différentielle dans le domaine des complexes et exprimer l’amplitude
complexe de ζ . À l’aide des expression précédentes, expliquer pourquoi, de façon à régulariser
le fonctionnement d’une machine tournant, on adjoint aux parties tournantes un anneau massif de
rayon rayon appelé volant.

✍ Exercice 5 : Pendule de Holweck – Lejay.

x

y
b Oz

A

θ

~g
Une masse ponctuelle m est placée à l’extrémité A d’une tige de masse né-
gligeable et de longueur L = OA, articulée en O et mobile dans un plan
vertical.
Un ressort “spirale” (non représenté sur la figure) exerce sur M , via la tige,
un couple de rappel équivalent à un moment de force dont la projection sur
Oz est : MOz = −Cθ.

1. Déterminer, par application du théorème scalaire du moment
cinétique, l’équation différentielle vérifiée par θ.

2. À quelle condition, la position θ = 0 correspond elle à un équilibre
stable ?

3. Si cette condition est vérifiée, calculer la période T des petites oscillations

autour de θ = 0 et mettre T sous la forme T = 2π
√

L
G−g

. On donnera l’expression de G.

4. Calculer ∆T
T

la variation relative de T si g varie de ∆g. Voyez-vous une application ?

✍ Exercice 6 : Chute d’un arbre (ou d’un stylo)

On assimile un arbre à une tige longue et homogène de longueur L et de masse m. On le scie à sa base
et l’arbre bascule en tournant autour de son point d’appui au sol. On suppose que le point d’appui reste
fixe et ne glisse pas et on repère la position de l’arbre par l’angle θ qu’il fait avec la verticale. À t = 0,
l’arbre fait un angle θ0 = 5° avec la verticale et est immobile.
On donne le moment d’inertie par rapport à un axe orthogonal à l’arbre et passant par une des extrémité :
I = 1

3mL2

1. Établir l’équation du mouvement de chute de l’arbre Faire un bilan des forces et appliquez le
théorème du moment cinétique.

2. Montrer que, lorsque l’arbre fait un angle θ, sa vitesse angulaire est :

θ̇ =

√

3g

L
(cos θ0 − cos θ)

L’astuce souvent employée consiste à multplier terme à terme l’équation du mouvement par θ̇ puis
d’intégrer. Faites attentions aux constantes d’intégration.

3. ré-écrire cette relation en utilisant la méthode de séparation des variables telle qu’elle a été vue
en cinétique chimique (mettre tout les t et dt d’un coté et tout les θ et dθ de l’autre)
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4. Déterminer le temps de chute d’un arbre de 30 m. On donne pour θ = 5° Il s’agit d’intégrer
l’équation différentielle.

∫ π
2

θ0

dθ√
cos θ0 − cos θ

= 5,1

5. Proposez un programme permettant d’évaluer cette intégrale dans le cas général.

6. On se rend compte que lorsque θ0 → 0, l’intégrale tend vers l’infini. Et le temps de chute ? Est-ce
surprenant ?

7. Par une méthode similaire, calculer la période des oscillations d’un pendule simple en fonction
de l’amplitude lorsque l’on ne peut pas faire l’approximation des petites amplitudes. (on exprimera
le résultat sous forme d’une intégrale que l’on ne cherchera pas à calculer)
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méca → thermo

Définir les échellesmicroscopiques etmacroscopiques puis l’échellemésoscopique.

méca → thermo

Qu’est ce qu’un système fermé

méca → thermo

Qu’est ce qu’un système isolé

méca → thermo

Qu’est ce qu’un paramètred’état extensif. Donner desexemples.

méca → thermo

Qu’est ce qu’un paramètred’état intensif. Donner desexemples.

méca → thermo

Définir l’équilibrethermodynamique d’unsystème.

méca → thermo

Définir la vitesse quadratiquemoyenne d’une particule.

méca → thermo

Définir le libre parcoursmoyenne et donner desexemples d’ordres degrandeurs.

méca → thermo

Citer les hypothèses dumodèle du gaz parfaitmonoatomique.



On peut considérer chaqueparticule et on modélise lesystème à l’aide des interactionsentre particules : échellemicroscopique On peutconsidérer le système de façonmoyenne en considérant un petitnombre de paramètres(température, pression) : échellemacroscopique On définit uneéchelle intermédiaire,suffisamment grande pourcontenir un grand nombre departicules et pour pouvoir définirdes grandeurs moyennes, maissuffisamment petite pour que cesgrandeurs soient homogènes :échelle mésoscopique .

Un système fermé n’échangepas de matière avec le milieuextérieur.
Un système fermé n’échangeni matière ni énergie avec lemilieu extérieur.

Un paramètre d’état estextensif s’il est proportionnelà la quantité de matière etrelatif au système entier :volume, masse, charge...

Un paramètre d’état estintensif s’il est indépendantde la quantité de matière et ilest défini en un point dusystème : masse volumique,température, pression

Un systèmethermodynamique, livré à luimême dans des conditionsextérieures ne variant pas, estdit en équilibrethermodynamique lorsquetoutes ses propriétésmacroscopiques ne varientplus.

v∗ = √
< v2 > =

√√√√ 1
N

N∑
i=1 v2

i

On appelle libre parcoursmoyen la distance moyenneparcourue par les particulesdu système entre deux chocs.— à température et pres-sion ambiante pour ungaz : l ≃ 70 nm— à température ambianteet 1 Pa pour un gaz :
l ≃ 10 mm— pour un liquide :10−10 m

Particules ponctuelles sansinteraction. Pas demouvement d’ensemble.Isotropie de la distributiondes vitesses.



méca → thermo
On imagine un gaz parfaitmonoatomique hypothétiquedans lequel toutes lesparticules ont la même vitesseen norme v∗ et ne sedéplacent que selon les troisdirections de l’espace(Ox, Oy, Oz). Établirl’expression de la pressioncinétique.

méca → thermo

Définir la températurecinétique.

méca → thermo

Citer l’équation d’équation dugaz parfait.

méca → thermo

Définir la pression au seind’un fluide.

méca → thermo

Exprimer l’énergie interned’un gaz parfaitmonoatomique en fonction desa température.

méca → thermo

Qu’est ce qu’une fonctiond’état ?

méca → thermo

Définir la température d’unsystème réel.

méca → thermo

Définir l’énergie interne d’unsystème réel.

méca → thermo

Qu’est-ce que la capacitéthermique à volume constantd’un corps ?



p = 13mn∗v∗212mv⋆2 = 32kBTpV = nRT

La pression p est définie telleque sur la surface élémentaire
d⃗S d’une paroi, la forceélémentaire exercée par lefluide sur la paroi s’exprime :

dF⃗fluide / paroi = pd⃗S

avec d⃗S un vecteur de norme
dS , l’aire de la surfaceélémentaire considérée,normal à la surface etorientée du fluide vers laparoi.

U = 32nRT

On appelle fonction d’étatd’un systèmethermodynamique, unefonction dont la valeur nedépend que des paramètresd’états.

La température d’un corps aurepos thermodynamique estdéfinie par référence à latempérature d’un gaz parfaitmonoatomique avec lequel ilest placé en équilibrethermique.

L’énergie interne d’un systèmeest la somme de l’énergiecinétique propre de sescomposants (énergie cinétiquemicroscopique, E∗
c ) et del’énergie potentielled’interaction entre lescomposants (énergie deliaison dans un cristal parexemple) :

U = Ec,micro + Ep,int

Cv = (
∂U
∂T

)
V



méca → thermo

Qu’est-ce qu’une phasecondensée ?

méca → thermo

Exprimer la variation d’étatinterne d’une phasecondensée incompressible etindilatable.

méca → thermo

Dans quelles limites peut-onassimiler un gaz réel à ungaz parfait ?

méca → thermo

Énoncer la première loi deJoule.

méca → thermo

Comment définir latempérature d’un systèmeréel ?



On appelle phase condenséeune phase dans laquelle lesparticules sont quasiment aucontact.∆U = C∆T

Un gaz réel peut être assimiléà un gaz parfait dans lalimite des grands volumes oudes basses pressions.

L’énergie interne d’un gazparfait ne dépend que de satempérature.
La température d’un systèmepeut être définie comme latempérature du gaz parfaitavec lequel il est placé enéquilibre.



TD no 21

T1 – De la mécanique à la thermodynamique

Conseils pour ce TD• Bien faire la différence entre les grandeurs microscopiques(nombre de particules N , énergie cinétique moyenne d’uneparticule ...) et les grandeurs macroscopiques (quantité dematière, énergie interne ...). On peut souvent les relier parl’intermédiaire de la constante d’Avogadro d’où des ordres degrandeurs bien différents.• Retenez les hypothèses du gaz parfait monoatomique (parti-cules ponctuelles sans interaction) et la méthode du calculqui permet d’obtenir l’expression de la pression cinétique.• On peut retrouver rapidement la relation liant u la vitessequadratique moyenne des particules du gaz parfait à sa tem-pérature en partant de l’expression de son énergie interne oude l’énergie cinétique moyenne d’une particule. Vérifier quevous en êtes capable.• Partant de la relation précédente et de l’équation d’état, onpeut remonter à celle liant la pression cinétique à la vitessequadratique.
Entraînement au calcul

Entraînement 21.1 — Quelques calculs de volume.Calculer le volume (en L) occupé à T = 25 °C et sous une pression P = 1,0 bar pour les gazsuivants.
a) 100 g d’argon (MAr = 40 g · mol−1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) 32 g de dioxygène O2 (MO = 16 g · mol−1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c) 1,2 kg de dioxyde de carbone CO2 (MC = 12 g · mol−1) . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 21.2 — Bouteille de butane.Une bouteille de 30,6 L, maintenue à 20 °C, contient du butane (C4H10) qui est sous la formed’un mélange liquide/gaz comprimé. Le contenu de la bouteille présente une masse m de 13 kg.On donne MH = 1g · mol−1 et MC = 12 g · mol−1.
a) Combien vaut la masse molaire (en g · mol−1) du butane ? . . . . . . . . . . . . .b) Quelle serait la pression à l’intérieur de la bouteille si tout le butane était à l’état gazeux ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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c) Quel volume occuperait le contenu de la bouteille, s’il était entièrement à l’état gazeux,sous une pression de 1,0 bar et à la température de 20 °C ? . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 21.3 — Volume molaire.Calculer le volume molaire (en L · mol−1) d’un gaz parfait :
a) sous 1,00 bar et à 25,0 °C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) sous 2,00 bar et à 50,0 °C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 21.4 — Surchauffe ?Un pneu de voiture, de volume supposé constant, est gonflé à froid, à la température T1 = 20 °C,sous la pression P1 = 2,0 bar. Après avoir roulé un certain temps, le pneu affiche une pression
P2 = 2,3 bar.
Quelle est alors sa température (en °C) si l’on assimile l’air à un gaz parfait ?
Entraînement 21.5Un récipient de volume V1 enferme de l’air (assimilé à un gaz parfait) à la température T1 =20 °C et sous une pression P1 = 1,20 bar.Que vaut la pression finale (en bar) si l’on augmente :
a) le volume de 20 % ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) la température de 10 °C ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Manipulations algébriques

Entraînement 21.6 — Faire le lien entre une formule et un graphe.a) Lequel de ces graphes représente la relation entre pression et température lorsque n et Vsont fixés ?

Température

Press
ion a

Température

Press
ion b

Température

Press
ion c

Température

Press
ion d

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) Lequel de ces graphes représente la relation entre pression et volume lorsque n et T sontfixés ?

Volume

Press
ion a

Volume

Press
ion b

Volume

Press
ion c

Volume

Press
ion d

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 21.7 — Masse volumique de l’eau.On considère un gaz parfait de masse molaire M , à la pression P et à la température T .
a) Exprimer sa masse volumique ρ en fonction de M , P et T . . . . . . . . . . . . .b) La vapeur d’eau a pour masse volumique ρ = 0,595 kg · m−3 à 100 °C et 1 013 hPa. Samasse molaire est MH2O = 18 g · mol−1.Est-ce compatible avec le modèle du gaz parfait ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 21.8 — Compression d’un gaz.Un gaz, initialement à la pression P1 et à la température T1 = 25 °C, est comprimé jusqu’à unepression valant P2 = 4P1. Sa masse volumique initiale est de ρ1.Exprimer sa masse volumique finale ρ2 en fonction de ρ1 si sa température T2 vaut :
a) T2 = T1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) T2 = 50 °C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Entraînement 21.9 — Mouvement d’un piston.Une enceinte maintenue à une température T est divisée en deux parties d’égal volume V , parun piston mobile sans frottement.Initialement, le piston est bloqué, et chaque compartiment contient un gaz parfait de pressionsrespectives P1 et P2. On note n1 et n2 les quantités de matière dans chaque compartiment.

Gaz parfait
P1, V , n1 Gaz parfait

P2, V , n2

État initial

transformation
Gaz parfait
P ′, V1, n1

Gaz parfait
P ′, V2, n2

État final

Une fois débloqué, le piston se déplace librement de façon à ce que les pressions dans chaquecompartiment deviennent égales.
Déterminer :
a) la relation entre n1, n2, P1 et P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) le volume V1 en fonction de V , P1 et P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entraînement 21.10 — Expression de la densité d’un gaz.La densité d d’un gaz A est le rapport entre la masse volumique du gaz A et la masse volumiquede l’air sous les mêmes conditions de pression et de température. Autrement dit, c’est
d = ρA

ρair .On note MA la masse molaire de A et Mair celle de l’air.
Exprimer la densité d en fonction deMA etMair à l’aide de la loi du gaz parfait
Entraînement 21.11 — Bulle de savon.Une bulle de savon sphérique de rayon r enferme n moles d’air à la température ambiante T0.La pression qui règne à l’intérieur de la bulle de savon est donnée par

P = P0 + 4γ
roù γ est la tension superficielle de l’eau savonneuse et où P0 est la pression atmosphérique.

a) Donner l’expression du volume de la bulle en fonction r . . . . . . . . .
b) Exprimer n en fonction de P0, T0, γ et r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Réponses mélangées2P1
P1 + P2V 1,24 bar 64 °C non 4πP0r3 + 16πγr23RT025 L d 4ρ1 MP

RT 58 g · mol−1 6,8× 102 L
n2
n1 = P2

P1 3,7ρ1 MA
Mair 1,00 bar 13,4 L · mol−1 a43πr3 24,8 L · mol−1 62 L 5,5 m3 1,8× 102 bar
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✍ Exercice 1 : Description microscopique d’un Gaz parfait

Un récipient cubique contient, sous une pression p = 1 bar et à la température t = 0°C, n = 103 moles
d’argon de masse molaire M = 39,9 g.mol−1.
En considérant ce gaz comme parfait, calculer la masse m d’un atome, le nombre N d’atomes d’argon,
le volume V du récipient ainsi que son arête L, le nombre moyen n∗ d’atome par mètre cube, l’ordre
de grandeur a de l’espacement entre deux atomes, l’énergie cinétique moyenne d’un atome et la vitesse
quadratique moyenne u des atomes.

✍ Exercice 2 : Caractéristiques d’un Gaz Parfait Monoatomique, fuite de Gaz

Soit un récipient de volume constant V = 10 L. Il contient un GPM (de l’hélium) à une pression p = 2,1
bar et à la température T = 300 K.
On donne : R = 8,31 J.mol−1.K−1, la constante des gaz parfaits, k = R

NA
≃ 1,38.10−23 J.K−1, la constante

de Boltzmann et MHe = 4 g.mol−1, la masse molaire de l’hélium.
Exprimer en fonction des données puis calculer :

1. La masse m d’hélium contenue dans le récipient et la densité particulaire n∗ des atomes dans le
récipient.

2. L’énergie cinétique totale Ec du gaz enfermé puis l’énergie cinétique moyenne par atome < ec >

et la vitesse quadratique moyenne u des atomes.
3. Par suite d’une fuite de gaz, la pression passe à p′ = 1,4 bar et la température à T ′ = 290 K.

Calculer la masse du gaz échappé ∆m.
4. On colmate la fuite, à quelle température T1 doit-on porter le gaz pour atteindre à nouveau p ?

✍ Exercice 3 : Energie interne, tables thermodynamiques.

Le tableau ci-dessous donne, avec trois chiffres significatifs, le volume molaire Vm (en m3.mol−1) et l’énergie
interne molaire Um (en kJ.mol−1) de la vapeur d’eau à la température t = 500 °C pour différentes valeurs
de la pression p (en bars). On donne en outre la constante des gaz parfaits : R = 8,314 J.K−1.mol−1

p 1 10 20 40 70 100
Vm 6,43.10−2 6,37.10−3 3,17.10−3 1,56.10−3 8,68.10−4 5,90.10−4

Um 56,33 56,23 56,08 55,77 55,47 54,78

1. Justifier sans calcul que la vapeur d’eau ne se comporte pas comme un gaz parfait.
2. On se propose d’adopter le modèle de Van der Waals pour lequel on a

(
p + a

V 2
m

)
(Vm − b) = RT Um = Um,GP −

a

Vm

(a) Calculer le cœfficient a en utilisant les énergies internes des états à p = 1 bar et p = 100
bars. Calculer b en utilisant l’équation d’état à p = 100 bars et en déduire un ordre de
grandeur du rayon des particules rS dans le modèle des sphères dures.

(b) Quelle valeur obtient-on alors pour Um à p = 40 bars ? Quelle température obtient-on alors
en utilisant l’équation d’état avec p = 40 bars et Vm = 1,56.10−3 m3.mol−1 ? Conclure sur la
validité du modèle.
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✍ Exercice 4 : Vitesses quadratiques moyennes

1. L’air est constitué principalement de dioxygène O2 et de diazote N2.
Calculer les vitesses quadratiques moyennes de ces molécules à la température t0 = 20 °C.
On donne R = 8,31 J.mol−1.K−1, la constante des gaz parfaits et les masses molaires MN = 14
g.mol−1 et MO = 16 g.mol−1.

2. Calculer, en électron-volts (eV), l’énergie cinétique moyenne < ec > d’une molécule O2 à la
température t0. L’énergie molaire de la liaison O − O a pour valeur EO−O = 498 kJ.mol−1.
Calculer, en électron-volts, l’énergie de la liaison O − O pour une molécule et comparer au
résultat précédent. Que peut-on en conclure ?
Pour quelle valeur de la température Tc a-t-on rupture de O2 (vérifier que l’on reste dans le cadre
de la mécanique classique).

3. Calculer numériquement la valeur de la vitesse de libération du diazote à la surface de la Terre.
Quelle devrait être la température à la surface de la Terre pour que N2 échappe à son attraction.
Mêmes questions pour la Lune (RL = 1800 km, ML = 7,4.1022 kg, G = 6,67.10−11 SI la constante
de gravitation universelle).

✍ Exercice 5 : Retour dans l’atmosphère d’une capsule spatiale

Lors de son retour dans l’atmosphère, un engin spatial se déplace à la vitesse d’environ 40 000 km.h−1.
L’atmosphère dans laquelle il se trouve est alors uniquement constitué de diazote (par hypothèse).
À quelle température l’engin sera-t-il soumis ? Conclure.
On donne R = 8,31 J.mol−1.K−1, la constante des gaz parfaits et les masses molaires MN = 14 g.mol−1.

✍ Exercice 6 : Effusion gazeuse

Une cabine de navette spatiale (volume V = 2 m3) contient N0 molécules d’air à la température T . A
l’instant t = 0, une petite météorite perce dans la paroi un petit trou de section s = 1µm2 par lequel le
gaz peut s’échapper dans le vide. On supposera que le trou est suffisamment petit peur que la distribution
des vitesses des particules dans la navette ne soit pas perturbée. On note N(t) le nombre de molécules
présentes à l’intérieur de l’enceinte à l’instant t. On prendra un modèle dans lequel les molécules se
déplacent selon 6 directions, avec des vitesses de même normes (égale à la vitesse quadratique moyenne
v∗).

1. Montrez qu’à un instant t, le nombre de molécules sortant de l’enceinte pendant dt s’écrit :

dNs = Ns

6V
v∗dt

2. Faire un bilan de particules sur le gaz contenu dans la navette et en déduire une équation
différentielle sur N(t), on fera apparaitre un temps caractéristique dont on vérifiera la dimension.

3. En déduire l’expression du nombre de molécule dans l’enceinte à l’instant t.
4. Donnez finalement l’expression de l’instant t1/2 au bout duquel la pression dans l’enceinte a

diminuée de moitié.
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