Chapitre 17 : Calcul différentiel
Exercices

Exercice 1. Soit E un espace euclidien et N : z — ||z

1. L’application IV est-elle différentiable en 07

2. Montrer que N est de classe C! sur E\{0} et déterminer la différentielle de N.
Indication : considérer g = N2,

3. Déterminer VN (z).

Exercice 2. On consideére 'application

f: R — R

0 st (,y) = (0,0)
(l‘, y) — {ﬁsin(y)—y sin(x)

eEmy: sinon.

Montrer que f est de classe C! sur R2.
Indication : sin(y) =y + o (%)) = y + ¥ (y).

Exercice 3. On considere C muni de sa structure de R-espace vectoriel.
cC — C

Montrer que f : o 1/e est différentiable sur C* et donner sa différentielle.

Exercice 4. Montrer que ’application

f : GLn(R)

— M, (R)
M — M~

1

est différentiable et donner sa différentielle.

Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R%\ {(z,); avec x € R} par :

sin(y) — sin(z) .

flz,y) = =

Montrer que f se prolonge sur R? en une fonction de classe C* sur R2.

Indication : On pourra utiliser la fonction ¢ +— “%t prolongée par continuité sur R.

Exercice 6. Soit U un ouvert non vide de R? et f € C'(U,R).

1. Montrer que la fonction g définie par g : (r,6) — f(rcosf,rsin @) est de classe C!
sur son ouvert V' de définition et exprimer ses dérivées partielles en fonction de

celles de f.

2. On considere 'équation

. of ,,9f _
(Eo) : xax—l—yay—o.

(a) Montrer que toute solution de (Ep) sur R? est constante.

(b) Pour U = R*\{(0,0)}, montrer que f € C!(U, R) est solution de (Ep) sur U si et
seulement s’il existe une fonction ¢ € C*(R,R) et 2r-périodique telle que pour

tout (x,y) € U, f(z,y) = ¢(0) avec 0 tel que (x,y) = /22 + y?(cos d,sin §).
3. Résoudre I'équation sur R*\ {(0,0)} :

. ﬂ 87f_ 2 2
(E) : xax—l—yay—x +y°.

Exercices CCINP

Exercice 7 (CCINP 33). On pose : V (z,y) € R?\ {(0,0)}, f (x,y) = — et

£(0,0) = 0.

1. Démontrer que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C'! sur R? ? Justifier.

Exercice 8 (CCINP 52). Soit o € R.
On considére I'application définie sur R? par

4
Y

f(ﬂ%y): .132—|—y2_xy 1(3@2/)7& 0,0
@ si (7,y) = (0,0)

1. Prouver que :

—_

V(z,y) €R? 2? +y° —ay > 5(3:2 + 7).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

af  of

(a) Justifier 'existence de R R2\ {(0,0)} et les calculer.

dy
: y of of
(b) Justifier lexistence de a—(0,0) et ——(0,0) et donner leur valeur.
x

dy
(c) f est-elle de classe C* sur R??
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Exercice 9 (CCINP 57).
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en

(0,0).

(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».

2. On considére I'application définie sur R? par
i 22— 2
flz,y) = yx2+y2

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C! sur R2.

si(z,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)
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